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Časopis pro pěstováni matematiky, roc. 82 (1957), Praha 

0 HELLINGEROVĚ INTEGRÁLU 

ILJA ČERNÝ, Praha. 

(Došlo dne 6. 12. 1955.) DT: 517.65 

V Slánku jsou vyšetřovány některé jednoduché vlastnosti integrálu 
ь 

/
. ! xii-i a variace p — var (/, g) a jejich převedení na Lebes-

a 
gueův integrál. 

Integrály typu vyšetřovaného v tomto článku se po prvé zabýval v roce 1907 
E. HBLLLTSTGEB. Při studiu spekter kvadratických forem nekonečně mnoha 
proměnných dospěl k výrazům, které mají některé vlastnosti integrálů a 
o nichž soudil, že se nedají převést na Lebesgueův integrál. (E. Hellinger: Die 
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlieh vielen Veránder-
lichen, Dissertation, Gottingen 1907; Neue Begriindung der Theorie quadrati
scher Formen von unencUich vielen Veránderlichen, Journal f. r. ti. a. Math., B, 
136, 1909.) Tyto výrazy byly nazvány „Hellingerovy integrály". V roce 1912 
se HABROVÍ (íf. Hahn: Uber die Integrále des Herrn Hellinger und die Ortho
gonalinvarianten der quadratischen Formen von unendlieh vielen Veránder
lichen, Monatsh. f. Math. u. Physik, XXIII, 1912) podařilo tyto integrály pře
vést na Lebesgueovy. Od té doby nalezly integrály Hellingerova typu použití 
i jinde, na př. při otázkách obecného vyjádření lineárních operátora v někte
rých polouspořádaných nebo normovaných lineárních prostorech (Kanmopoem-
Byjiux-HuHCKep: <DyH^noHa;ribHHĚ aHajiH3 B nojiyynopflflOHeHHLix npo-
CTpancTBax), ve statistice (Jí. Cramér: Mathematical Methods of Statistics) 
a jinde. 

Pokud vím, nebyly vlastnosti operace Hellingerova integrování podrobněji 
vyšetřovány. V Hahnově práci se v podstatě vyskytují jen speciální případy 
vět 1,8 a 2,1 tohoto článku. Hellinger i Hahn se zabývají integrály typu 

\df(x)f г dg(x) 
, při čemž se předpokládá, že g je spojitá a monotónní. 

První kapitola tohoto článku obsahuje definici Hellingerova integrálu vhod
nou pro obecnější funkce / a g. Hahn definoval integrál tak, jak jsme my v defi-
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b 

nici 1,2 zavedli var (/, g). Tento postup souhlasí s naším, jestliže funkce g je 
a 

spojitá a monotónní, v jiných případech se však zřejmě nehodí. Souvislost mezi 
Hahnovou definicí a definicí 1,1 je obsahem vět 1,6 a 1,7. 

Druhá kapitola obsahuje věty o převedení Hellingerova integrálu na Lebes-
gueův se slabšími předpoklady o funkcích /ar/, než uvádí Hahn. Při důkazu 
užívám Vitaliovy věty, která umožnila důkaz zkrátit a učinit přehlednějším. 

1. Definice a některé základní vlastnosti Hellingerova integrálu 

Definice 1,1, Buďte dány dvě (konečné) reálné funkce / a g na (omezeném) 
intervalu (a, by. Budiž p > 1. Nechť platí tato podmínka: Je-li pro dva body 
xx, x2 z (a, by g(xt) = g(x2), je též f{x±) = f(xz). Označíme pro stručnost 

Mix x)- ÍI<̂ >̂ — 

a činíme jednou pro vždy tuto úmluvu: „Podílu" M9{xl9 x2), v němž jmenovatel 
(a tedy též čitatel) je roven 0, dáváme hodnotu 0. 

Při této úmluvě můžeme každému dělení D = {a = x0 < xx < ... < xn -= 
= b} intervalu (a, by přiřadit součet 

n 

B9(Ug\ D) = ŽM^z^Xi). 
i~i 

Označíme v(D) =- max (x{ — x^). Jestliže pro každou posloupnost dělení 
i»l,2,...,n 

{Dn}, pro niž v(Dn) -> 0, existuje vlastní lim HP(f, g; Dn) — potom je ovšem 

tato limita nezávislá na volbě posloupnosti {Dn} — označíme 
6 

ta-W.~*J-M-ftf.»>-/,iJ^. , 
a 

Této limitě říkáme Hellingerův integrál p-tého stupně funkce / podle funkce g 
v intervalu (a, by. 

"Úmluva. Nebude-li třeba obávat se nedorozumění, budeme místo HP(f, g; D) 
b b b 

psát krátce HP(D) nebo H(D), místo (p) — H(f,g) podobně H(/, g) nebo H, 
a a a 

místo MP(x1, x2) symbol M(x1, #2)* 
Poznámka 1,1. Existuje-li H(f, g), je to nezáporné číslo. 

a 
b x b 

Věta 1,1. Existuje-li H(f,g) a je-li X€(a,b), existují též H(f,$) & H(f,g) 
a a x 

a platí'. 
b * b 

H = H + H. 
a a x 
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( Důkaz. Budiž x e (a. 6) a budiž {D'n} libovolná posloupnost dělení intervalu 
(a, xy> pro niž v(D'n) —> 0, {D£} libovolná posloupnost dělení intervalu <#, b>, 
pro niž v(D„) -> 0. Z posloupnosti {IT(D^)} lze vybrat posloupnost {H(i)^)}, 
která má (vlastní nebo nevlastní) limitu <x. Jest 

lim [H(D'k) + H(D»nk)] = i , 

odkud především plyne, že oc < + co (neboť H(D'k) I> 0), a také, že existuje 
a? / a 

vlastní lim H(Dk). Tedy existuje i H. Podobně se zjistí, že existuje H. Dále je 
&—> co a # 

1 = lim [H(DZ) + #(!>:.)] -
a n—^oo 

= lim #(£>;) + lim H(D$ = H + H. 
n—*ao n~~*-<xt a % 

b 

Označení. Existuje-Ii H, označíme 
a 

^ H pro o? e (a, 6) . 
a 

(Funkce h je pak neklesající v <a, 6}.) 

P o z n á m k a 1,3. Z existence i ř a H neplyne obecně existence H. Příklad: 
a x a 

Je-li f(x) = g(x) = 0 pro # #= 0, /(O) = ^(0) = 1, je pro libovolné p > 1 
( jp)-^(/,ír) = ( p ) - Í ( / , f i r ) - l , 

—i o 
i 

kdežto J?(/, g) neexistuje, nebot pro každé dělení J> intervalu <— 1, 1>, které 
—i 

obsahuje (resp. neobsahuje) bod 0, je HP(D) = 2 (resp. = 0) nezávisle na v(D). 
b 

Věta 1,2* Nechť existuje (p) — £T(/, <jr). Potom platí: 
a 

1. l im jJř.p(a?, y) = 0. 
[xtv}-M.ata] 

x>a,y>a,x*y 
x 

2. Existuje vlastní lim Jř(a, x) a rovná se lim H. 
%~±a->r ÍC—>a+ a 

3. Je-li xn > a, xn —-> a; a ?e-Zi posloupnost {g(xn)} omezená, existuje vlastní 
lim /(#n) = -á; existuje-li vlastní lim f/(#n) = J5, je 

n-> oo íi—*• co 

l í m [/^)- î = 0 , 
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Speciálně: je-li g omezená zprava v bode a, existuje vlastni lim f(x) = f(a +); 
x-*a-\-

existuje-li vlastní lim g(x) = g(a + ) . je 
x-+a + 

iim JMziííi+1^ 
^a+ \g(x) - g(a +)\^ 

4. Je-li g(x) spojitá v bode a zprava, je též f(x) spojitá v bode a zprava a 
lim M(a, x) = 0. ' 

x—>a + 

5. Je-li f(x) spojitá v bodě a zprava, je lim M(a, x) = 0. Je-li g(x) omezená 
X-*aAr 

v okolí bodu a a je-li f(x) nespojitá v bodě a zprava, je lim M(a, x) 4= 0. 
o;—Kř-f-

6. Je-li f spojitá v bodě a zprava, je i h(x) spojitá v bodě a zprava. Je-li g(x) 
omezená v okolí bodu a a je-li f(x) nespojitá v bodě a zprava, je i h(x) nespojitá 
v bodě a zprava. 

7. Platí tvrzení analogická tvrzením 1 — 6, pÚeme-li místo a všude c, kde c je 
libovolný bod z (a,b). Platí tvrzení analogická tvrzením 1—6, píšeme-li místo a 
všude c, kde ce(a,by,a mluvíme-li o konvergenci (a spojitosti) zleva v boděc. 

Důkaz. 1. Kdyby tato limita buď neexistovala, nebo existovala, ale nebyla 
rovna nule, existovaly by dvě posloupnosti {xn},{yn} a číslo O > 0 tak, že 
xn ~> a, yn-> a, xn + yn,

 xn > « J n > <*>> M(xn, yn) > o. Snadno vybereme 
posloupnosti {^}, {ynk} tak, že 

Xnjc±\ < Xnjc ? Xnjt+i < 1J'njt ? ž/na+i < xnjc 5 ž/n* + l < Vnjt * 

Najdeme <3 > 0 tak, že 

v(D)<d=> \H-H(D)\ < 1 . 

Můžeme předpokládat, že pro všechna k je xnke (a, a -f d), ynk€ (a, a + <5). 
Potom lze ke každému k sestrojit dělení Dk mající tyto vlastnosti: 

) v(Dk)<6; 
b) xnv ..., xnk, ynv ...,ynh jsou dělicí body Dk; 
c) mezi xni a yni (i = 1, 2, ..., k) neleží žádný bod dělení Dk. 
Potom je H(Dk) > kg, což není možné pro všechna k — spor. 
2. Budiž (x = lim h(x). Budiž e > 0. Existuje <52 > 0 tak, že x e (a, a -f- Óx) => 

x—*a + 
x b 

=> \H — <x\ < e. Existuje dále <52 > 0 tak, že v(D) < <52=> \H(D) — H\ < e. 
a a 

Budiž d = min (dl9 d2). Zvolíme-li xe (a, a + <5) libovolně, existuje dělení D' 
b 

intervalu (x, by, pro něž je v(D') < <52 a \H(D') — H\ < e. Označme D dělení 
X 

intervalu (a, by, které vznikne z Dr přidáním bodu a; jest v(Ď) < dz. Tedy 
\M(a, x)-oc\ = \H(D) - H(D') - <%| £ 

£ \H(D) -H\ + \H- H(Dř)\ + \H - oc\ < Se . 
a x a 
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3. Předpokládejme, že neexistuje vlastní lim/(a;n) a budiž \g(xn)\ ^ K pro 
n->oo 

všechna n. Z posloupnosti {xn} lze vybrat dvě posloupnosti {x'n} a {xn} tak, že 
\f(x'n) — /(#n)| > £ > 0 pro všechna n. J e však 

l/«) - f«)\* = -*-"(*;, O . Iř«) - ^K)!*-1 ^ M * - 1 - 3f(ai,- O ; 
podle 1 by pak bylo \f(x'n) — / « ) [ -> 0, což je spor. 

\ftx ) — MP 
Nechí nyní existuje vlastní l im g(xn) = B. Kdyby podíl ' * __ fí ' 1 

neměl limitu 0, existovala by vybraná posloupnost {xn} a číslo o > 0 tak, že 

/(*;) - A\* 
Ií70 

Protože při pevném n je 

Xy^-—n. , > p pro všechna TI . 

|/(aí)--|» _ , l i m !/(<)-/(<)f 
MO - BI»-I w_^ ic/«) - í ( o r • 

existuje ke každému T& index .m(n) tak, že a < a4 ( n ) < a£ a Jf(a;^(n)J #n) > 
> Q > 0, což odporuje tvrzení 1. 

Je-li f/(a;) omezená zprava v bodě a, je každá posloupnost {g(xn)}, kde xn > a, 
a;n —> a, omezená, a tedy pro každou posloupnost xn > a, # n -> a existuje 
vlastní lim /(a;n). Tedy existuje vlastní l im f(x). Podobně dále. 

«->co X—HL + 

4. Je-li g spojitá zprava v bodě a a / nikoli, jest f(a + ) 4= /(a) (/(a + ) existuje 
podle 3). Potom však lim M(a, x) = + oo, což je nemožné. Zbytek tvrzení 4 je 

důsledkem tvrzení 3. 

5. Nechť a:n > a, xn -> a. P o t o m buď a/(a;n) -> g(a) — v tom případě 
lim M(a, xn) = 0 podle 3 — nebo {g(xn)} nekonverguje k g(a). V tomto případě 

lze vybrat z {xn} posloupnost {xn} tak, že {g(x'n)} má limitu JB 4= gr(a). (Může 
b ý t i B = ± oo.) Potom však m á čitatel v M(a, x'n) l imitu 0, jmenovatel 
l imitu různou od nuly (event. nevlastní), a tedy limifcf(a, x'n) = Q. Protože 
podle 2 existuje lim M(a, x) je t a t o l imita t a k é rovna 0. 

Není-li / spojitá v bodě a zprava, existují body xn > a, a;n -> a tak, že 
f(xn) -> A 4= /(a). Kdyby bylo gr(a;n) -> g(a), bylo by 

l̂ (»«) —řía)!*"1 

což je nemožné podle 2. Tedy lze vybrat posloupnost {a^} tak, že g(x'n) -> B 4= 
4= f/(&). Protože <7 je omezená v okolí bodu a, je B 4=. ± oo, a tedy lim M(a, xn) 4= 
4= 0. Protože lim itf (a, #) existuje, je též 4= 0. 

6. Stačí užít tvrzení 5 a 2: Je-li / spojitá v bodě a zprava, je lim M(a, x) = 
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= limh(x) = O = h(a). Je-li g. omezená v okolí bodu a a je-li / nespojitá 

v bodě a zprava, je lim M(a, x) == lim h(x) # 0 = h(a). 
x~+a+ íc~>a+ 

6 
7. K důkazu první části tvrzení 7 stačí uvážit, že z existence H plyne existen-

a 
b 

ce H pro každé ce (a, b). Druhou část tvrzení 7 dostaneme z první tím, že 
e 

přejdeme od funkcí f(x), g(x) v (a, ř>> k funkcím f(— x), g(— x) v intervalu 
< - h, - a}. 

b x b 

Věta 1,3. Existuje4i H, existují pro každé x c (a, b) integrály H a H a platí: 
a a x 

lim [M(x', x) + M(x, x") - M(x', x")] = 0 . 
X'-+X— 
x"—KC + 

* h 

Obrácené: Existují4i pro některé x e (a, b) oba integrály H a H a je4i uvedená 
a x 

b 

limita rovna 0, existuje i H. 
a 

b x b 

Důkaz. 1. Nechť existuje H. Potom existují též H a H. Buďte x'n, xn takové 
a a x 

body, že x'n < x < x"n, x'n -> x, x"n —> x. Utvořme dělení Dn tak, že xn, xn jsou 
sousedními body tohoto dělení a že v(Dn) -> 0. Označme D'n dělení vzniklé z Dn 

přidáním bodu x. Potom plati: 
0 = lim [H(D'n) - H(Dn)] = lim [M«, x) + M(x, x"n) - M(x'n, < ) ] . 

n—> oo JI—> oo 

2. Nechť jsou podmínky věty splněny a nechť {Dn} je posloupnost dělení 
intervalu (a, by, pro niž v(Dn) -> 0. Můžeme se omezit na tyto případy: 

a) x je dělicím bodem každého Dn, 
b) x není dělicím bodem žádného Dn. 

x b 

V prvním případě plyne existence lim H(Dn) z existence H a Fř. Ve druhém 
a x 

případě existují (pro každé n) sousední body dělení Dn — označme je x'n, x"n — 
tak, že x'n < x < x"n. Přidejme k Dn bod x; tím dostaneme dělení D'n. Z existence 

x b 

H a H plyne existence lim H(D'n). Protože x'n —>- x, x"n -> x a protože 
# ( # ; ) - # ( D J -= M(x'n, x) + M(x, x"n) - M(x'n, x"n) , 

existuje podle podmínky věty i lim H(Dn). V případě a) i v případě b) je zřejmě 
x b b x b 

lim H(Dn) = H + H; tedy existuje H (a rovná se H + H). 
a x a a x 

x 

Věta 1,4. Je4i f spojitá v bode xe (a,b), g monotónní v bode x a existuji4i H 
a 

6 h 

a H, existuje téz H. 
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Dokážeme nejdříve toto lemma: 
Lemma. Je-li bud g(x') __ g(x) <I g(x") nebo g(xf) _H g(x) _> g(x"), je 

M(xf, x") <1 M(xf, x) -j- M(x, x"). Je-li tedy g monotónní v intervalu (a, by 
a je-li Df zjemněním dělení D, je H(D') l> H(D). 

Důkaz lemmatu. Je-li buď g(x') = g(x) nebo g(x) = g(x"), je tvrzení 
zřejmě správné. Nechí jsou tedy obě nerovnosti ostré. Položme na okamžik 

ai=____í_____í___^_3 b1 = \g{x)-g{x'0, • 
\g{x) - g{x')\ * 

_,__ fW-Hxl--, b^\g(x")-g{x0. 
\g{x") - g{x)\ * 

2 2 

. Potom je \f(x") — f(x')\ = | 2 a A I __\ _£ l%l \bk\: Podle Holderovy nerovnosti 
fc=-l & = 1 

n n _ n v J>-1 

2 M \h\ __i ( 2 \<h\v)p • ( _Z l^ ř " 1 ) * - viz V. Jarník, Diferenciální počet 
&-=i *-=i k=i 

II , 2. vydání, str. 212 —- dostaneme: 

\f(x") - f(x')\ < [ i/(*) - /(-01» + _________?. 
\w , m )i _ ylg{x) __ g{xt)^x T -———i 

. [\g{x) - g{x')\ + \g{x") - g{x)\ff , 
tedy (protože \g(x) - g{x')\ + \g{x") - g(x)\ = \g(x") - g{x')\) 

\f(x") - Uz')\> < [ \f(x)-f(*')\P j _ _________! M a n _ í ( ^ r i 

!/(*) 1(x)\S*ym_g{?,)]ri - \g{x")-g(x)\*-i\-mX) 9{X)l ' 
odkud plyne hledaná rovnost dělením obou stran výrazem \g(x") — g(xf)\p~"1. 

Důkaz v ě t y 1,4. Protože g(x) je monotónní v bodě x, jsou splněny podmínky 
x b 

lemmatu, voMme-li xf < x < x" a xf, x" dosti blízko "kx. Protože existují H a H 
a x 

a protože / je spojitá v bodě x, plyne z věty 1,2 (tvrzení 5 a 7), že 

lim M(x', x) = lim M(x, x") = 0 , 
b 

tedy podle lemmatu i lim M(xf, x") = 0. Podle věty 1,3 existuje H. 
ae'—>a— a 

P o z n á m k a 1,4. Vynecháme-li ve větě 1,4 některý z předpokladů, nemusí 
tvrzení platit. 

P ř í k l a d 1. Nestačí sama spojitost funkce / v bodě a;: Budiž f(x) = x, 
g(~- 1) = 2, ř(0) -= 0, 0(1) = 3, 

g(x) = 2-» + x pro a? € <2-«-1
J 2-*), 

0(») = 2-*-1 — x pro a?€ (— 2-n, — 2~w-1> 
(*.== 0,1,2, . . . ) . 
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Protože 
limflr(— 2-n + x) = g(2-"-i) , 

lze volit čísla xn > 0 tak, aby 
lim Jf(— 2~» +-a?n, 2-»-i) = + oo . 

%—voo 
1 ° Snadno se zjistí, ze H = H = l. 

o — i 

P ř í k l a d 2. Nestačí monotonie funkce g v bodě #. Stačí položit f(x) = |sgn a:), 
0 1 i 

g(x) = sgn x. Jest H = H = 1, ale H neexistuje. 
— 1 0 — 1 i 

b 

Věta 1,5. Nechť existuje H(f, g). Potom platí: 
a 

1. Je-li g omezená, je i f omezená. , 
2. Má-li g honecnou variaci, má i f konečnou variaci. 
3. Je-li g absolutné spojitá, je i f absolutně spojitá. 
Důkaz. 1. Je-li / neomezená v (a-, b), existuje bod x e (a, b), v jehož každém 

okolí je / neomezená. Kdyby přitom g byla omezená v (a9 b}, nemohly by být 
obě limity lim M(x', x), lim M(x, x,r) vlastní, což by odporovalo větě 1,2 (tvr-

x'-*%— xff-*x— 

zení 2). 
2. Budiž e > 0. Existuje d > 0 tak, že v(D) <d=> \H(D) - H\ < e. 

a 

Budiž D = {a = x0 < x1 < ... < xn = b}, v(D) < d. Potom 

Í l/te) - /(̂ -x)i -= I m - t{Xk-í]li • I**-) - rt-wíf-1 

"=1bfe)-9'fe-i)i~ 
a podle Holderovy nerovnosti tedy 

I |/(a*) - /(a*-i)| £ 

< [ ^ l/fo)-/fo-i)H» $ *? 

b l_ ž> £ - 1 

<J (H -f £)» . (var g) *> . 

b 

Protože se píi hledání var / můžeme omezit na dělení D, pro něž v(D) < <5, 
a 

plyne odtud, že / má konečnou variaci v (a, by a že 
b b ** b 

(var f)* <I H(f, g) . (var g)*-i. 
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3. Budiž g = l . Existuje Ó > O tak, že v(D) <d=> \H(D) — H\ < 1. 
a 

Budiž TJ > 0. Protože g je absolutně spojitá, existuje ů e (0, 6) tak, že pra kaž
dou posloupnost % < #2 <̂  ... <I ajgŝ i < # 2 s bodů z intervalu <a, b>, pro niž 

* s 
2 (̂ 2fc — *2&-i) < #, 3e 2 IřO*^) — fffe-i). < *?• Každou takovou posloupnost 

* = 1 j f c - = l • f 

můžeme doplnit na dělení D intervalu (a, by tak, aby v(D) < (3 a aby body 
x2k~i> %%k zůstaly sousedními body dělení D. 

Stejně jako v bodě 2 získáme nerovnosti 
4* -i L J-, 2=1 
Z \Hx2k) — /(a?sw:-i)I <I [ Z M(XM-I>

 x2k)> • [ 2 \9(x2k) - 9\Fzk-l)\] » ú 
fc-=l & = 1 Jb = i 

£z [H(D)y .rj » £ (H + 1)5 . T ? T , 
a 

odkud plyne absolutní spojitost funkce /. 

Definice 1,2. Předpoklady stejné jako v definici 1,1. Existuje-li konečné 
sup HP(f, g; D), řekneme, že / má konečnou variaci p-tého stupně vzhledem 

k funkci g (v intervalu (a, by) a označíme 
b 

sup Hp(f, g; D) = (p) ~~ var (/, g) . 
(D) a 

(Pro stručnost budeme někdy písmeno p vynechávat.) 
P o z n á m k a 1,5. Obecně není žádná souvislost mezi existencí Hellingerova 

b 

integrálu (p) — H(f, g) a tím, že / má konečnou variaci y-tého stupně podle 
a 

fujtxkce g. 
i 

P ř í k l a d 1. Je-li f(x) = |sgna;|, g(cc) = sgnx, neexistuje H(f,g), avšak 
—i 

i 
^*ar (/, g) = 2v 
— i 

P ř í k l a d 2. Buďte / a g funkce z poznámky 1,4, příkladu 1. Položme fx(x) = 
= \x\, gx(x) = r/(—- 1 ~~ x) pro x < 0, gt(x) = g(l — a;) pro x J> 0. Potom 

je H(h, gi) = ! ( / , g) + £( / , <l), ale sup H(f, g; D) = + co. 
-—1 - 1 0 (D) 

Ď 

P o z n á m k a 1,6. Naproti tomu platí: Existuje-li H(f, g), existuje d > 0 tak, 
a 

x + d 
že pro každé x e <a, & — ó> platí: var (/, £/) < + oo. Neboť je-li <5 > 0 takové, 

b 

že r(D) <jjl <5=>if(D) < fř + 1, je pro každé dělení D' každého intervalu 
a 

<x, x + <5> c <a, b} tím spíše #(D') < H + 1. 
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b 

Poznámka 1,7. Existuje-li H(f, g) a je-li {Dn} posloupnost dělení intervalu 
a 

<fl, by, v(Dn) -> 0, Dn = {a -= XI < x\ < ... < *« = b}, je 

H(f, g) = lim 2 var (/, g) . 

Ke každému dělení Dn můžeme totiž sestrojit zjemnění D'n tak, aby 
1 \H(D'n)-I var(fc/)|< 

6 
*-i -jLi 

a jest H(D;) _> H. 

Poznámka 1,8. Nechť / má konečnou variaci vzhledem k funkci g v inter
valu (a, by. Potom má / konečnou variaci vzhledem k g i v každém intervalu 

X 

{a, xy, kde x e (a, by, a položíme-li v(a) = 0, v(x) = var (/, g) pro x e (a, by, je 
a 

v(x) neklesající nezáporná funkce. Platí též nerovnost 
x b b 

var (/, g) + var (/, g) <̂  var (/, g) . 
a x a 

Rovnost přitom platí právě tehdy, existuje-li <5 > 0 tak, že pro xr e (x — <5, x), 
x" € (x, x + d) je M(x', x") <1 M(x', x) + M(x, x"). V opačném případě jest 

x b b 
var + var = var — lim sup [M(x', x") — M(x, x') — M(x, x")]. 

a x a x"-+x+ 

Příklad, kdy neplatí rovnost: Budiž f(x) = x. Funkce g budiž definována 
takto: 

g(x) = 2-»+i + (1 — 2™ ̂ i)(x — 2"n) pro x e (2-*-1, 2"*> , 

g(x) = 3 . 2-*~i — -1 (x — 2-«) pro a? e <— 2"«, — 2-»-i) , 

9(0) = 0 . 
0 1 

Potom existují H a H a je tedy lim jfef (a?', 0) = lim Jí*(0, x") = 0 (podle věty 
—1 o x'-*Q— a;*~M)-{-

1,2), kdežto 3*> <í lim sup Jíte', #") <1 8*. Protože / má konečnou variaci 
s'_>0— 
x"-+Q + 

vzhledem í g v intervalech <—- 1, 0> a <0, 1>, plyne odtud, že / má konečnou 
variaci vzhledem k g i v intervalu <— 1, 1>. Zmíněná rovnost však neplatí. 

Věta 1,6. Je-li g monotonni a existuje-li H(f, g), ntiá f konečnou variaci vzhledem 
a 

k g v intervalu (a, by a jest 

vir (/, g) = H(f, g) • 

33 



b 
D ů k a z . Je vždy H(f,g) ^ sup H(f, g; D). Je-li g monotónní, D dělení 

« (D) 

<a, &>, D' jeho zjemnění, je podle lemmatu za větou 1,4 H(D) <L H(D')« 
Existují jistě dělení Dn tak, že H(Dn) -> sup íř(D). Budiž Dn zjemnění Dn, pro 

něž ^(D^) < —.. Potom i H(Dn) ^> H(Dn) konvergují k sup H(D) a zároveň je 
n (D) 

J í = lim JÍ(D;). 

P o z n á m k a 1,9. Je-li g monotónní a má-li / konečnou variaci vzhledem 
k funkci g v intervalu <&, b>, je pro každé x e (a, b) 

X Ъ b 

var + ^ar = = var . 
a x a 

Věta 1,7. Budiž g monotónní a necM f má kcmecnou variaci vzhledem k funkci g 
v intervalu (a &>. NecM v Jcazdém bode xe (a b) platí: bud je funkce g spojitá 
alespoň z jedné strany v bode x nebo je funkce f (oboustranné) spojitá v bodě x~ 

b 

Potom existuje H(f. g). 
a 

b 
D ů k a z . Označme H = var(/? g). Je-li H = O, je / konstantní v <a, b>, a 

a 
b 

tedy i H = 0. Lze tedy předpokládat, že H > 0. Budiž ee (0, H). Existuje 
a 

dělení D = {a = x0 < xx < ... < xn = b} tak, že 
H(D0) > H - s > 0 . 

Nejsou tedy všechna čísla \g(xk) *— g(xk^t) \ rovna 0. Lze předpokládat, že žádné 
z těchto čísel není rovno 0, neboť jinak bychom mohli některé dělicí body vy
nechat, aniž bychom změnili hodnotu H(D0). 

Označme 
a = min (xk — xk„t) • 

k = l,...,n 

Pro stručnost vyjadřování zavedeme tuto úmluvu: Výrok „bod x je správně? 
umístěn vzhledem k bodu xk

iC bude znamenat, že nastává jeden z těchto případů: 
a) k = 0 nebo k = n a x• = xk; 
b) 0 < k < n, g je spojitá zleva v bodě xk&x < xk; 
c) 0 < k < n, g je spojitá zprava, ale nikoliv zleva, v bodě % a « > xk. 

(Je-li 0 < k < n a g je oboustranně nespojitá v bodě a?*., budeme říkat, že bod x 
nelze správně umístit vzhledem k bodu xk+) 

Dokážeme nejdříve, že funkce M(x', x") dvou proměnných x', x" má tuto 
vlastnost: Označme Qk (k = 1, 2, ..., n) množinu všech bodů [x\ x"\ kde xr 

(resp. x") je správně umístěn vzhledem k bodu xk^± (resp. xk), „je-lisprávné 
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umístění možné"; jestliže xf (resp. x") nelze správně umístit, budiž x' > xk^ 
(resp. x" < xk). Potom je 
(*) lim M(xr, x") > M(xk^ xk) . 

[x'ix")€Qk 

Předpokládejme, že 1 < k < n. (V případě, že k = 1 nebo k = n je důkaz 

obdobný a o něco jednodušší.) Uvažme nejdříve, že z předpokladu var (/, g) < 

< + oo plyne, že / je spojitá zprava (resp. zleva) v každém bodě xe (a, b) 
(resp. x e (a, b>), v němž je g spojitá zprava (resp. zleva). Důkaz je zcela obdob
ný důkazu příslušného tvrzení ve větě 1,2. Odtud plyne, že limita čitatele 
M(x!, x") vždy existuje a je rovna \f(xk) --- f(xk^1)\p, neboí \f(x") — f(x')|» je 
spojitou funkcí v bodě [%_i, xk] vzhledem k uzávěru Qk. (Důkaz: Je-li x' 
,,správně umístěno vzhledem k bodu xk_i\ je g(x') spojitá z té strany bodu 
%_l3 na níž leží první souřadnice bodů z Qk, a tedy i f(xr) je spojitá z téže strany. 
Nebylo-li možno x' správně umístit, t. j . je-li funkce g oboustranně nespojitá 
v bodě xk_t, je podle předpokladů věty / oboustranně spojitá v bodě xk^x. 
Podobně pro xr/.) 

Limita jmenovatele existuje vždy, neboť g je monotónní. Označme tuto 
limitu y. Je bud y = O nebo y > 0. V prvním případě tvrdím, že M(xk_x, xk) = 
= 0. (Snadno se dokáže, že v tomto případě je / konstantní v (xk_l9 xky.) 
Kdyby totiž \f(xk) - f(xk^)\» = lim \f(x") - f(x')\* + 0, byla by 

b 
limM(x',x") = + oo, což je ve sporu s tím, že var (/, g) < -f-oo. Nerovnost (*) 

a 

je tedy v prvním případě jistě splněna. 
Ve druhém případě je 

l l T n MIS r-x _ lim \f(x") - f(x')\> _ |/fe) - /(%_!)]* 

Tvrdím, že y <I \g(xk) — žK#fc--i)l2)~1- Tato nerovnost jistě platí, znamená-li 
podmínka 
(**) [x',x"-\^[x^,xk-\, [x',x"]eQk 

totéž jako podmínka x' —> % „ x + , #" —> a;-. —. (Neboť z monotonie gr plyne, že 
\g(Vk —) — ^fe-i +)l ú \g(xk) ~~ ff(a*-i)IO Dále, znamená-li podmínka (**) na 
př., že x' -> %_! —-, x" -> #& — j je g spojitá zleva v bodě xk_l9 a tedy 
y = \g(*k —) - áK%-i -Ol*-1 = lí?fe - ) - g&k-iW'-1 £ \g(xk) - g(xk_t)\*-^. 

Podobně je tomu i v ostatních případech. Je tedy i v případě, že y > 0, splněna 
nerovnost (*). 

Budiž nyní s' = — [H(D0) — (H — s)] > 0. Existuje Číslo rj * j 0, —* \ tak, že 

platí: Je-li [x'9x"}€Úk9 \xr - a?w | < ??, |a?*--a?*! < 1?, je Jf(a:', s*) — 
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— M(%~i5 xk) > — e!. Budiž s počet všech těch bodů xk (k = 1,2,...,% — l)ř 

v nichž je g oboustranně nespojitá. Položme m = n + s. Budiž D = {a = 
= Ž/o < V\ < - • - < tfr = * h H&) < *?- Bodu x0 přiřaďme bod y0, bodu xn 

bod 2/r. Každému bodu xk (k = 1, 2,.... ^ — 1) přiřaďme buď jeden nebo dva 
body dělení D podle tohoto pravidla: Je-li g spojitá v bodě xk alespoň z jedné 
strany, přiřadíme bodu xk bod y3- dělení D tak, aby bylo \y3 —- xk\ < rj a aby 
bod ýy byl správně umístěn vzhledem k bodu xk. Je-li g oboustranně nespojitá 
v bodě xk9 najdeme dva body yh a yH dělení D tak, aby xk -— rj < i/^ < xk < 
< y* < #* + v • 

Je-li pak 0 <1 ̂  < k% <1 ̂  a jsou-li 2/' a y" body přiřazené bodům xkl a %2, je 
y' < žA Dohromady je všech přiřazených bodů právě m + 1. Srovnejme je do 
rostoucí posloupnosti a vzniklé dělení intervalu (a, by označme D' == {a = 
= z0 < % < • • • < *m = 6 }• 

Z lemmatu za větou 1,4 a z postupu, jímž jsme body přiřazovali, ihned plyne, 
že 

H(D) _ H(D') > H(D0) ~s'n = H - e , 
a to pro všechna dělení D, pro něž y(D) < r\. Věta je dokázána. 

P o z n á m k a 1,10. Je-li g oboustranně nespojitá v některém bodě xe (a, b) 
a / jen jednostranně spojitá v tomto bodě (a spojitá ve všech ostatních bodech 

b b 
<a, b», nemusí U(/, g) existovat, i když je var (/, g) < + oo. Příklad: f(x) = 0 

a a 
1 

pro x <£ 0, /(a?) = 1 pro a? > 0, gr(a?) = sgn x. Jest var (/, g) = 1, H(D) = 1 nebo 
—i 

- j ^ - podle toho, je-li bod 0 dělicím bodem D nebo ne (nezávisle na v(D)), 
i 

Integrál H(f> g) tedy neexistuje. 
—i 

Věta 1,8. K tomu, aby f mela v (a, by konečnou variaci vzhledem k funkci g} j e 

nuáné a stačí, aby existovala neklesajici funkce u ták, ze 
a ^ xi < ^2 ^ b => M(xt, x2) <[ u(x2) — u(xt) . 

Platí pak: 

var (/, g) <i u(x2) — u(xx). 

D ů k a z . 1. Existuje-li taková funkce ut je pro každé dělení D = {a s=-
= a0 < <&x < ..: < &n == 6} 

n n 

H(D) = 2 Jf (a*-i, %•) £ 2 M%) — ^(«*-i)] = ^(6) - ^ ) • 

Tedy též 
var (/, g) <I w(6) — w(a) . 
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2. Má-li / konečnou variaci vzhledem k g, stačí položit u(x) = var. Z nerov-
a 

x b b 
nosti var + var <1 var plyne ihned: 

a x a 
x% • xx xz 

u(x2) — u(x-j) = var — var I> var I> M(xx, x2) . 
a -a xx 

2. Převeden! Hellingerova integrálu na Lebesgueův 

V celé druhé kapitole budeme předpokládat, že funkce g je neklesající 
v intervalu P = (a, by. 

Označme A = g(a), B = g(b). Pro každé ye(A,By definujme množinu 
N(y) c P takto: Je-li y e g(P), budiž N(y) = E[g(x) = y]\ není-li y e g(P), budiž 

X 

N(y) jednobodová množina, obsahující prvek sup x ( = inf x). 
a(%)<y oipc)>y 

Budiž / funkce definovaná v intervalu P, pro niž platí: g(x1) = g(x2) ±> 
=> í(xi) = f(xz)- V intervalu B = (A, By lze pak definovat funkci F takto: 
F(y) = f(x), kde x je libovolný prvek množiny N(y). (Speciálně: pro každé 
X€<a,by)eF(g(x)) = f(x).) 

Za tohoto označení, které podržíme v celé 2. kapitole, platí: 
Věta 2,1. Nechť funkce F je absolutné spojitá v JR = (A, By. Potom integrál 

b 

(p) — H(f,g) existuje právě tehdy, když F'eLp(A,B) (t. j . když konverguje 
a 

B 

Lebesgueův integrál f\F'\p dy). Je-U tato podmínka splněna, je 
A 

b B , 

(p)-H(f,g) = f\F'\*dy. 
a A 

Důkaz. 1. Budiž F' e LP(A, B). Protože F7 je absolutně spojitá, je 

F(y) = F(A) + fF'dy. 
A 

Je-li « ^ i < ^ í f 5 a položíme-li yx = g(xx), y% = g(x2), je 
y* 

f(x2) - f(xx) = F(yt) - F(Vl) = fF' dy . 
2ti 

Podle Holderovy nerovnosti odtud plyne, že 
Vt y% 

\f(xz) - /(a,,)!* £ \yz - yi\*-i. f\F'\> dy = \g(xz) - g(x1)\^ . f\F'\> dy . 
Vx ž/i 

Položíme-li tedy u(x) = / \F'\* dy, je u neklesající v (a9 by, a pro a <L xx < 
A • 

< x2 <1 b platí: 
M(xl9 x2) <I u(x2) — u(xj) . 
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b 
Podle věty 1,8 z toho plyne, že var (/, g) <£ u(b) — u(a). K tomu, abychom 

a 

dokázali, že též 

H(f,g)^u(b)-u(a) = f\F'\*dy, 
a A 

stačí podle věty 1,7 dokázat, že / je spojitá v (a, by. Budiž x c (a, b), x < xr < b» 
Potom 

lim \f(xf) - f(x)\ = lim \F(g(xf)) - F(g(x))\ = 
&'—*•% + x'—«c + 

g(x') g(x+) 

= lim | / F' djř| = | / í " dy| ; 

g(x+) 

]e-lig(x + ) = flr(ař), je ovšem / Ff áy = 0; je-li r/(# + ) > g(x), je F konstantní 
17(« + ) 

v intervalu (#(#), gr(# + ) ) a tedy opět / Ff áy = 0. Je tedy / spojitá zprava 
g(x) 

v každém bodě xe(a,b). Podobně se dokáže spojitost zleva v každém bodě 
x € (a, by. 

b 

2. Nechť existuje (p) — H(f, g) = H. Dokážeme, že Lebesgueův integrál 
a 

JS 

J \F'Y dy konverguje a že platí: 
A 

f\F'\»dy^H. 
A 

Kdyby tomu tak nebylo, existovala by čísla 0 < y0 < yx < ... < yn tak, že 
n 

2v*-i/*(Mk) — H= s>0, 
& = 1 

kde Mk = E[ye (A,B), yk_t < \Ff(y)\* <1 yk] a ju(Mk) znamená Lebesgueovu 
v . 

míru množiny Mk. Ukážeme, že to vede ke sporu. 
Budiž A^a<fi^LBa, nechť v intervalu (oc, /?) neleží žádný bod z g(P). 

Je-li oc <y1<y2< fi, je vztah g(x) < yx ekvivalentní se vztahem g(x) <yZi 

odkud plyne, že N(yt) = N(y%), tedy i F(yx) = F(yz). Funkce F je tedy kon
stantní v (oc, /?) a ze spojitosti F plyne, že je konstantní i v {oc, /?>. Derivace 
funkce F v bodě oc zprava je rovna 0; podobně v bodě /?. 

Vzhledem k tomu, že g je monotónní, existuje ke každému y e R — g(P) 
interval tvaru (a, y) nebo (y, /?) nemající s g(P) společné body. Alespoň jedna 
jednostranná derivace funkce JP V bodě y je pak rovna 0. Je-li tedy F'(y) =j= 0 
(speciálně: je-li y v některém Mk), je především yeg(P), a existují body 
vk e g(P), wk € g(P) (k = 1, 2, 3, ...) tak, že vk < y < wk, vk ~+y,wk-> y. 
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Budiž yeMn. Zvolíme-li wk tak, jak bylo pravé uvedeno, a uvážíme-li, že 
]F'(y)\p > yn-i> vidíme, že pro všechna dostatečně velká h platí vztah: 

\F(iv,)~~F(y) 
> Уn-l • 

wk — y 
Odtud ihned plyne, že systém všech intervalů (&, /3>, pro něž oc e g(P), 

/?€.(P)a 
•F(0)-F(*)\ 

ß-<x 
> Уn-1 , 

pokrývá množinu Mn ve smyslu Vitaliově (viz V. Jarník, Integrální počet 
I I , str. 172). 

Položme e* = — . K tomuto e* existuje podle Vitaliovy věty posloupnost 
^_/n 

intervalů Jn = <ť%£, /?£> (i = 1, 2, ..., sn) tak, že platí: 

(a) ,i(Mn) < fx(Mn n U ^ ) + f*, 
i = l 

(b) J» n Ji = 0 pro i + _ , 

(e) «?* _(_>), j8.._7(P), 

... J?*(0«)-_*(««) * 
(d) — 9 _ — _ _ - 1 - > í/*-i • 

Označme Sn = U «7j, -#„_! = (_á, _5) — #„. Množina J?n_x se skládá z konec-
i = l 

něho poctu disjunktních otevřených intervalů, které označíme třeba Kg-1 

(k = 1, 2, ..., r^-J. S každým intervalem KJ-1 a s množinou K*-1 n -3ř»__i 
provedeme totéž jako dříve s intervalem (4, B) a s množinou Mn. Úhrnem 
tím získáme konečnou posloupnost intervalů Jg-1 (i = 1, 2, ..., 5n_x). 

Indukcí bychom tak sestrojili: 
(I) disjunktní množiny $„___ = U JV5' (j = 0, 1, ..., n — 1) a množiny i ř n ^ = 

. - 1 
= (_á, J5) — U $n~. 0* = 1, 2, . . , n)9 při čemž 

i=0 
/*(.«„__, o _¥„_,) < /.(/8nW o Jfefn̂ ) + s* ; 

platí dále: 
(II) J^r* n J^-3' = 0 pro i + k; 

(III) J»-*=_= <*?->, #-*>, *?->€0(P), ft-'eg(P); 

(IV) 
_ . ( # - * ) _ _. ( « Г í ) 

> ÿ я - J - l • fín-i __ a « - i 
» i t 

Podle (I) jest 
-#«-* = (Jf»-i n -Rn-i) u _¥„.., n [(.4, _B) - Bn^ = 

7 — 1 

= (Jftt_, n -«*-;) u U (-M»-/ n iSfn_ť) , 
i=0 
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tedy 

џ(MяЧ) = 2 M-tfn-J <~> iSГ^) + MJ-fnl* П i-n-i) < 
ť-*0 

? 

<2[*(Mn„jn$n-i) + e* 
i-=0 

Dále: 

^(Jřn-í) . Уn-̂ -l ś. Уn-J-l 2 Pffln-i n Sй-ť) + S*ÿn-i-l < 
i*-l 

í 
< Jџ(MnЧ П Ã„_ť) . yn-i-l + ^Уn-i-l 

a odtud 
n n—i __̂  

Jfl(Mh) . yh^ = jMM-n-i) • Ž/n-.-l < 2 2 Ž/n-í-l •/4-M"n-j O # n -.) + ^ = 
n—-1 w—1 

= 2 Vn-i-iM U [Jfn-j n iSň-J) + e = 
_=_0 j<—i 

n—1 n—1 
= 2 Vn-i-lÁ&n-i n U -Wn-í) + « _^ 

4 = 0 $*=•£ 
n—1 n—1 «•»-< 

š_. 2 Vn-i-l M^n-i) + e = 2 í/n-i-l 2 M^S"') + e ' 
i = 0 t = 0 Jc**l 

Celkem tedy 
n n—1 _A_„ 

(*) 2 /*(•--".) y*-i < 2 y»-*-i 2 MJ.-') + «• 
„ - 1 ť-0 * = 1 

Budiž D = {A — za < a_ < ... < a, = B} ono dělení intervalu (_A, JS}, 
jehož dělicí body jsou všechna Čísla «£-'", 8̂?-* (j = 0, ..., n — 1; i = 1, . . . , 
s„_j). Vyšetřujme součet 

_=_ I- .----1I ' ' 1 

Intervaly <.2jt_i, z2i.) jsou právě všechny intervaly Jj-3'; r je liché. Je-li <Z_A~I» 

**> •= -Ir5", Je podle (IV) 
\F(z2k) - J,(zt._1)l> 

^ 2 2*- i r 

Secteme-li v (***) napřed při pevném / pro i = 1, 2,..., snmmj a pak výsledky 
pro všechna /, dostaneme podle (*): 

ii»_ z J ? W _ L ! _ ^ _ > | „ <»„ „ „ - . _ _ . 

Zvolme body a = x0 < xt < ... < xr = b tak, že z„ — g(xk) (to lze podle 
(in)). Potom 

' „ , J , |.F(z„) — F(zk,)\t> 

Á »•__ lz* - z * - i l * x 

což je spor. Tím je věta 2,1 úplně dokázána. 
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Dokážeme nyní ještě dvě postačující podmínky absolutní spojitosti funkce F: 
b 

Věta 2,2. Budiž g spojitá (a neklesající) v (a, b); nechí existuje H(f, g). Potom 
a 

je funkce F absolutně spojitá. 

Důkaz. Nechť 
-4 <, i/x < y* < • •• < yín-i < y*n < B 

a nechť 
(tt iT.'.-. X-^ *C^ X<f> J!*»< • . . ,,̂ _íi Xnfi—I <^- X^n :—~~, 

jsou libovolné body, pro něž yk — g{xk). Potom je 

l-̂ Sto.) - -%a*-,)l = \f(xu) - Hx^Jl £ 
l £-1 

< \h{x2k) - h{x9k^t)\i . \g(x2k) - g(xu^)\ * 

a podle Holderovy nerovnosti 
n 

2 \F{yn) - Fiyu-iH £ 
*«*1 

n 1 n p-i 

£ [ 2 !%»•) - !^-i)ir • [ 2 lei**) - ?(*-*-i)l]• ^ 

áw.[í(fe-&-,)r, 
a k ** 1 

odkud plyne absolutní spojitost funkce JP. 

Věta 2,3. Je-K g rostoucí funkce, pro niz g'(x) 2> c > 0 8&oro vímže v <a, 6>, 
a spMuje4i f XApschitzovu podmínku, splňuje také F Lipschitzovu podmínku. 

Důkaz. Budiž A <yx <e!h<1B. Budiž x1€N{y1)> x%€N(y2). Je bud 
xt =s :r2, tedy též F(yx) -... .F(?/2), nebo xt < a?a, a máme: 

\F(yt) - F(Vi)\ - 1/(3,) - /(si)l š KK - *.| £ ± [g'{x)áx, 

kde K je vhodná konstanta. Déle užijeme známého vztahu (který platí pro ne
klesající g a x1 < xt) 

JVfc) &* £ g(xt - ) - g(xx +). 

Uvážíme-li ještě, že' 

g(xž _) _ ^ +) ^ y 2 - y 1 # 

dostáváme hledanou nerovnost « 

1-%,) - Wyi)\ & ~ \y* - yi\ • 
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P o z n á m k a 2,1. Budiž g neklesající a spojitá.*"Potom z věty 2,2 a 2,1 plyne, 
b 

že existence (p) — #(/, g) je ekvivalentní s podmínkou, že F je absolutně spojitá 
&JF'eL*(A,B). 

b 
Z věty 2,3 a 2,1 plyne, že za předpokladů věty 2,3 existuje (p) — #(/, g). 

a 

Věta 2,4. NecAČ existují spojité derivace f a g' v (a, by (v krajních bodech stačí 
derivace jednostranné) a nechť g'(x) =j= 0 všude v (a, by. Potom existuje (p) — 

b 

— H(f, g) a platí: 

a 

kde integrál vpravo je Riemannův. 
b 

D ů k a z . Existence (p) — H(f,g) plyne na př. z věty 2,3. Oznacíme-li y 
a 

inversní funkci k funkci g, je F(y) = f(y(y)) pro y e (A, By a podle věty 2,1 
-B B b 

H =f\F'(y)\' áy = f\f'(y(y))\» .\y'(y)\»dy = t\f(x)\' . — ^ 
A A a 

(substituce y(y) = x,t.j.y = g(x)). 

Резюме 

ОБ ИНТЕГРАЛЕ ХЕЛЛИНГЕРА 

ИЛЬЯ ЧЕРНЫ (Ща бету), Прага. 

(Поступило в редакцию 6/ХП 1955 г.) 

Предположим, что р > 1 и что / и д —- две функции, определенные 
в <ау Ъу, такие, что справедлива импликация: д(хг) = д(х2) => /(хх) == /(#2)-
Тогда каждому ^ = {а =* х0 < хг < ... < хп = Ъ} можно поставить в со
ответствие сумму 

жт и а а- т - V 1/(̂ ) - /(**-х)1* Н(Р) = ад, „, Б) - Д | ? ы ^ ? ( ^ р > 

причем каждое слагаемое в #(1)), знаменатель (следовательно, и читатель) 
которого равен нулю, следует заменить нулем. Далее положим уф) = 
== т а х (хк — Хь-г)- Если существует конечный предел Ит #(1)), то обо-

& = 1,...,п К-О)^о 

значим его через 

№*)\*-г 
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ъ 
или (р) — Н(1, д) и назовем интегралом Хеллингера. Обозначим еще 

а 
Ъ 

(р) — таг(/, д) = вир Н(0). 
а (В) 

Ъ 

В настоящей статье изучаются некоторые простые свойства Н(1, д) 
а 

и некоторые условия, которым должны удовлетворять функции /, д и ко-
Ъ 

торые необходимы для того, чтобы Н(1, д) существовал; затем исследуется 
ь 

связь между Н(] 
а 

тегралу Лебега. 

ъ ь ь ъ 
связь между #(/, д) и таг(/, д) и метод приведения Я(/, д) и уаг(/, #) к ин 

Zusammenfassung 

DAS HELLINGERSCHE INTEGRAL 

ILJA ÖERNY, Praha. 

(Eingelangt 6. XI I . 1955.) 

Setzen wir voraus, dass p > 1 ist und dass / und g zwei in (a, b} definierte 
Punktionen sind, für welche gilt: g(xt) = g(x%) => f(xx) •= f(x2). Dann können 
wir zu jeder Teilung D = {a = x0 < xx < ... < xn = b} die Summe H(D) = 

* \ftx \ j(x _ \\p 
= HP(f, g;D) = 2 . / f / \\ ~i konstruiren; dabei soll jeder Summand in 

A:=I \g\xk) — g^%_1)|
p 

H(D), dessen Nenner (und folglich auch Zähler) Null ist, durch Null ersetzt 
werden. Setzen wir weiter v(D)= max (xk — xk^t). Wenn eine endliche Grenze 

b 

/

\df(x)\* b 

' / \ , ' r7 °der (p) —- i?(/5 g) und 
a 

nennen sie das Hellingersche IntegraL Wir führen noch die Bezeichnung 
b 

(p) — var (/, g) = sup H(D) ein. 
a (B) 

b 

Ich untersuche in diesem Artikel einige einfache Eigenschaften des H(f, g), 
a 

b 

einige Bedingungen für die Funktionen / und g, notwendige dazu, dass H(f, g) 
a 

b 

existiere; weiter untersuche ich den Zusammenhang zwischen H(f, g) nnd 
1 a 

b b b 

var (/, g) und die Zurückführung von H und var auf das Lebesguesche IntegraL 43 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T14:36:11+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




