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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

REFERÁTY 

O SPOJITÉ ZÁVISLOSTI NA PARAMETRU A JISTÝCH ZOBECNĚNÍCH 
V THEORII OBYČEJNÝCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 

(Vlastní referát o přednášce proslovené n a schůzi matematické obce pražské 
dne 3, prosince 1956.) 

Dobře známou větu o spojité závislosti řešení obyčejné diferenciální rovnice na para
metru zobecnili M. A. KBASNOSBLSKIJ a S. G. K B E J N tímto způsobem: 

Nechť funkce fk{xy ť) jsou definované a spojité pro x e G otevř. c En, 0 ^ t <^T, fk(x, ť) c 
c En, k = 0, 1, 2 , . . . a necht existuje jediné řešení x0(t) rovnice 

čLx 
- j i = /„(*, *) . W 
ač 

splňující počáteční podmínku x0(0) = x0 a necht toto řešení je definované pro 0 ^ t ^ T. 
Dále necht xk(ť) je řešení rovnice 

— = fk{x9 t) , x(Q) = x0 , k = 1, .2, 3 , . . . (2) 
ač 

a necht toto řešení je definované n a intervalu <0, T>. 
Veta 1. NecM jsou splněny tyto podmínky: 

t t 
a) í fk(x, r) &r -> ff0(x, r) ár pro h-> oo, x € Gt t c <0, 5P>, 

o o 
P) funkce fk(x, ť) pro k = 0, 1, 2, . . . , t e <0, Ty tvoH soustavu stejné spojitých funkcí pro

měnné x, 
y) funkce fk{x, t) jsou stejnoměrně ohraničené. 
Potom xk(t) -> x0(t) pro k ~> oo stejnoměrné.1) 

Protože platí y), konvergence v podmínce a) je stejnoměrná. Věta 1 zůstane v platnosti, 
vypustíme-li předpoklad y) a požadujeme-li, aby konvergence v podmínce a) byla stejno
měrná vzhledem k (x, t). Tento výsledek uveřejní přednášející společně se Z. VOBILEM. 

x) Viz M. A. EpacHocejibCKUů u C. F. Kpeůn, O npímijHiie ycpeftHeHHH B HeJiHHeftHOit 
MexaHHKe, Ycnexn MaTeMaTHHecKHx HayK, 10; 3 (1955), 147—152. Větu 1 cituji snepod
statnými změnami. Autoři nezavádějí předpoklad, že funkce fk (ÍC, ť) jsou spojité v (x, ť) 
a neprecisují, v jakém smyslu rovnice (1), (2) mají řešení. Jest na př. možné čísti citova
nou práci s předpokladem, že při pevném k jsou splněny Carathéodoryho předpoklady pro 
existenci řešení rovnic (1), (2). J a k autoři uvádějí v poznámce, není t řeba předpoklá
dat, že funkce xk(t), k = 1, 2, 3, . . . jsou definovány na intervalu <0, T>, stačí pouze 
předpoklad o x0(t). O souvislosti vě ty 1 s přiblížením v průměru (npiiHipiii ycpeflHeHHtf) 
lze se poučit v práci Krasnoselského a Křejna, kde je též uvedena starší l i teratura. 
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Všimněme si speciálně rovnic 
dx 
— = xk1'* cos ht + h1^ sin H = Ux, t) , x(0) ==0 (x e Et, k = 1, 2,...) , 
dř 

d s (3) 
_ = 0 = /<,(*, t) , a?(0) = 0 . 
át 

Podle věty Krasnoselského a Krejna xk(t) -> 0 skoro stejnoměrně pro oc = fi = l,k-*• co. 
Z uvedeného výsledku přednášejícího a Z. Vorla plyne, že -^(ť) -> 0 skoro stejnoměrně 
pro cx= 1, 0 < jt? ^ 1. Přímým výpočtem snadno zjistíme, že xlc(ť) -=> 0 skoro stej
noměrně, jestliže 0 < a ^ 1, 0 < j 5 ^ 1 , <x -f /? > 1. (Je-li však oc -f /? = 1, pak 
&k(ť) -> — Jí skoro stejnoměrně.) Naším cílem je objasnit příčiny podobných konver
gentních zjevů. 

Nejdříve zavedeme zobecněný Perronův integrál. Necht T* < T*. Množina S C Ez 

patří do systému S, jestliže ke každému T e <TMC, T*> lze udat takové Ó(T) > 0, že [T, ť\ e S 
pro í e <T!ÍÍ, T*> o (T — Ó(T), T + <5(T)). Konečnou posloupnost A = (<x0, T P a-., T2, a 2 , . . . 
„.., Tř, cxz) nazýváme rozdělením intervalu <Tsle, T*>, jestliže T* = Č%0 < oc1 < oc2 < ... 
L.. < íxř = T*, a0 <I TX ^ <%-_ <£ T2 <̂  <x2 <J . . . <J Tř <̂  <xř. Říkáme, že rozdělení AL inter
valu <T^, T*> je podřízeno množině S e S a píšeme -A e A(S), jestliže (T3-, t) e S pro a ^ = 
:Ú*É *i> i = *> 2> • ••>*• V ž d y J® *(#) 4= 0. 

Nechť funkce 17(T, t) je definována na některé množině S1 e S. Je-li A e A^SV), pak 
i 

klademe B(A) = £ [U(Tp oc5) — U^, oc^i)]. Funkci U nazýváme integrovatelnou, lze-li 

ke každému e > 0 udat takové S e S, S c £-., že |J5(̂ L)X - B(A.2) | ^ s, jakmile Ax, A% e A(S). 
snadno lze ukázat, že v tomto případě existuje jediné číslo, které nazýváme integrálem 

x* 
z DU od T* do T* a označujeme /DL7 a které m á tuto vlastnost: ke každému e existuje 

T* % x* 

takové S e S, S c Sx že \ JDU - B(A)\ < s, jakmile A € A(S). Pro /BL7 platí základní 
T* **.,,• 

věty theorie integrálu a je-li speciálně 17(T, t) = /(T) #(Í), ' kde funkce <0) má konečnou 
T * . _ . • • ; • , . , . ' = . . • • • . . . ; • • . í:i>. t * 

variaci (~~ co < /(T) < co), potom /Z) 17 existuje právě tehdy, existuje-li J f(r) d<p(T) 
r* r+ 

v Perronově smyslu; oba integrály jsou si potom rovny. Jestliže funkce U ( T , t) == 
= (Ux (T, ť), ... Un(T, ť)) m á hodnoty v En, pak klademe 

fDU=(?DU19...,}DUn). 

Necht množina Bn+2 C En+2 má tuto vlastnost: Jestliže x <=En, (x, T, T) e JKn + 2, pak 
existuje <5 > 0 takové, že (#, T, t) e i ? n + 2 , jakmile |T — t\ < ó. Necht funkce F (x, T, t) 
je definovaná pro (x, T, t) e J ? n + 2 , F (a;, T, Č) e E7W. í líkáme, že funkce X(T) definovaná pro 
T i ^ T á T2 J e řešením zobecněné diferenciální rovnice 

dx 
— ^DF(x,T,t), (4) 
dT 

je-li (X(T), T, T) e -Rn + 2 pro TX g T <í T 2 a platí-li 

#(T 4 ) = X(TZ) + JDU , U(r, tj = F(X(T), T, t) (5) 

pro všechna T3, T 4 e <TX, T 2 > 2 ) . 

2) Přirozeně klademe J DU = 0, f DU = — J DU. 
T S T 4 , T » 
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dF ••-•:• .;.;. • • •••-., .Í 
Jestliže funkce F(x, r, t) má parciální derivaci — = / (x, ť), která spojitě závisí 

dt 
na (x, t) a vůbec nezávisí na T, potom každé řešení X(T) zobecněné rovnice (4) je sou&snll 

{• dx 
řešením rovnice -— = / (x, ť) v obyčejném smyslu a naopak. 

d T - ,> • 

Budte otp f$v <y, Kx, K2 kladná čísla. Nechť symbol F znamená množinu íunkfí 
\F (X, i),, které jsou definované pro x e G otevř. c J8nr £ € <0, T}, F (%, ť) c JS^ 
'a splňují podmínky Sp (x9'ťt) - > (x, *,))[ ^ ŽT2 |ía - Í-J& pro x € <?• tv i%,\ <0,'T'% 
'\h -\\%o, HPfe *,)'"+ F (x2, tx) ~~F.(xvt2) + F (x19 *.)|| g ' | | % - »X|I i? , I*, - Í-J-* 
"pro a ,̂ d?2 fe G, tl9 t2 c <0,. T),. \\x% — &i]| 5Í 2K2cr&, |č2 — %| ^ cr. Předpokládejme,, fe 
F(a?,iř) €?, otj."+ pt > 1. Funkci X(T) nazýváme regulárním řešením zobecněné rovúxm 
(4) na intervalu <T 1 ? T2>, platí-li (5) pro všechna T3, T 4 € < T X , T2> a existuje-li funkct# 

>2W > 0, T€<T X , T2> taková, že \\X(TJ — X(TZ)\\ <S 21^ |T 4 - - Ta|& pro rt, T+M 

< T 0 • — <T2(T0), T0 + <72(T2)> O <TX , T 2 > , T 0 € < T j , T 2 > . 

Za těchto předpokladů platí: 
L Je-li #0 € G, T0 € <0., T>, potom v rújahém oholi Óisla T0 existuje regulární řešfní z(r%} 

rovnice (4), ÍC(T0) = x0. 

2. Jestliže Fh(x, ť) c F, h = 0, 1, 2, . . . , Fk -> JF0 stejnoměrně pro h '—>- oo a pxi»Pu$e*M 
áx 

jediné regulární Mění XQ(T) rovnice — - = DF0(x, t), x(0) --* a?0, na intervalu '<$»'f^X 
dT 

i ! " -da?, • 
potom pro všechna dosti veliká h existují řešení xk(T) rovnice - — = DFfe (a?, č), x(0) «« » ^ 

která /sou regulární na intervalu (0,T>.tTato řešení nemusejí být wrÓena jednoznačně^ 
ale v haždém případe* xk(T) ~> X0(T) stejnoměrné pro h -> oo. 

Chceme-li těchto výsledků použít pro rovnici (3), položíme ax »- <%, ft •* min (ott jj> 
a dostáváme: xk(t) —> 0 skoro stejnoměrně, jestliže 0 < otj <J 1, 0 < px <a 1, a x + px > 1» 
to znamená, jestliže 0 < a <í 1, 0 < ]3 í 1, oc + /? > 1, a > J. Přirozeně každé řešerf 
rovnice (3) má spojitou derivaci a je tedy regulární. Chování rovnice (3) není ovšem pk*|§ 
objasněno^ nebot dostáváme dodatečnou podmínku <x > J. 
[• Poznamenejme na konec, že dosažené výsledky lze interpretovat pomocí'theorie d i s t ó * 

dF 
bučí. Nocht F (#, ř) € F, OÍX + fii > 1 a položme — «- f(x, t), kde derivaci bereme v& 

^ oř 
smyslu thgorie distribucí. f(x, t) je speciální distribuce při pevném x. Je-li funkoe y(v> 
definovaná pro T C <T 1 ? T2> C <0, Ty, y(T) *G & platíAi 

||ž/(*«) - ŽlMI á ^1*4 - 1*\r.> K>0, y>l~- OC, T4t % € <TX, Tt> , (6> 

(. ' • í . 

potom existuje integrál jDF(y(T), t) = a(|), T0, f é <Tl, T2> a závisí spojitě na £. Mušeim# 

definovat dosazení funkce ^(T) za parametr x do / (o?, t) vztahem 

Funkce ;Z/(T) je řešením rovnice 

Лt*(т). * ) » - - £ • I7(f). 

r - W t ) , ' (7> 
QT 

je-li splněno (6) a jsou-li distribuce na obou stranách rovnice (7) rovné. y(t) jo řešenítt& 
rovnice (7) právě tehdy, je-li regulárním řešením rovnice (4). 

Jaroslav Kurzwdl, Praha. 
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