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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 82 (1957), Praha

ZAKLADNI VETY CENTRALNT AXONOMETRIE

VACLAV HAVEL, Praha.
(Doglo dne 12. b¥ezna 1956.) ° DT:515.60

V &lanku je zobecnéna zékladni véta centrédlni axonometrie,
pochézejici od E: Krurpy a N. F. CETVERUCHINA, d4le je uvedena
zékladni v&ta Stiefelova a koneén& je odvozena véta 6, kterd
umo¥tiuje pohodlnou volbu pramé&tu soufadnicové konfigurace.
V z&véru je poddn piehled o pracich, tykajicich se zdkladnich v&t’
centrélni axonometrie. )

Budeme vySetfovat (redlny resp. komplexni) rozsiteny eukleldovsky prostor
Nejprve uvedeme nékolik definic.

Definice 1. Posloupnost bodt 0’, 4’, B’, C’, A,, B, C, nazveme soufadnico-
vou konfiguraci, jestlize plati tyto podminky: O’, 4’, B’, C’, jsou navzajem
rizné vlastni body; tsecky 0’4’, O'B’, O'C" jsou navzaijem kolmé a stejné
dlouhé; 4,, B;, resp. C,, je nevlastni bod p¥imky 0’A4’, O'B’, resp. 0'C".

Definice 2. Posloupnost bodi O, 4, B, C, 4,, B,,C,, leZicich v téZe vlastni
roviné nazveme d-konfiguraci, kdyz kazdé trojice O, 4; 4,; O, B, B,; 0, C, C,
obsahuje rizné kolinedrni body a kdyz pfimky O4,0B, OC soutasné nesplyvaji.
Nejsou-li (resp. jsou-li) body 4,, B,, C, kolinedrni, pak d-konfiguraci nazveme

d,-konfiguraci (resp. d,-konfiguraci).

Dodatek k definici 2. Nejsou-li ani body A4,, B,, C,, ani body A, B, C
kolinearni, pak oznaéme p osu perspektivity obou ,,trojuhelnikda‘l) 4BC,
A,B,C,. (Tato osa perspektivity existuje podle véty Desarguesovy, uZité
na oba ,,trojuhelniky ABC, A,B,C,, perspektivni podle sttedu 0). Jsou-li
body 4, B, C dané d,-konfigurace kolinearni, pak oznaéme p piimku, na niz
tyto body lezi. Necht dile P je harmonicky pél pfimky p vzhledem k ,,troj-
thelniku*“ 4, B,C,. Pak oznaéme k imaginarni kuZeloset¢ku (elipsu nebo kruz-
nici), kterd je jednoznadné uréena polérnim ,trojihelnikem* 4,B,C, a
pélem P s polarou p. Neni-li & kru¥nici, pak oznaéme a, b délky poloos elipsy
k, ktera realné zastupuje k.

1) ,,Tro;uhelmkem“ rozumime trojici nekolinedrnich bodu (z n1chz ngktery muZe byt
nevlastni).
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Definice 3. Existuje-li bod S a soufadnicovd konfigurace (0’, 4," B', (',
4,, B,, C,), promitajici se z centra § do dané d-konfigurace (0, 4, B, C, 4,,
B,, C,), — a to tak, e bod O je priim&tem bodu 0’, bod 4 primétem bodu A’
atd., pak tuto danou d-konfiguraci prohldsime za konfiguraci typu 7' (vzhle-
dem k S).

Véta 1. a) Ka#dd d-konfigurace typu T vzhledem k vlastnimu bodu S je d,-kon-
figuract. b) Ka#dd d-konfigurace typu T vzhledem k neviastnimu bodu S je dy-
konfiguract. ¢) Md-li d,-konfigurace typ T vzhledem k bodu S, pak bod S je ne-
vlastni.

Dikaz. a) Pruméty nevlastnich bodt soutadnicové konfigurace z vlastniho
stfedu S do vlastni roviny = jsou body nelezici na téZe p¥imce.

b) Pruméty nevlastnich bodi soufadnicové konfigurace z nevlastniho stfedu
S do roviny z jsou nevlastni body; tyto priméty jsou tedy kolinerni.

¢) Dikaz plyne bezprostfedné z tvrzeni a).

Véta 2 (prvni zdkladni v&ta). Dand d,-konfigurace je typu T prdvé tehdy, kdys
kueloselka k je imagindrni krunici.

Dtkaz. 1. Necht (0', 4, B, C’, 4, B,, C;) je soutadnicovéd konfigurace,
ktera se ze stfedu S promitd do roviny = do dané d,-konfigurace (O, 4, B, C,
A,, B,, C,). Ptitom plati vztahy S4, | 8B,C,, 8B, | 84,C,,S8C, | SA,B,.
Dokézeme, e plati téz SP | Sp. (Bod P a piimka p jsou definoviny v do-
datku k definici 2.) Prolozme p¥imkou O’C’ rovinu y | A’B’. Pak nevlastni
ptimka roviny y promité se do p¥imky C,P. (Bodem O’ vedme p¥imku ¢, || A’B’
a primku ¢, ptlici dselku 4A’B’. P¥Hmky ¢y, ¢,, ¢ = O'A’, ¢, = O’B’ tvo¥i har-
monickou &tvefinu; nevlastni body p¥imek ¢,, ¢y, ¢5, ¢, promitaji se tedy téz
do harmonické étvetiny bodd A4,B, o p, 4,B, n C,P, 4, B,. Tedy primka
C,P je praimétem nevlastni pfimky roviny y.)

Obdobné uréime roviny «, p, jejichZ nevlastni p¥imky promitaji se do ptimek
A,P, B,P. Tedy bod P je prumétem nevlastniho bodu p¥imky m ‘=« n 8 o 4.
Ponévadz ale piimka p je primétem nevlastni p¥imky roviny A'B'C’,
plyne z relace m | A’B'C’ t6% relace SP ] Sp.

Kuzelosetka k je zdkladni kuZeloseCkou polarity P v roviné =; polarita Y
promité se z bodu S prostorovou polaritou Y’. V polarité P’ odpovidaji pfim-
kam SA4,, 8B,, SC,, resp. 8P roviny SB,C,, SA,C,, 84,B,, resp. Sp. Pon&-
vadZ plati S4,, | 8B,C,, SB, | S4,C,, SC, 1 SA4,B,, SP | Sp, je polarita
9’ pravoihla, a tedy kuzelosetka k je imaginarni kruznicf.

2. Necht pro danou d,-konfiguraci (0, 4, B, C, A4,, B,, C,), leiici v roviné
7, je kuzeloseka k imagindrni kruZnici. Zvolme jeden z Laguerrovych bodua
kruZnice k, oznadme jej S a prohla§me jej za st¥ed promitdni do pramétny .
Rovinné polarita P o zdkladni kuZeloseéce k promité se z bodu S pravoihlou
prostorovou polaritou P’. Bodu P odpovidd v polarité P pfimka p, takie

176



primce SP odpovidéd v polarité¢ P’ rovina Sp | SP. Na piimce SO zvolme
libovolny bod O’ tak, aby byl vlastni a aby nesplyval s bodem. S. Bodem
0’ vedme piimky a || S4,, b || 8b,, ¢ || SC,; ziejmé piimky a, b, ¢ jsou navzijem
kolmé. Sestrojme body A’ =S4 n e, B =8B nb, 0" = 8C n ¢. Body 4,
B’, ¢’ jsou vlastni. (Je-li ku p¥. bod 4’ nevlastni, pak S4| 84,,a tedyA 4,,
co# odporuje definici d- konﬁgurace ) -

(*) Pfimka p je pramétem nevlastm pfimky roviny 4'B’C’; de P je prit-
métem nevlastniho bodu ptimky m, jdouci bodem O’ kolmo k roving A'B’'(C".%)

(**) P¥imka C,P je pramétem nevlastni pHimky roviny y, jdouci p¥imkou
0'C’ a pilici Gseéku A’B’. (Body 4,B, n p, A,B, n C,P, A,, B, tvofi harmo-
nickou &tvefinu; jsou to priméty promitacich ptimek ¢,, ¢y, €5, ¢4 Prolozme
bodem O’ piimky ¢, |[¢; (2 =1, 2, 3,4). Pak plati tyto vztahy: ¢, | 4'B’,
¢, pili tse¢ku A'B’, ¢; = 0’4, ¢, = O'B’. Ponévadz C,, je prumétem nevlastm-
ho bodu piimky 0'C’, je tim tvrzeni dokézano.)

Obdobng bychom zavedli roviny «, resp. f§ a doka.zah ze pi"imka AP je
primétem nevlastni pfimky roviny « a Ze pnmka_B P je prumétem nevlastni
primky roviny f. Z tvrzeni (), (**) plyne relace m = « n f n y, a tedy troj-
thelnik 4’B’C’ je rovnostranny. Tedy usecky 0’4’;, O'B’, 0'C’ jsou kolmé
a maji touz délku, coz bylo dokézat. o

Pozndmka. V druhé &asti pfedchoziho dikazu bylo mozno bod O’ volit
kdekoliv na pf¥imee SO s vyjimkou bodu 8. a bodu nevlastniho. Kazdé takové
volbé bodu O’ odpovidaly body 4’, B’, C’; dopln&nim nevlastnich bodt 4,, B,,
resp. C, pfimek 0’A’, O'B’, resp. O'C” ziskdme soufadnicovou konfiguraci
(0, A", B, C", A,, B,, C;). Oznaéme I mnozinu viech tdchto souradnicovych
konfiguraci. Zfejm& kazdé dvé konfigurace z I jsou homothetické podle stiedu
8. Ke kazdému kladnému é&islu ¢ ex1stu]1 v M dvé konﬁgurace, pro néz tsedka
0’'A’ m4 délku c. : , _ .

Véta 3. Necht & je souFadnicovd konfigurace a necht je ddle ddna d-konfigu-
race 9 ledict v roviné o. Pak lze sestrojit rovinu =, d-konfiguraci 9, v roviné n,
bod S non € 7 a linedrnt tmnsformaci A mezz' rovinams 7, o-tak, Ze 9, je pramétem -
konfigurace & ze stfedu 8 a Ze I(4,) = : ; ‘

Véta 4 (druha zikladni véta). Ke kaZdé d- konﬁgumm ? v roviné ¢ lze sestroyzt
rovinu 7, d-konfiguraci 9, typu T v roviné n a linedrni transformaci I mezi ro-
vinami w, o tak, Ze l(9,) = 9.

Dokazeme, ze véty 3, 4 jsou ekvivalentni: Zfejmé& z véty 3 plyne véta 4
Necht nyni plati véta 4. Pon&vadz 9, je typu 7', existuje pro ni mnozina M
urdend podle poznamky za vétou 2. V I vybereme tu konfiguraci y*, kters je
shodn4 s konfiguraci & z véty 3. Existuje pravé jedna linedrni transformace L
prostoru, pro niz plati L(&*) = &. Konfigurace L(#,) je praimétem konfigurace

2) Dtkaz je snadny.
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& a dale plati IL-(L(F,)) = 9. V&ta 3 je tim dokizéna (symboly [, &,, = ve
vété 3 nahradime oviem symboly IL-1, L(#,), L(n)).

Nyni dokazeme vétu 4. Oznaéme (0, 4, B, C, 4,, B,, C,) danou konfiguraci
¥ C o a bez omezeni obecnosti pfedpokliddejme, Ze ptimky OA, OB nesplyvaji.
Zvolme libovolnou vlastni rovinu #* a vyberme v ni kterykoliv pravothly
rovnoramenny trojihelnik O°A°B" (s rameny O°A’, 0°B’). Oznaéme A,B,
nevlastni body piimek O°A°, resp. O'B". Existuje pravé jedna linedrni
transformace ¢ mezi rovinami z*, o, pro niz #(4") = A4, #(B")'= B, t(4,) = 4,,
t(B,) = B,; zfejmsé jest téz t(0") = O. Oznadme jedté C* = t-1(C), C, = t7(C,).
V transformaci ¢ odpovidé tedy konfiguraci 4_. = (0°, 4°, B", C*, A,, B,, Cy)
dand konfigurace ¥.

Ukéazeme, Ze 9,. je typu T'. Stanovme vlastni bod C° % O° tak, aby C'0O" | =
a aby usetky 0°C", 0°A" mély touz délku; bod C* je uréen dvojznaéné. Dile
oznadme O nevlastni bod p¥mky O°C". Soufadnicové konfigurace & =
= (0°,4°,B",C", 4,, B,, C,) promité se z bodu § = C'C* n C,C, do konfi-
gurace 9,.. Véta je dokazana (symboly 7, = nahradime ovem symboly #, *).

Véta 5. Ke kazdé d,-konfiguraci 9 v roviné p lze sestrojit rovinu =, d,-konfigu-
raci 9, typu T v roviné =m a afinitu I3) mezi rovinams =, o tak, Ze (9,) = 9.

Dukaz. NavdZeme na dikaz véty 4. Je-li ve v&t& 4 konfigurace ¢ d,-kon-
figuraci, pak bod S (uréeny v dikazu vty 4) je podle véty 1 vlastnim bodem.
Je-li n, nevlastni pfimka roviny p, pak polozme n* = t-*(n,). Zvolme libo-
volnou rovinu = tak, aby neprochézela bodem S a aby byla rovnobéZni
s rovinou Sn*. Promitdnim ze stfedu S je mezi rovinami n, n* zprostfedkovana
linedrni transformace %, tak, ze h;'(9,) = &, jé té% primétem konfigurace
3" ze st¥edu S (do roviny x). Déle je A~}(n*) nevlastni ptimka n, roviny =. Tedy
v transformaci th_ odpovidé konfiguraci 4, konfigurace # a pfimce n,, odpovida
pfimka n,. Polozime-li I = th,, je tim dikaz proveden.

Necht 4 je afinita (v roving x), v niZz trojihelniku o jednotkovém obsahu

- odpovidé trojihelnik o obsahu m; &islo m nazyvé se modulem afinity 4. .
Pomocna v&ta. Necht k je redlnd elipsa v roviné m, pfi EemZ a > b jsou délky

jejich poloos. Pak existuje perspektivni afinita Ay, jejimz modulem je libovolné

b

éislo z intervalu <;, %—> , perspektivnt afinita A, o libovolné ose (resp. libovolném

sméru), kolmd afinita A; a elace 4, takﬂ, Ze A7 (k) je krufnice (1 =1, 2, 3, 4).4)
Véta 6. Ke kazdé d,-konfiguraci 9, kterd le£i v roviné 7 a nent typu T, existuje

perspektivni afinita 1 v roviné x tak, Ze konfigurace 1-1(9) je typu T'; tato perspek-

3) Afinitou rozumime lineédrni transformaci mezi dvéma rovinami, kterd prevadi ne-
vlastni pfimku jedné roviny v nevlastni pfimku drubé roviny.

4) Elementdrni dikaz nebudeme uviadst.
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, . ) /b @
tivnt afinita | miZe mit za svij modul libovolné &islo z intervalu <—;, —b~> 5), ddle

miiZe byt | perspektivni afinttou o libovolné ose (resp. libovolném sméru) a koneéné
mize byt 1 162 kolmow afinitou, resp. elacs.

Dikaz plyne ihned z v&ty 2 a z pomocné véty, zavedeme-li oznadeni podle
dodatku k definici 2.

Zivéreéné poznamky. 1. Vsovétské literatufe jsou podrobng zpracoviny
obé zakladni véty centralni axonometrie, p¥i nich# d,-konfigurace neni dege-
nerované (t. j. pro p¥ipad, ze ptimky OA4, OB, OC jsou navzéjem rtizné a body
A, B, C nejsou kolinedrni). N. M. BESgIN a I. S. DZaParIpzE nahradili sou-
fadnicovou konfiguraci prostorovou polyedrickou konfiguraci a odvodili véty
analogické vétam 3, 4. Pro docileni jednoznaénosti vySetfovali unimoduldrni
afinitu, ¢. j. afinitu o modulu 1. Projektivni dukaz I. S. DZaparidze dopliiuje
analyticky dikaz Beskintiv. Poznamenejme viak, Ze v citovanych sovétskych
pracich (viz seznam literatury) se nepfihlizi k degenerovanym p¥ipadim
vySetfované d-konfigurace. Degenerované ptipady lze zahrnout do vySetfovani
uzitim methody Stiefelovy (viz dikaz v&t 4, 5). Ep. STIEFEL zabyval se téZ
zobecnénim Pohlkeovy véty pro vicerozmérny piipad a ukézal, Ze ve viceroz-
mérném piipadd ztrdci Pohlkeova véta charakter jednoznatnosti. N. F. Cer-
VERUCHIN a L. Drs zabyvali se podobnym thematem: otdzkou doplnéni ¢as-
tetné konfigurace na nedegenerovanou d,-konfiguraci typu 7.

2. (Psano p¥i korektute — 25. 3. 1957.) Autor se zabyvi zobecnénim obou
zéakladnich vét a zobecnénim véty Pohlkeovy v téchto ¢lancich: O »été Pohl-
keové, Pokroky mat., fys. a astron. 1, 1956, 694-696; N ékolik pozndmek k theoris
promitdni, Pokroky mat., fys. a astron. 1, 1956, 692-694; O zdkladnich vétdch
vicerozmérné centrdlni axomometrie, Mat. fyz. éas. SAV 6, 1957, sesit 2;0 dvo-
jici (m, n) konfiguraci, Cas. pro pést. mat. 82, 1957.
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Pesome

OCHOBHBIE NPEMJIOKEHUA EHTPAJIBHON AKCOHOMETPUU

BAITJIAB T'ABEJI (Véclav Havel), IIpara.
(Hoc'rynmno B pemaxnmio 12/I11 1956.)

B pabore mcciexyroTca mUIOCKHE Ne3aproBBI KOqurypaunn (d-nombnrypa-
OUHA) B PacIIZPEHHOM IPOCTPAHCTBE M IIPOCTPAHCTBEHHEIE KOOD JHHATHEIE KOH-
¢urypanmz (cocTaBieHHBe W3 HAJala KOODAEWHAT, M3 EIHHEYHEIX TOYEK,
JIe;KAIAX HA DePOeHAWKYIAPHEX OCAX, ¥ W3 HeCOOCTBEHHEIX TOUYeK KOOPAHHAT-
HuX oceil). B cratre ompemenena d-romdurypanmua tama 7, KaK HPOEKIAA
'HEKOTOPOU KOOPHWHATHOM KOHPHWTypammu.

B magame 0606IeHO mepBOe OCHOBHOEe IpeIOKeHHe IEeHTPAaIbHOH aKCOHO-
merpmu (upepiosxerme Hpynme-Uersepyxmua), pmaiomee EeoOXommMoe X JO-
CTaTOYHOE YCIIOBHe I TOro, 9TobH NaHHAA d-KoH(Erypanmma Onina Tmma 7.
QopMyIupOBKY He OymeM HOBTOPATh, TaK KaK OHA TPe0yeT CHEM@ANBHEIX
nomaTmi. Jlanbile TpHBENEHO BTOPOE OCHOBHOE TPEIIIOMKEHHE IIeHTPAJIbHOM
akcomomeTpmu (mpepioskendme DBeckmua-IlMmdesns), mo roropoMy BesaKas
d-KOH(HErypanusa HAXONATCA B MPOSKTHBHOM COOTBETCTBHH C HEKOTOPOH d-KOH-
¢urypanmeir tTana 7. [{oxasartensctBo mpoBeneHO meToxoM Illtmdpena. B xom-
me paGoTH JOKa3aHO CieRyIOINee MPeIIOKeHAe:

Beskas d-konguzypayus Ha naockocmu @ Haxodumces 6 nepcnekmueHo-ap@ur-
HOM coomeememguu ¢ Hexkomopol d-kongueypayued muna T na naockocmu .
Ha sr0 mepcmexTmBHO-addmHHOE COOTBETCTBEE MOKHO HANOHUTH CHEIHAIb-
HEle TPeGOBAHMA. '

Zusammenfassung

DIE FUNDAMENTALSATZE DER ZENTRALAXONOMETRIE

VACLAV HAVEL, Praha.
(Bingelangt 12. 3. 1956.)

In dieser Abhandlung werden die ebenen Desarguesschen Konfigurationen,
sowie die Koordinatenkonfigurationen in dem erginzten euklidischen Raum
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untersucht (die erwihnte Koordinatenkonfiguration besteht aus dem Null-
punkt, aus den Einheitspunkten auf den senkrechten Koordinatenachsen und
aus den uneigentlichen Punkten der Koordinatenachsen). Weiter wird die sg.
d-Konfiguration vom Typus 7' definiert, die als Projektion einer Koordinaten-
konfiguration betrachtet werden kann.

Zunidchst wird der erste Fundamentalsatz der Zentralaxonometrie (der sg.
Satz von Kruppa-Cetveruchin) verallgemeinert, der die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir gibt, dass der gegebenen d-Konfiguration der Typus
T zugehort. Die Formulation des Satzes erfordert die Einfithrung spezieller
Begriffe und darum wird hier nicht eingefiihrt. Weiter ist der zweite Funda-
mentalsatz der Zentralaxonometrie (der sg. Satz von Beskin-Stiefel) abgeleitet.
Nach diesem Satze steht jede d-Konfiguration mit einer d-Konfiguration vom
Typus 7 in der projektiven Beziehung. Zum Beweis wird die Methode von
Stiefel gebraucht. Zum Schluss wird folgender Satz bewiesen:

Jede d-Konfiguration in der Ebene o ist mit einer d-Konfiguration vom Typus
T in der Ebene g in der Beziehung der perspektiven Affinitit. Auf diese perspekti-
ve Affinitit konnen spezielle Forderungen gelegt werden.
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