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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

K JEDNÉ METODĚ UŽÍVANÉ Pít i VÝPOČTU HODNOT 
KOMPLEXNÍCH KOĚENÚ ALGEBRAICKÉ ROVNICE 

METODOU GRAEFFEOVOU 

VLADIMÍR HORÁK, Brno. 

(Došlo dne 6. října 1956.) DT:5i2.3S 

Graeffeovou metodou můžeme určit pro danou algebraickou rovnici 
absolutní hodnoty reálných a komplexních kořenů. K určení komplex­
ních kořenů z těchto absolutních hodnot užíváme různých metod, které 
jsou však tím komplikovanější, čím více komplexních kořenů daná 
rovnice obsahuje. V této práci je provedeno propracování jisté metody 
pro určení komplexních kořenů dané algebraické rovnice. Poněvadž 
uvedené výsledky se nemění, má-li rovnice také kořeny reálné, budeme 
se zabývat jenom rovnicemi, které mají vesměs komplexní kořeny. 

Předpokládejme v dalším, že algebraická rovnice s reálnými koeficienty 
2^-tého stupně 

a0x*n + a^-i + a^-* + ... + aan_jře + a2n = 0 (1) 

má samé komplexní kořeny, které jsou jednoduché a jejichž absolutní hodnoty 
můžeme určit metodou Graeffeovou. 

Věta 1. Nechť absolutní hodnoty kořenů rovnice (1) jsou 

U = V f J o ť = l , 2 , 3 , . . . , n , • (2) 
Me d a řť značí čísla komplexně sdružená; nechť tyto absolutní hodnoty splňuji 
nerovnosti 

0<r1^r2£... = > n . (3) 

Rozvineme-li (1) podle mocnin proměnné 

y = x — u , (4) 

kde pro u platí buď 

0 < u < U = \ Min (ri+1 — r{) , ri+1 # ri9 i = 1, 2, ..., n — 1 , (5) 

jestliže se všechna rt navMjem nerovnají, nebo 

0<uy (5') 
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jestliže r, jsou vesměs sobe rovna, a vypocteme-li absolutní hodnoty kořenů rjt = 
= i i — u, rji = 1, — u upravené rovnice 

a0y
2n + wfn~x + ... + «*» = o, (6) 

pak pro tyto absolutní hodnoty 

Qi= ]/VÍVÍ> i = 1, 2, . . . , n (7) 

platí 
o < gi < 62 < ... < e« (8) 

a jednotlivé komplexně sdružené kořeny rovnice (1) obdržíme jako kořeny n kvadra­
tických rovnic 

n 2 _ r a _ 7 y 2 

^ 2 + ií±___Jj ?L a; + r} = o , (9) 

Me g, a r * E50^ hodnoty stojící na témž pořadovém místě v nerovnostech (3). a (8). 

D ů k a z . Jestliže r, < r,+ 1 (i lib.), pak z trojúhelníkové nerovnosti a uži­
tím (5) plyne ihned O, < o,+ 1. Jestliže 

r ť = r ť + 1 (i l ib.), (10) 

musí být amplitudy <pt a <pi+1 příslušných kořenů různé, poněvadž násobné 
kořeny vylučujeme a pro amplitudy příslušných kořenů s kladnou imaginární 
částí platí 0 < cpi < <pi+1 < T T a tedy 

cos<p, > cosy ť + 1 . (11) 
Obecně ale je 

Q) = (ři — u) ( l i — u) = rj — 2ur5- cos ^ + u2, (12) 

čili plyne z (10) a (11) opět 0 < O, < «oť+1. Dají se tedy hodnoty r, a O?; jedno-
-« — jQ* y.2 ^ n/2 

značně přiřadit a platí f ,£, = rf a podle (12) £ ř + f, = — — , čili f, 
u 

a£ , jsou kořeny kvadratických ijrovnie (9). 
Věta 2. Nechť jsou splněny předpoklady věty 1 a nechť h je první index, pro 

nějž platí rh^1 < rh. JeAi řád čísla r, roven pif pak číslo U definované v (5) je 
nejvýše řádu ph. Poněvadž r{ mohou být vypočtena na konečný počet cifer, múze 
být řád čísla U roven az nejnižšímu z řádů poslední od nuly různé cifry čísla rj^1 

nebo rjy pro něz platí rj„1 < r§. 

D ů k a z . Kád čísla —-—--1--I je nejvýše pu ale může být roven až řádu po-
-̂  . , 

slední od nuly různé cifry čísla r, nebo r,_x. Odtud je tvrzení zřejmé. 
D ů s l e d e k . Jestliže vezmeme místo rovnice (1) rovnici reciprokou, pak 

absolutní hodnoty sl9 s%, ..., sn kořenů této rovnice jsou s absolutními hodno­
tami (2) kořenů rovnice (1) ve vztahu 

0 < sn < 8n„,x < . . . < sx, 
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kde sj = l/r2-; nechť h je poslední index, pro nějž platí sn+1 < *A5 J e "^ * a ( l 
čísla Si roven qi} je číslo ř7 = f Min (sz- — 8Í+1), st + $ ť + 1, i == 1, 2, ..., n —• 1, 
nejvýše řádu qh. 

Z důvodů praktických je nutné klást na parametr u ještě další požadavek. 
Mohlo by se totiž stát, že hodnota u je tak malá, že v rozvoji (6), který je 
tvaru 

*»y2n + Ui + ffi<w\třn'1 + U + řnJ~ *) w + l2%\aou*\y2n"2 + 
+ ... + [a,n + a^-iu + • • • + a^-1 + a0u^} = 0 , (6') 

ovlivní ta to hodnota koeficienty aQ, av ..., a2n rovnice (1) až na místech, 
jejichž řád je značně nižší než řád jednotlivých koeficientů, a pak by se koefi­
cienty rovnice (6), jestliže bychom je museli zaokrouhlit, vůbec nebo téměř 
vůbec nelišily od koeficientů a€ rovnice (1) a tím bychom pro Q€ obdrželi značně 
nepřesné výsledky a také velké chyby pro kořeny. Koeficienty v rovnici (6') 
jsou tvaru 

fi = b0U™ + ft^m-l -f . . . + bm , (13) 

při čemž jednotlivé sčítance mohou být čísla různých řádů a s různým počtem 
cifer, takže výsledný koeficient /3 může mít značný počet cifer a bude nutné jej 
pro další výpočty zaokrouhlit. Počet cifer nějakého čísla definujme takto: 

Definice 1. Říkáme, ze číslo C má y cifer, jestliže rozdíl řádů první a poslední 
od nuly různé cifry zvětšený o jednotku je roven y. 

Věta 3. Nechť čísla b0,bv ...,bm, z nichž alespoň dvě jsou od nuly různá, mají 
po řadě řády p0, pv .... pm, pfi tom číslům bi = 0 řád nepřisuzujeme. Utvořime-U 
číslo (13), kde u = 10^ p celé3 pak řády jednotlivých sčítanců (pokud b{ =j= 0) 
jsou „ 

% = Vo + mV > ři = Ví + (m "~ 1) V > - • •> ?« = Pm • ( 1 4 ) 
Dá se určit interval (jp^Pp} tak, že pro každé p mimo tento interval čísla (14) 
v napsaném pořadi tvoří monotónní posloupnost, která je pro p < p# rostoucí 
a pro p <Pfi klesající. Jsou4i pouze dvě z čísel bi různá od nuly, pak pfi = p^ 
a místo intervalu máme jediný bod. 

D ů k a z . J e zřejmé, že sčítance v (13) nabývají pro u ==-- 10p řády uvedené 
v (14). Aby se dvě z čfcel (14) rovnala, na př. qi a qk (j =f= k), musela by mí t 
rovnice 

Ps + (m — j) p = pk + (m — k)p (15) 

celočíselné řešení pro p; obecně (15) celočíselné řešení nemá a označme proto 
její kořen pik (j 4= k). 

Jestliže platí nerovnosti 

0 < m — j < m — k , p> pjk, (16) 
pak je i 

PJ + (m - j)p <pk + (m — k)p. (17) 
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Stejně pro 0 < ni —- j < m — k, p < pjk platí (17) s opačným znaménkem 
nerovnosti. 

Vypočteme~li všechna možná čísla pík, obdržíme množinu čísel, která není 
prázdná. Označme nejmenší číslo této množiny p^ a největší p^; tato dvě čísla 
splývají v případě, že pouze dvě čísla b{ jsou různá od nuly. Je-li nyní p> pfi == 
= Max pjk, pak pro čísla qt platí podle (17) q0 < qx < ... < qm a podobně pro 

P < pp = Min pjk platí q0 > qx > ... > gm. Snadno se vidí, že čím více se p 
3 A 

liší od pjk, tím více se řády q} a gfc od sebe liší. 
Důsledek. Podle předcházející věty můžeme pro každý koeficient rovnice 

(6') určit interval <15aí, paj); volíme-li řád p čísla u tak, že je p < Min pai, 
i 

pak zřejmě sčítance nejvyššího řádu v jednotlivých koeficientech budou 
právě koeficienty at původní rovnice, pokud jsou různé od nuly, a poněvadž 
řád dalšího sčítance je menší, jproto nemusí se žádný nebo většina koeficientů, 
které zaokrouhlíme, lišit od koeficientů rovnice původní. 

Stejně volíme-li řád p Čísla u tak, že je p > Max#>až, potom sčítanec nej-
i 

( 2n\ . I a^u1 a tedy po zaokrouhlení 

OCÍ nemusela by se rovnice (6') vůbec lišit od rovníce a0(y + u)2n = 0, je-li 
řád p dosti vysoký. Z těchto důvodů je třeba volit řád p Čísla u v intervalu 

<Mmpai, Maxp a ž.> (18) 
i i 

Abychom vhodně zvolili číslo u, bude výhodné řídit se zásadami následu­
jícího pravidla: 

Pravidlo 1. a) Ěád čísla u volíme v intervalu (18) a to tak, aby pokud možno 
ležel v průniku všech a nebo alespoň většiny z intervalů {pXi, pXi). 

b) V jednotlivých intervalech, pokud jejich části patří dó průniku, snažíme 
se určit řád p tak, aby po zaokrouhlení «ť nebyl roven ani prvnímu, ani 
poslednímu sčítanci. Z toho důvodu je výhodné sestavit si pro každý koeficient 
a i tabulku tvaru ' 

V = Vo + ip 2>i + ( i --1)P .... Vi-i + V Pi 

ÍVaiì .-. «... ,, 

føj + l 

ÜPoil + k 
^ki 
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kam do jednotlivých řádků napíšeme řády, které nabývají jednotliví sčítanci 
pro celá čísla vz intervalu <jpa , pa.}. V každém řádku bude alespoň jedno číslo 
největší, které označme Pki. Předpokládejme, že koeficienty pro výpočet 
Graeffeovou metodou zaokrouhlíme na q cifer. Pak pro každý koeficient #$ 
určíme vhodný řád čísla u tak, aby v intervalu (PM — g, Pkiy, bylo nejvíce 
cifer ze všech cifer toho řádku. Tím docílíme, že při zaokrouhlení vypustíme 
pro tento koeficient nejméně sčítanců. 

Máme-li určen pro každý koeficient &?: vhodný řád čísla u, snažíme se 
z těchto řádů vybrat ten, který vyhovuje nejvíce koeficientům. 

c) V případě, že z intervalů (pXi, j>a|> nemá vůbec žádný nebo jen nejvýše 
vždy dva z nich společnou část, nelze na základě předcházejících úvah žádné 
pravidlo vyslovit. 

Číslo U vypočteme přibližně tak, že rovnici (1) řešíme metodou Graeffeovou 
a koeficienty rovnic Jž2, B\ . . . počítáme jen užitím logaritmického pravítka. 
Z vypočtených absolutních hodnot kořenů určíme pak U a u. 

Za číslo u můžeme také volit některé z čísel 2 . 10*"1, ..., 9 . 1025"1, 10p
ř 

2 . 10*, . . ., 9 . 10*, je-li to výhodnější. 

Příklad i. Mějme rovnici 10-tého stupně a nechť její koeficienty jsou větši­
nou téhož řádu q, ale při tom všechny nechť leží n a p ř . v intervalu <5 . 10*"""1, 
5 . ÍO^4"1). Pak binomická čísla vyskytující se v koeficientech rovnice (6') pro 
n = 5 jsou řádů 0, 1 a 2, což značí, že koeficienty sčítanců jsou přibližně 
řádů q, q + l, q + 2. Poněvadž číslo u = h . 10* (1 <£ h <g 9, celé) se vysky­
tuje v koeficientech jako součinitel v mocninách 0 až 10, bude většinou nej­
výhodnější volit řád p = 0. Někdy snad bude také výhodné volit p = 1 nebo 
p = — 1. 

P o z n á m k a 1. Předcházejících výsledků užijeme bud na rovnici (1), nebo 
na rovnici k ní reciprokou podle toho, pro kterou je volba čísla u příhodnější. 
Tímto způsobem určený řád p čísla u porovnáme s řádem čísla £7, které je 
určeno v (5). Je-li nyní 0 < u < U, pak volíme řád čísla u podle pravidla 1 
a věta 1 dává uvedené výsledky. 

Může však nastat případ, že řád čísla U je takový, že pro zvolené u podle 
pravidla 1 je U < u = 10p a pro u < U rovnice (6) se málo liší od rovnice (1). 

Ale řád čísla U závisí na řádech čísel -^^ *. Zabývejme se proto v dalším 

otázkou, jak se mění přiřazení hodnot r{ a o?: v případě, že vynecháme při 
určení čísla U některý rozdíl rj+1 — r$ proto, že je příliš malý. Je-li ale rozdíl 
rj+1 — r} příliš malý, znamená to, že bud kořeny f,- a fi+1 a podobno komplexně 
sdružené kořeny leží co do absolutní hodnoty blízko sebe, anebo dokonce leží 
v blízkém okolí, čili, že i jejich amplitudy se od sebe málo liší. 
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Lemma. Nechť jsou £$ a ^ dva libovolné kořeny rovnice (1) 8 kladnou imagi­
nární části. Jestliže se jejich reálné části nerovnají, lze určit právě jedno u = ux 

tak, ze transformací (4) přejdou v kořeny rjj a rjk takové, ze jejich absolutní hod­
noty Qj a Qk se rovnají; jestliže se jejich imaginární části nerovnají, lze určit pravé 
jedno u = u2 tak, ze transformací (4) přejdou v kořeny rjj a rjk takové, ze jejich 
absolutní hodnoty oú a Qk se od sebe co nejvíce liší. 

V Gaussově rovině body (ux, 0) a (u2, 0) jsou průsečíky symetrály a spojnice 
bodů odpovídajících těmto kořenům s reálnou osou. 

Podle tohoto lemmatu je zřejmé, že pro dva páry kořenů, jejíchž absolutní 
hodnoty se od sebe málo liší a které leží v blízkém okolí, nedocílíme žádnou 
transformací (4), aby absolutní hodnoty kořenů transformovaných se od sebe 
mnoho lišily. Kořeny, které neleží v blízkém okolí se mohou transformovat 
v kořeny, jejichž absolutní hodnoty se mohou od sebe značně lišit. 

Věta 4. Nechť pro absolutní hodnoty kořenů rovnice (1) platí nerovnosti 0 < 
< fi < f 2 < • • • < rn1) a dále nechť pro absolutní hodnoty dvojic kořenů 

, Šj> W + l > šk> šk + 1 j •••? šmi s w + i '•*•«-'/ 

platí 
fi+L_ fj ^ f/f-M ffe f TO+1, f m % . 
_ „__ . £^ _ £ ^ ^ ^ ^ £^ ? 

kde čísla sh sk, ..., sm jsou značně menší nez číslo u určené podle pravidla 1 
f . ijf' ' ' ' * ' ' ' * • " < • " • ' . • 

a ostatní rozdíly — ^ - — l (i 4= j , k, ..., m). jsou větší nez toto u. 

Rozvineme-li (1) podle mocnin proměnné y , = -x — u\ kde 

0<u<U1=^ i M i n ( r m -r{), i= 1, 2,,.^,.-n — l , . i * j,K ...,m (20) 

(číslo u je určeno podle pravidla 1) a vypočteme-li absolutní hodnoty Q{ kořenů 
transformované rovnice (6). pak pro ně platí . _ 

0 < Dx < D2 <•.-.-. < QjyQsli < Di+2 < . . . <-t?ft- £fc+i <•••. . 

• • • < e?m> &n+i < • • . . < f?n . . / ( 2 1 ) 

a kořeny 

f •/• i * ?\ / + 1, *, i + 1, ..., m, m + 1 (22) 

a k nim komplexně sdružené kořeny vypočteme £ kvadratických rovnic ,, , . 

X2 + e. . a. _(_ r2 = o , ť * £ j + 1, ..:', m, m + 1 . (23) 
u 

Zbývající kořeny se nacházejí mezi kořeny kvadratických rovnic 

.-. ^ 2 + ^ . j ? — - ^ a j + r * = = 0 , • • • • (24) 

*) Jestliže by se některá ri rovnala, nemá to žádný význam pro další ÚVahy. 
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kde p ® Q proběhnou všechny možné variace 2. tUdy s opakováním ve dvojicích 
j,j + l;k, k + 1; ...;m, m + 1. 

, * ' ' r — r ' '••• 
D ů k a z . Pro dvojice kořenu fp a | c , pro něž platí g v í> Ul9 plyne jako 

ve větě 1, že QP < QQ. Ale nerovnost (25) neplatí pouze pro p = j , k, ..., m, 
q z= p + 1, takže si opět jednoznačně odpovídají rt a £i? pro něž i =f= ?, / + 1, 
k, k + 1, ..., m, m + 1. Pro kořeny ^ různé od uvedených v (22) je tvrzení 
zřejmé. 

p o z n á m k a 2. Nerovnosti (21) jsou psány s ohledem na jednoznačné při­
řazení absolutních hodnot r{ a Qh takže o o$ a oj+1 nelze říci nic, než že obě leží 
mezi Q^t a QJ+2 atd. 

D ů s l e d e k 1. Jestliže mezi absolutními hodnotami rť je jedna nebo více 
skupin o dvou nebo více hodnotách r{, pro něž platí 

^*Í+2 ' 3 + 1 tf r$+jt T A f i ť . __£+2 LłŽl e*« • ЦżK ' І¥í'-1 p(j') . 
c / j " ~ k> ; £ Õ > • • • > - 9 ~ ^ - 5 

' * + i П. 
- = Єг,; ... (26) 

a při tom čísla e^ jsou menší než číslo u určené podle pravidla 1, pak pro určení 
Ux ve (20) vezmeme pouze rozdíly po sobě jdoucích rt mimo uvedené v (26). 
Kořeny, jejichž absolutní hodnoty r ť se nevyskytují ve vztazích (26), jsou mezi 
kořeny kvadratických rovnic (24), kde p a q probíhá všechny možné variace 
2. tř ídy s opakováním ve skupinách 

j,j + 1, . . . , ; +?; k,k + 1, ...,k + V; ...; m, m + 1, ...,m + m' . 

Předcházející úvahy nezávisí na tom, zda zvolíme transformaci (4) nebo 
transformaci y = x + u, kde u bylo určeno podle věty 1 nebo 4. 

Důsi€;tlek 2. Jestliže absolutní hodnoty Q€ ve větě 4 splňují kromě nerov­
ností (21) ještě nerovnosti 

Qi á QJ+I ; Qk - ^ ftb+i; • • •; t?m ^ Qm+i, (27) 

pak pro hodnoty Oř- v (27), pro něž nastane rovnost, máme opět jednoznačné 
přiřazení. Hodnoty Q{, pro něž platí ostrá nerovnost, můžeme jednoznačně 

přiřadit, jestliže pro určité i platí u < • * 9 . Jedná se vlastně o použití 

věty 1 pro přechod od Q£ k rt. 

Předcházející výsledky závisí na počtu cifer aproximací absolutních hodnot 
kořenů. V dalším odhadneme počet cifer, na něž musíme tyto aproximace 
počítat, abychom kořeny určili s jistou přesností. Zaveďme si tuto definici: 
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Definice 2. Říkejme, že dvě aproximace aab čísel A a B stejných řádů q mají 
nejméně m cifer stejných, jestliže platí \a — b\ < 10 f f~m + 1; je-li ještě \a — b\ ;> 
^ 10 9~w, říkejme, že aproximace a a bmají právp m cifer stejných. 

Jestliže platí \A — a\ < lO*""™4"1, říkejme, že aproximace a čísla A má m cifer 
správných. 

Věta 5. Nechť ri je absolutní hodnota kořene f* rovnice (1) a Q{ absolutní hod­
nota kořene ^ ť = fť — u rovnice (6). Nechť řád čísla rt je p€ a číslo u = IOp, 
p celé. 

Je-li splněna nerovnost p ^ pi — K, K celé, pak číslo Q{ má nejméně K 
prvních cifer stejných s číslem r{. 

Je-li splněna nerovnost p 2^ PÍ + K, K celé, pak hodnota Qi se liší od u maxi­
málně o 10 p -*-\ 

I > ů k a z . Čísla r ť —- u a r ť + tfc mají právě jK cifer stejných, takže podle (12) 
ěísla r ť a #t: mají nejméně K cifer stejných a dále \u — gť| < r4 < ÍQ*^ 1 :g 
fg ÍO^"*"1""1. Odtud vidíme, že je-li p pevně zvoleno, pak nejvíce stejných cifer 
mohou mít právě absolutní hodnoty rn a Qn a nejméně se bude lišit od u hod­
n o t a Qt. 

D ů s l e d e k . Je-li řád čísla U roven p a řády čísel rt a rn rovny pt a pn, potom 
p ř i volbě u == 10p < U je třeba absolutní hodnoty r f a Qi počítat metodou 
Graeffeovou na k + A cifer, kde 

i > K = Max (pn - p, p - Pl) ; (28) 

p o t o m aproximace rť, a £ť mají přibližně K cifer shodných a ěísla Q€ se budou 
dostatečně lišit od hodnoty u; při tom A je počet nepřesných cifer, které obdrží­
m e při výpočtu absolutních hodnot kořenů metodou Graeffeovou.2) Celkový 
podet přesných cifer absolutních hodnot r{ bude k. Čísla r£ a Q* mají všechny 
cifry stejné, když 2r\ cos <pt — u = 0. 

Věta 6. Vypočteme-li absolutní hodnoty r ť kořenů rovnice (l) na k správných 
cifer, kde k je určeno ve vzorci (28), pak koeficient lineárního členu rovnic (9) má 
ju a absolutní člen v správných cifer; při tom platí 

fc - K -S^/j^k-K + 3 , i - 2 Š ^ H l . (2^) 

D ů k a z . Podle předpokladu jsou absolutní chyby absolutních hodnot r ř 

kořenů rovnice (1) menší než 0 . i o * - * + 1 , 0,1 < 6 ^ 1. Odtud plyne, že rf 
m á přibližně chybu 2 . r , . 0 . 10*'" * + 1 , takže platí 

2 . 102%~* < 2 . r ť . 0 • 10**" * + 1 < \o%pi h+z . 

P r o počet v správných cifer čísla r\3 které je absolutním členem t-té rovnice 
v (9), obdržíme k — 2 <g r :g & + 1. 

2) [1], str. 301. 
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Podobně se dokáže, že má-li r{ a o* právě K stejných cifer, potom r\ a o] 
může mít K — 2, K -— 1, K, K + 1 stejných cifer a tedy pro počet Li správných 
cifer koeficientu lineárního clenu platí nerovnosti (29). 

Aby bylo možné předcházejících výsledků využít, je třeba znát řády čísel 
r l5 rn a U, resp. u v nerovnosti (28). 

Pravidlo 2. Máme-li určen řád číslau podle pravidla 1, při čemž počet cifer q 
nebyl zatím pevně zvolen, a určíme-li horní a dolní ohraničení absolutních hodnot 
kořenů, můžeme z těchto údajů určit K.z) Poněvadž však pravidla pro určení 
ohraničení absolutních hodnot kořenů mohou dát dosti hrubé odhady, může 
být číslo K vypočtené na základě těchto ohraničení příliš velké a výpočet 
absolutních hodnot kořenů na h = JU + K + 3 cifer, pro předem zvolené 
/u, zbytečně dlouhý. 

Jestliže K takto určené je příliš velké, můžeme je určit přesněji a tím zmenšit 
takto: 

Daxiou rovnici řešíme Graeffeovou metodou a koeficienty rovnic R2, Ré, 
R*y ... počítáme jen užitím logaritmického pravítka. Tímto zběžným výpoč­
tem určíme absolutní hodnoty kořenů alespoň na tři cifry a tedy alespoň na 
dvě přesné cifry.4) Z těchto absolutních hodnot můžeme určit řády čísel rL, 
rn €i U a podle (28) číslo K. 

Počet cifer, na něž budeme počítat koeficienty rovnice (6') a rovnic R2, iž4,..., 
zvolíme větší nebo roven Max (q, h + X). 

P o z n á m k a 3. Jsou-li splněny předpoklady věty 4, resp. jejího důsledku I, 
zůstávají úvahy o počtu cifer stejné. Číslo U je nahrazeno číslem Ux; podle 
(28) číslo pn —• p + X se případně zmenší a číslo p — px případně zvětší, 
neboť řád U^ je větší nebo roven řádu čísla ?7. 

Předcházející výsledky můžeme shrnout do následujícího pravidla: 

Pravidlo. Podle pravidla 1 a % určíme počet cifer na něž budeme počítat 
koeficienty rovnic iž2, Ré, R&, ... pro rovnici (l) a (6'), aby koeficient v rovni­
cích (9) u lineárního členu byl určen na JI a absolutní člen na v přesných cifer. 

Danou rovnici (1) řešíme metodou Graeffeovou a určíme U podle relace (5), 
resp. (5'). Podle pravidla 1 určíme nyní vhodný řád čísla u pro rozvoj rovnice 
(1) podle mocnin proměnné y =?= x +-u. Jestliže zurčené podle pravidla I splňu­
je nerovnost 0 < u < Ui potom věta 1 dává uvedené výsledky, při čemž 
počty správných cifer koeficientů,v rovnicích (9)«odhadneme podle věty 6. 

Jestliže u určené podle pravidla 1 nesplňuje nerovnost 0 < u < U, apliku­
jeme větu 4 resp. její důsledky a počet správných cifer koeficientů kvadratic­
kých rovnic urcime podle věty 6. 

3) [4], díl I I ; § 6; [5], str. 338 n. 
*) [1], s r. 301. 
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TaЪ. 1. 

R2 
- І 5 3 1 1352 - 6 5 3 2 2063 

R4 - 3601 2343 - 3 6 1 4 9055 

R8 - 3 3 8 3 4696 - 2 8 9 ô 70411 

R16 2046 38112 13618 48823 

R32 - 34612 99524 - 1 8 7 3 6 23747 

R64 - 7 9 3 2 4 98 З 4 9 —1227 2 5629 4 

ДІ28 [-134 5 0 ] 9 6 4 " [382 1 3 4] 316 1 8 9 

- 3 2 6 3 

- 1 7 6 6 

- 141 1 2 

- 9 0 4 2 3 

- 5 4 0 4 7 

- 2 3 4 9 4 

[-940 1 8 9 ] 

3653 

2566 

2061 2 

1392 4 

5484 7 

885 9 4 

626 1 8 9 

- 2 2 3 ã 

— 171Ş 
- 1 3 6 1 2 

- 1 0 3 2 4 

- 3 0 2 4 7 

- 1 7 3 9 5 

[1971 9 0] 

9152 

8375 

701 1 1 

49123 

241 4 7 

581 9 4 

338 1 8 9 

Tab. 2. 

R2 Ш 6001 134 68252 - 6 5 3 2202 206 0303 - 3 2 5 70558 365 2583 - 2 2 3 1243 915 06252 

- R 4 - 3 6 4 9741 232 3713 - 3 6 1 7624 907 2995 - 1 7 7 3926 257 74056 - 1 7 0 62466 837 3395 

R8 - 3 3 1 5363 457 3556 - 2 7 8 3559 706 7001 1 - 1 4 1 0601 2 210 8961 2 140 505 1 2 701 1371 1 

R16 184 451 6 387 3821 2 129 3241 8 491 591 2 3 - 9 8 3 1962 3 147 477 2 4 - 9 8 3 1742 3 491 593 2 3 

R82 - 4 3 4 5421 2 112 18925 - 2 1 3 6203 6 241 6644 7 - 4 8 3 2904 7 724 9674 7 - 4 8 3 3424 7 241 6644 7 

R64 
- 3 5 5 513 2 4 107 7825 0 - 8 5 9 058 7 1 584 015 9 4 —116 828 9 5 175 1929 5 - 1 1 6 735 9 5 584 015 9 4 

R128 - 2 0 2 925 5 0 116 110 1 0 0 - 1 1 8 513 1 4 5 341 074 1 8 9 
681 417 1 8 9 102 379 1 9 0 683 589 1 8 9 341 074 1 8 9 

R256 [179 Ö66100] 134 8105200 [612 491289] 116 З З l 3 7 9 [ - 2 3 4 047 3 7 9] 349 872 3 7 9 [ - 2 3 1 082 3 7 9] 116 З З l 3 7 9 

Tab. 3. 

R2 1 - 1 5 1 4001 134 7722 - 6 5 8 005 2 205 8493 - 3 2 4 3243 368 6463 - 2 3 3 32053 930 9752 

R4 1 - 4 0 3 2441 235 6083 -*310 5064 894 1215 - 1 8 3 8896 228 851 6 - 1 4 2 0166 866 714ö 

R8 1 - 3 0 8 6108 483 5166 — 310 5376 695 92611 - 6 2 6 78411 156 41412 - 1 9 5 Oll1 2 751 19311 

R16 1 - 1 4 6 3075 560 36612 291 73613 480 43523 - 1 7 7 20924 104 74924 145 29924 564 29123 

R32 1 - 1 1 1 85913 332 15525 312 66036 230 82847 213 38148 678 9Ю 4 8 929 002 4 7 318 424 4 7 

R64 1 586 9342 5 117 368 5 1 - 5 5 5 851 7 2 532 816 9 4 141 8929 6 422 743 9 7 - 3 4 6 058 9 6 101 3949 5 

Rш 1 [116 ÖIO51] 137 818102 [ - 9 4 1 741146] 283 S93189 - 2 4 6 307192 179 695195 340 965192 102 807190 

R25ß — — — — 805 952378 [-413-612384] 322 905390 [ - 3 5 7 852385] 105 693380 



Uvedený postup můžeme, je-li to výhodnější, aplikovat případně na rovnici 
reciprokou k rovnici (1). 

Příklad 2. Dána rovnice 

x8 + 0,2a;7 + 7,65x6 — 0,9#* + 37,9a;4 — 0,9a;3 -f 36,9a;2 — 1,1a; + 30,25 = 0 , 

která má vesměs komplexní kořeny. Určeme její kořeny tak, aby koeficient 
u lineárního clenu kvadratických rovnic, jimž tyto kořeny hoví, měl alespoň, 
dvě cifry přesné. 

Výpočty prováděnými pouze logaritmickým pravítkem a použitím tabulky 
čtverců čísel 1 — 1000 obdržíme pro koeficienty rovnice iž2, iž4, ..., tabulku L 

Během výpočtu se rovnice iž1 6 rozštěpila. Při tom koeficienty druhé části 
(4882 3, — 9042 3

? 13924, - 10324, 49123) mají od středního na obě strany při­
bližně stejné absolutní hodnoty a kromě toho koeficient druhý a čtvrtý je 
přibližně roven dvojnásobku prvního a koeficient třet í trojnásobku prvního. 
Avšak rovnice a?4 — 2x3 + 3a;2 — 2x -f 1 = 0 se při výpočtu Graeffeovou 
metodou nemění a její oba páry kořenů mají absolutní hodnoty rovné 1. 
Volíme-li r1 = r2, obdržíme z tabulky 1: 

512 256 

r, — r . = ' 3 ~ |/ 9M 
338 . I0 1 8 9 1/ 316 . 101 8 9 

1,000 ..., r, = / _ — _ — - - = 2,458 ..., 316 . 10189 ' "**' 4 V 964. 1 0 " 
2>6 

r4 = yoeiTiO 5 5 = 2,236 . . , 
takže U w 0,111. 

Podle pravidla 1 bylo by nejlépe volit u = 1; ale abychom určili jednoznačné 
kvadratické rovnice pro všechny kořeny^ budeme volit u < 0,111 a tedy řádu 
p = — i . Z relace (28) plyne K = 1 {px = p2 = Vz = P* = 0). Podle pravidla> 
2 za předpokladu /u _r 2 obdržíme k _: 6, t. zn., volíme-li A = 1, je t řeba 
koeficienty rovnic B2, iř4, ... počítat na 7 cifer. Výpočet však stačí provést 
na 6 cifer, neboť v tomto případě, při volbě X = 1, čísla r ť budou mít vesměs, 
chyby © . 10~"4 (0,1 < © < 1) a počet správných cifer bude 5, Chyby čísel 
r? jsou po řadě menší než 2. 0. 10"4, 2 . 0 . 10"4, 4,5.6). 10~4, 4,92 . © . 10" 4 , 
čili vesměs menší než 0,5 . 10~3. Zaokrouhlíme-li čísla r\ na tři desetinná místa., 
budou mít jistě 4 cifry správné. Dá se tedy v případě, že počítáme na 6 cifer, 
odhadnout počet ju správných cifer tak, že je fi «- 3. V tabulce 2 jsou koeficien­
t y rovnic i?2, Ré, . . . uvedeny. 

Rovnice iž3 2 se rozpadla ve dvě rovnice 4. stupně; koeficienty d r u h é 
z těchto rovnic mají tytéž vlastnosti jako koeficienty druhé rozštěpené rov­
nice iž 1 6 v tabulce 1, jak plyne z toho, že dvojnásobek resp. trojnásobek první­
ho koeficientu 241 66447 je 483 32847, resp. 724 99247, takže, položíme-li rx = 
== r2, obdržíme * 

rl = f l = 1,00000 , r\ = 4,99999 , r\ == 6,05002 . 
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Transformací x = y + 0,1 obdržíme rovnici 

y8 + y7 + 8,07Ž/6 + 3,788?/ + 38,611 5 ^ + 14,324 2 6?/3 + 38,906 U$y2 + 
+ 6,404 611 2y + 30,511 888 68 = 0 , 

Při jejím řešení metodou Graeffeovou obdržíme tabulku 3. Rovnice iž 3 2 se 
rozštěpila ve dvě rovnice 4. stupně, z nichž u první postup skončil u rovnice 
i ž 1 2 8 a u druhé u iž2 5 6. Z tabulky 3 obdržíme 

e J = 0,910 003, D2= 1,110 0 0 , QI = 4,810 02, oj = 6,279 94 . 

Pro kořeny dostáváme kvadratické rovnice 

x2 — 0,999 97x + 1,000 00 = 0 , x2 + 1,000 Wx + 1,000 00 = 0 , 

x2 — 1,999 Ix + 4,999 99 = 0 , x2 + 2,199 2x + 6,050 02 == 0 , 

k teré dobře odpovídají rovnicím s přesnými koeficienty 

x2 — x + 1 = 0 , x2 +x + 1 = 0 , 

x2 — 2x + 5 = 0 , x2 + 2,2x + 6,05 = . 0 , 

a je dokonce // = 4 a v = 5. 
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P e 3 i 0 M e 

K OAHOMy METOflV PEIÍIEHHH AJirEBPAHHEGKHX 
yPABHEHHH C MHOVHMH HAPAMH MHHMKIX KOPHEH 

HO METO^y rPE(D(DE 

BJIAJJHMHP rOPAK (Vladimír Horák), BpHO. 

(nocTynHJio B peftarajnio 6/X 1956 r.) 

IlycTB (l)~-ajii^e6paHtiecKoe ypaBHeHne (c Berja;ecTBeHHBiMH KO^$$H^IIeHTaMH) 
2n-oŘ cTeneHH c OAHHMH MHHMHMH KOPHHMH (BeniecTBeHHHe KopHH HO HMOIOT 
BJIHHHHH Ha pe3yJIBTaTH), aĎCOJIIOTHEie BejIH^HHBI KOTOpBIX rt1 r2, . . . , rn. 
ECJIH pa3jio?KHTb (1) no cTeneHHM nepeMeHHož y = x — u HJIH y = x +u 
(^-BemecTBeHHoe) H ecjia a6cojiiOTHi>ie BeiiHHHHH KopHeĚ HOBOTO ypaBHeHHH 
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(6) будут д1} д»,..., дП1 то корни уравнения (1) можно выбрать из корней 
п2 квадратных уравнений 

PІ — K-—U 

х*+^ « .с + г* = 0 ; р , ? - = 1 , 2 , ...,« (I) 

В теоремах 1, 4 и в следствиях последней определены достаточные усло­
вия для числа и, чтобы из системы (I) можно было однозначно 'выбрать 
уравнения, корни которых удовлетворяют уравнению (1), и уравнения, 
корни которых не удовлетворяют уравнению (1). 

Если вычислить абсолютные величины корней уравнений (1) и (6) по 
методу Греффе на д знаков, можно и выбрать по правилу 1 так, чтобы 
уравнение, которое мы получим из уравнения (6), закругляя его коэффи­
циенты на д цифр, отличалось от уравнения (1) и тоже от уравнения 
(у+и)п = 0. 

В выражениях (29) определены числа /и и г верных цифр (определе­
ние 2) коэффициентов линейного и абсолютного членов квадратных урав­
нений, если абсолютные величины г{ имеют к верных цифр. Число 
цифр, до которого мы вычисляем коэффициенты уравнений В2, .й4, .й8, ..., 
если дано /и, можно определить но правилу 2. Ход вычисления описан 
в последнем правиле. 

Zusammenfassung 

ZV EINER LÖSUNGSMETHODE DER ALGEBRAISCHEN 
GLEICHUNGEN MIT VIELEN KOMPLEXEN WUR^ELPAAREN 

NACH DEM GRAEFFESCHEN VERFAHREN 

VLADIMIR HORÄK, Brno. 

(Eingegangen am 6. Oktober 1956.) 

Es sei (1) eine algebraische Gleichung (mit reellen Koeffizienten) 2n»ten 
Grades mit durchwegs komplexen Wurzeln (die reellen Wurzeln haben keinen 
Einfluss auf die Allgemeinheit), welche die absoluten Beträge r1,r2,...,rn 

haben. Wenn man (1) nach den Potenzen von y = x — u oder y = x + u 
(u reelle Zahl) entwickelt und wenn gl7 Q2, ..., gn die absoluten Beträge der 
Wurzeln der neuen Gleichung (6) sind, dann kann man die Wurzeln der Glei­
chung (1) aus den n2 quadratischen Gleichungen 

-.2 _ r 2 . 
Ĺßl. 

U 

(\& rt*~» litiZ 

x 2 + i 2 £ -__JL a ; + - f | = 0; p,q= 1, 2, . . . , » . (I) 

auswählen. 
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In den Sätzen 1, 4 und den Folgerungen des Satzes 4 sind hinreichende 
Bedingungen für die Zahl u enthalten, damit man aus dem System (I) die 
Gleichungen, deren Wurzeln die Gleichung (1) erfüllen, und die Gleichungen, 
deren Wurzeln die Gleichung (1) nicht erfüllen, auswählen kann. 

Wenn man die absoluten Beträge r̂  und g£ der Wurzeln nach dem Graef-
feschen Verfahren auf q Ziffern ermittelt, kann man die Zahl u nach der Regel 
1 so wählen, dass sich die Gleichung, welche aus der Gleichung (6) durch 
Abrunden ihrer Koeffizienten auf q Ziffern entsteht, von der Gleichung (1) 
und auch von der Gleichung (y + u)n = 0 unterscheidet. 

In den Formeln (29) ist die Anzahl /u und v der richtigen Ziffern (Definition 2) 
der Koeffizienten des linearen und absoluten Gliedes der quadratischen 
Gleichungen bestimmt, wenn die absoluten Beträge r{ h richtige Ziffern haben. 
Die Anzahl der Ziffern, auf welche man die Koeffizienten der Gleichungen 
ü2

? jß4, ... ausrechnet, wenn ß gegeben ist, bestimmt man nach der Regel 2. 
Das ganze Verfahren ist in der letzten Regel zusammengefasst. 
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