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Casopis pro p&stovani matematiky, ro. 82 (1957), Praha

K JEDNE METODE UZIVANE PRI VYPOCTU HODNOT
KOMPLEXNICH KORENU ALGEBRAICKE ROVNICE
METODOU GRAEFFEOVOU

VLADIMIR HORAK, Brno.
(Doflo dne 6. rijna 1956.) DT:51
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Graeffeovou metodou miiZeme urdit pro danou algebraickou rovnici
absolutni hodnoty redlnych a komplexnich kofent. K uréeni komplex-
nich korent z téchto absolutnich hodnot uZivdme rtiznych metod, které
jsou vSak tim komplikovanéjsi, éim vice komplexnich korent dang
rovnice obsahuje. V této préci je provedeno propracovéni jisté metody
pro urdeni komplexnich kofenti dané algebraické rovnice. Ponévadz
uvedené vysledky se neméni, mé-li rovnice také kofeny redlné, budeme
se zabyvat jenom rovnicemi, které maji vesmés komplexn{ kofeny.

Predpokladejme v dal$im, Ze algebraickd rovnice s realnymi koeficienty
2n-tého stupné
g+ a2t 4 @ L Gy g - Gy, = 0 (1)
ma samé komplexni kofeny, které jsou jednoduché a jejichz absolutni hodnoty
muZeme urdit metodou Graeffeovou.

Véta 1. Necht absolutni hodnoty kofens rovnice (1) jsou
ri=1/figi> ’);=1,2,3,...,7’b,- (2)
kde & a & znali &isla komplexné sdruZend; necht tyto absolutni hodnoty spliuji

nerovnosts

0<r<rm<..<r,. ' (3)
Rozvineme-li (1) podle mocnin proménné
y=x—u, (4)
kde pro u platt bud
O<u<U=3}Mn (rjy — 1), rigqg *7, t=1,2,..,n—1, (5)
jestlize se véechna r; novZtijem nerovnajt, nebo
0<u, (59
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jestlize r; 7sou vesmés sobé rovna, o vypoctteme-li absolutm hodnoty lcorenu n; =
=& —w, =& —u upmvene rovmace

aoy2n+0‘172“ Lh i 0y =0, _ . (6)
pak pro tyto absolutni hodnoty
Qz= Vni’;i—i: 7'= 1: 2,"'3%’ (7)
platé :

a jednotlivé komplexné sdruZené kofeny rovnice (1) obdrZime jako kofeny n kvadra-

tickyych rovnic ‘
2 2 g2

xz_l,_gj—::__f‘/’_x_}-r%:‘o, (9)

kde o; @ r; jsou hodnoty stojici na témz poradovém misté v nerbvnostech (3) a (8).

Dukaz. Jestlize r; < r;y, (¢1ib.), pak z trojthelnikové nerovnosti a uzi-
tim (5) plyne ihned ¢; << g,4;. JestliZe

ry =1 (¢1b.), : (10)

musi byt amplitudy @: & @y, pisludnych kofent rézné, ponévadi nisobné

kofeny vyluéujeme a pro amplitudy prislusnych kotent s kladnou i 1mag1narn1
tasti plati 0 < ¢, < @iy, < a tedy

COS @; > COS @y . (11)
Obecné ale je ‘
0% = (& — u) (§; — u) = r% — 2ur; cos @; + u? (12)
dili plyne z (10) (11) opét 0 << g; < @44 Daji se tedy hodnoty 7; a ¢, jedno-
2 __ g2 g2
znaéné piifadit a plati &; § = r% a podle (12) §; + = — Q’—w%—i, Gk &,

a &; jsou kofeny kvadratickych rovnic (9).

Véta 2. Necht jsou splnény. predpoklady véty 1 a necht k je promt index, pro
néjz platt r,_, < r,. Je-li ¥dd Cisla r; roven p;, pak Cislo U definované v (5) je
nejvyde rddu py. Ponévadi r; mohow byt vypoltena na komeény polet cifer, mize
byt #dd Eisla U roven af nejnizsimu z #ddi, posledni od nuly rizné cifry éisla r;_,
nebo r;, pro néZ plath r;_, < r;.

Dtkaz. Rad élsla -

» ale miZe byt roven az Fadu po-

sledni od nuly rtzné cxfry élsla 7; nebo r;_;. Odtud je tvrzeni ziejmé.

Dusledek. JestliZe vezmeme misto rovnice (1) rovnici reciprokou, pak
absolutni hodnoty s,, s,, ..., s, kofent této rovnice jsou s absolutnimi hodno-
tami (2) kofend rovnice (1) ve vztahu

0<8, S8 =... 58,
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kde s; = 1/r; necht A je posledni index, pro néjZ plati spu < S je-li ¥ad
&isla s; roven q:, je &slo U = 3 Min (s; — $i31), 85 =+ 841, 0 = 1 2,..,n—1,
nejvyse fadu g,.

Z dtvodd praktickych je nutné klést na parametr u jesté dalsi poZzadavek.
Mohlo by se totiz stit, ze hodnota » je tak mald, Ze v rozvoji (6), ktery je
tvaru :

2 2n — 1 2n
agy?” -+ [“1 + ( ln) a’ou] yn—1 [a2 + ( T ) )alu + ( 5 ) a0u2] Yy 4

(@ @y o+ @t £ oqu?] =0, (6")
ovlivni tato hodnota koeficienty a,, @y, ..., @y, rovnice (1) aZz na mistech,
jejichz ¥4d je zna¢né nizsi nez fad jednotlivych koeficientt, a pak by se keoefi-
cienty rovnice (6), jestlize bychom je museli zaokrouhlit, viibec nebo téméf
vibec neligily od koeficientd a; rovnice (1) a tim bychom pro g, obdrZeli znatné
nepiesné vysledky a také velké chyby pro kofeny. Koeficienty v rovnici (6)
jsou tvaru

B = bum + bum + ... +b,, (13)

pti ¢emz jednotlivé séitance mohou byt é&isla raznych ¥4d a s riznym poétem
cifer, takZe vysledny koeficient f# miZe mit znaény pocet cifer a bude nutné jej
pro dal§i vypodty zaokrouhlit. Podet cifer néjakého &isla definujme takto:

Definice 1. Rikdme, %e &islo C md y cifer, jestlite rozdil #dda promi a posledni
od nuly rizné cifry zvétseny o jednotku je roven y.

Véta 3. Necht éisla by, by, ..., b, z nichZ alespori dvé jsow od nuly riaznd, majs
o Tadé ¥ddyY Dy, Prs - - -5 P> PFtom Eislivm b; = 0 Fdd neprisuzujeme. Utvorime-lu
&islo (13), kde u = 102, p celé, pak Fddy jednotlivych séitanct (pokud b; == 0)
jsou |

=D+mp, =p+Mm—1)p, ., dn="0Pn- (14
Dd se wréit interval {p,, @} tak, Ze pro kadé p mimo tento interval Cisla (14)
v napsaném pofadi tvort monotonni posloupnost, kterd je pro p << p, rostouct
a pro p < Py klesajici. Jsou-li pouze dvé z isel b, riznd od nuly, pak Ps = Pg
a misto intervalu mdme jediny bod.

Dikaz. Je zfejmé, %e s¥itance v (13) nabyvaji pro u = 10° ¥ady uvedené
v (14). Aby se dvé z &isel (14) rovnala, na pf. ¢; a ¢ (j = k), musela by mit
rovnice

i+ m—f)p=p+m—k)p (15)
celodiselné YeSeni pro p; obecnd (15) celodiselné FeSeni nemé a oznaéme proto
jeji kofen D (9 =+ k).

Jestlize plati nerovnosti

O<m—j<m—=k, p>pu, (16)
pak je :
pi+m—p<p+(m—kp. (17)



Stejné pro 0 <m —j <m — k, p < p;; plati (17) s opaénym znaménkem
nerovnosti.

Vypodteme-li v8echna mozné éisla p;, obdrzime mnozinu &isel, kterd neni
prazdné. Oznadme nejmenii &fslo této mnoZiny P, a nejvétsi p,; tato dvé Sisla
splyvaji v pfipads, Ze pouze dvé ¢isla b; jsou rtiznd od nuly. Je-linynip > p; =
= Max P pak pro &isla g; plati podle (17) ¢y < ¢; < ... < ¢,, a podobné pro

< pﬁ = Mln P Plati go > ¢ > ... > @ ‘Snadno se vidi, ze &im vice se p

ligi od Pies tlm vice se ¥ady ¢; a ¢; od sebe lisi.

Disledek. Podle predchézejici véty mizeme pro kazdy koeficient rovnice
(6’) uréit interval {(p,, pa> volime-li ¥ad p ¢&isla u tak, Ze je p < Mm Day

pak z¥ejmé séitance nejvysstho fadu v Jednothvych koeficientech budou
pravé koeficienty a; ptvodni rovnice, pokud jsou rizné od nuly, a ponévadi
¥4d daldiho séitance je mensi, proto nemusi se Zadny nebo vétsina koeficienti,
které zaokrouhlime, lisit od koeficientt rovnice ptvodni.

Stejné volime-li ¥4d p &fsla u tak, Ze je p > Max p,, potom séitanec nej-
2 .

vy&&iho radu v koeficientu «; bude praveé (QZL) aeu’ a tedy po zaokrouhleni

o; nemusela by se rovnice (6') vibec lifit od rovnice ay(y + %) = 0, je-li
tad p dosti vysoky. Z téchto divodu je tieba volit ¥ad p éisla u v intervalu

(Min5,,, Max By, .) (18)

Abychom vhodné zvolili éislo %, bude vyhodné ¥{dit se zdsadami nasledu-
jictho pravidla:

Pravidlo 1. a) R4d &sla w volime v intervalu (18) a to tak, aby pokud mo#no
lezel v primniku vSech a nebo alespoti vétiny z intervald (p,,, Dy,>-

b) V jednotlivych intervalech, pokud jejich &4sti pat¥{ do primiku, sna¥ime
se urdit ¥ad p tak, aby po zaokrouhleni «; nebyl roven ani prvnimu, ani
poslednimu séitanci. Z toho duvodu je vyhodné sestavit si pro kazdy koef101ent
o, tabulku tvaru

|
p = | Do + D Ipl—%('é——l)p' %pi—l +p' 2

[pa,] + 1

|

|
— J | \ | |
[pa{] 1 ! { - | L

|

|

i

|
| |

[Pm]'*k ! 1 Py
| |
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kam do jednotlivych #4dkd napifeme ¥4dy, které nabyvaji jednotlivi séitanci
pro celd &isla z intervalu (p,, ?m). V kazdém ¥4dku bude alesponi jedno &islo
nejvétsi, které oznalme P,;. Predpokladejme, Ze koeficienty pro vypolet
Graeffeovou metodou zaokrouhlime na ¢ cifer. Pak pro kazdy koeficient «;
uréime vhodny Fad éisla w tak, aby v intervalu (Py; — ¢, Py;> bylo nejvice
cifer ze vSech cifer toho fadku. Tim docilime, Ze p¥i zaokrouhleni vypustime
pro tento koeficient nejméné séitanci.

Méme-li urden pro kazdy koeficient «; vhodny fad &isla u, snaZime se
z téchto ¥add vybrat ten, ktery vyhovuje nejvice koeficienttum.

c) V pripadé, Ze z intervald <§a,, R,) nem4 vubec iédnj’r nebo jen nejvyse
vidy dva z nich spoleénou &ast, nelze na zakladé predchdzejicich dvah zadné
pravidlo vyslovit.

Cislo U vypoéteme piiblizné tak, Ze rovnici (1) Yesfme metodou Graeffeovou
a koeficienty rovnic R?, R4 ... poéitdme jen uzitim logaritmického pravitka.
Z vypoétenych absolutnich hodnot koient uréime pak U a u.

Za ¢islo w mtZeme také volit nékteré z Gisel 2. 10771 ..., 9. 107" 107,
2.107,...,9.107 je-li to vyhodnéjsi.

Priklad 1. Méjme rovnici 10-tého stupné a necht jeji koeficienty jsou vétsi-
nou téhoZz fddu g, ale pii tom vSechny necht lezi na pi. vintervalu (5. 10771,
5.109%1,. Pak binomické &isla vyskytujici se v koeficientech rovnice (6') pro
n =5 jsou Tadu 0, 1 a 2, coz znaéi, Ze koeficienty séitancl jsou p¥fiblizné
tadd ¢, 9 + 1, g + 2. Ponévady &islo u = k. 107 (1 < k& < 9, celé) se vysky-
tuje v koeficientech jako soutinitel v mocninich 0 az 10, bude vétsinou nej-
vyhodné&jsi volit ¥4d p = 0. N&kdy snad bude také vyhodné volit »p = 1 nebo
p=— L :

Poznamka 1. Predchazejicich vysledka uZijeme bud na rovnici (1), nebo
na rovnici k nf reciprokou podle toho, pro kterou je volba ¢&isla % p¥ihodn&jii.
Timto zpisobem uréeny fad p é&isla w porovndme s Fadem d&isla U, které je
uréeno v (5). Je-li nyni 0 < u < U, pak volime ¥ad ¢isla » podle pravidla 1
a véta 1 ddvé uvedené vysledky.

MiuzZe vsak nastat p¥ipad, Ze ¥ad éisla U je takovy, Ze pro zvolené u podle
pravidla 1 je U < w = 10?7 a pro u < U rovnice (6) se malo li§i od rovnice (1).

vz vy sz vz 7 — 7 s . w7
Ale ¥#4d é&isla U z4visi na ¥adech &isel Jiq———‘ . Zabyvejme se proto v dalgim

otdzkou, jak se méni piitazeni hodnot r; a ¢, v piipadé, Ze vynechdme pii
uréeni &fsla U né&ktery rozdil r;,, — r; proto, Ze je piili¥ maly. Je-li ale rozdil
r;., — r; prili§ maly, znamend to, Ze bud kofeny &; a £;,, a podobné komplexné
sdruzené koteny lezi co do absolutni hodnoty blizko sebe, anebo dokonce lezi
v blizkém okoli, ¢ili, Ze i jejich amplitudy se od sebe méalo li&f.
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Lemma. Necht jsou &; a & dva libovolné kofeny rovmice (1) s kladnow imagi-
ndrni Edsti. Jestlife se jejich rediné &dsti nerovnagi, lze uréit pravé jedno w = u,
tak, Ze transformact (4) prejdou v kofeny n; a 1y takové, Ze jejich absolutns hod-
noty o; a o, se rovnaji; jestlize se jejich imagindrni édsti nerovnaji, lze uréit pravé
jedno w = u, tak, e transformact (4) prejdow v koteny n; a n; takové, e jejich
absoluini hodnoty o; a oy, se od sebe co nejvice lisi.

V Gaussové roving body (u,, 0) a (u,, 0) jsou prisetiky symetraly a spojnice
bod# odpovidajicich témto kofenim s redlnou osou. '

Podle tohoto lemmatu je zfejmé, Ze pro dva pary kofeni, jejichZ absolutni
hodnoty se od sebe malo lis{ a které lez{ v blizkém okoli, nedocilime z4dnou
transformaci (4), aby absolutni hodnoty kofent transformovanych se od sebe
mnoho li§ily. Koreny, které nelezi v blizkém okoli se mohou transformovat
v koteny, jejichZ absolutni hodnoty se mohou od sebe znaéné lisit.

Véta 4. Necht pro absoluint hodnoty kofend, rovnice (1) plati nerovnosti 0 <
<< 1y <7y < ... < 1,Y) addle necht pro absolutni hodnoty dvojic korent,

. & &ivns fk, Ske1s -3 Ems Emnn ' (19)
plati ‘
Pigr — 75 Tenr T T Pm+1 — T

> =& =& ey 2 =&,

- = &

kde &isla e, &, ..., tn 7sou z2naéné men&‘@ net Eislo w uréené podle pmmdla 1

k, . m) ysou vét$t ez toto u.
Rozvinem(a—li (1) podle MOCNIN, p?"omenné y = — u, kde ‘
0<u<U;=%Mn(ryy — 1) ,t=12..,n—1,4%79k ...,m (20

(Cislo w je uréeno podle pravidla 1) a vypolteme-li absolutni hodnoty o, koreni
transformované rovnice (6), pak pro né plati

0 <oy <CTop<Tone T 0051 < Qs << oo <0y Oy <o

< Oy Oy <-h << O o (21)
a kofeny S
E‘i) 7;:*:j’j_{kl’k:k—}—l?"':?n:m—*_]: (22)

a k nim komplexné sdrufené kofeny vypolteme z kvadratickych rovnic

2 2 2 . N o . L
x? ~+—in———fu—~i~x—|—72~0 z=l=7, +1,..,mm-+ 1. (23)

Zbyjvajict koreny se nachdzejt mezi kofeny kvadmtwkych rovnic

2 .
; — u? .
x2+&_~.a¥._.-_.h_x+7;;__o’. - {24)

1) "Jestlize by se néktera r; rovnala, nemé to Zadny vyznam pro dalsi Gvahy.
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kde p a g probéhnow vdechny moiné variace 2. tfidy s opakovdnim ve dvojicich -
5,7+ Lk k41 .. 5mm 1
Dukaz. Pro dvojice kqi'em"i &, a &, pro néZ plati Ta ; » > U,, plyne jako

ve vété 1, Ze p, << p,. Ale nerovnost (25) neplati pouze pro p =j, k, ..., m,
q = p + 1, takde si opét jednoznaéné odpovidaji r; a g;, pro néz ¢ =% 4, j +1,
k, 8+ 1,...,m, m + 1. Pro kofeny &; rGzné od uvedenych v (22) je tvrzeni
ziejmé.

Pozndmka 2. Nerovnosti (21) jsou psdny s ohledem na jednoznadné pti-
tazeni absolutmch hodnot 7; a g;, takZe o g, a p; ., nelze ¥ci nic, nez Ze obé leii
mezi 0;_; & p;,, atd.

Disledek 1. Jestlize mezi absolutnimi hodnotami r; je jedna nebo vice
skupin o dvou nebo vice hodnotéch 7;, pro néZ plati

T =M o T Tl e Tier T Tivran o gny.
2 ] 2 ; Gt 9 )
Trr1 Ty .
— =g .. (26)
Tmtr1 — Tm N Tt — T+’ —1 o m)
5T T Emi e Ty = e
Z

a p¥i tom &sla &} jsou menif ne &slo u uréené podle pravidla 1, pak pro uréeni
U, ve (20) vezmeme pouze rozdily po sob& jdoucich r; mimo uvedené v (26).
Kofteny, jejichZ absolutni hodnoty r; se nevyskytuji ve vztazich (26), jsou mezi
koteny kvadratickych rovnic (24), kde p a ¢ probihéd v¥echny mo#né variace
2. t¥idy s opakovanim ve skupinich

7,? + 1, .., 4+ Bk, LB+ s mem ), m +m
Pfedchézejici Gvahy nezdvisi na tom, zda zvolime transformaci (4) nebo
transformaci ¥ = = + u, kde % bylo uréeno podle véty 1 nebo 4. '

Dusledek 2. JestliZe absolutni hodnoty ¢; ve vét& 4 spliiuji kromé& nerov-
nosti (21) je§té nerovnosti _

0;i = 0415 Ok = Qkt1’ -+ Om = Omt1 > (27)

pak pro hodnoty p; v (27), pro néZ nastane rovnost, mame opét jednoznaéné

ptitazeni. Hodnoty g;, pro néz plati ostrd nerovnost muzZeme jednoznalné

Qiy1 —
)

&

pfitadit, jestlize pro uréité ¢ plati v < = — % Jedns se vlastnd o pouziti

véty 1 pro piechod od g, k ;.
Predchazejici vysledky zavisi na poétu cifer aproximaci absolutnich hodnot
“kofent. V dal§im odhadneme podet cifer, na néZ musime tyto aproximace
poditat, abychom koteny urdili s jistou piesnosti. Zavedme si tuto definici:
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Definice 2. Rikejme, %e dvé aproximace a a b Cisel A a B stejngjch Fada q majt
nejméné m cifer stejngch, jestlize platt |a — b < 100-m+1; je-li jesté |a — bl =
= 100=, Fikejme, e aproximace a @ b maji pravé m cifer stejnijch.

Jestlize plati
sprdvnych.

A— a| < 10e~m+1, ¥ikejme, Ze aproximace a &isla A md m cifer

V&ta 5. Necht r; je absolutni hodnota kofene &; rovnice (1) @ g, absolutni hod-
nota kofene n; = £, — u rovnice (6). Necht Fdd Eisla r; je p; a &islo uw = 10,
P celé.

Je-li splnéna nerovnost p < p; — K, K celé, pak Cislo o; md nejméné K
pronich cifer stejnych s islem r;.

Je-li splnéna nerovnost p = p; + K, K celé, pak hodnota o; se lisi od u mazi-
malné o 107 %71,

Dikaz. Cisla r;, — u a r; + » maji pravé K cifer stejnych, takze podle (12)
¢isla r; a o; maji nejméné K cifer stejnych a dale |u — o] < r, < 10%*+! <
=< 10°~ %+ Odtud vidime, Ze je-li p pevné zvoleno, pak nejvice stejnych cifer
mohou mit pravé absolutni hodnoty r, a o, a nejméné se bude li§it od u hod-
nota o,. :

Disledek. Je-li fad &isla U roven p a fady &isel r, a r, rovny p, a p,, potom
Ppii volbé u = 10? < U je tfeba absolutni hodnoty r; a p; poditat metodou
Graeffeovou na & -+ A cifer, kde ’

k> K= Max (p, —p, p — 1) ; (28)

potom aproximace r;, a ¢; maji priblizné K cifer shodnych a éisla o; se budou
dostateéné lisit od hodnoty u; p¥i tom 1 je poéet nepfesnych cifer, které obdrzi-
me pii vypoétu absolutnich hodnot kofend metodou Graeffeovou.2) Celkovy
podet presnych cifer absolutnich hodnot r; bude k. Cisla r; a p; maji vﬁechny
cifry stejné, kdyz 2r; cos ¢, — u = 0.

Véta 6. Vypolteme-lv absoluini hodnoty r; kofeni rovnice (1) na k sprdvnijch
cifer, kde k je uréeno ve vzorci (28), pak koeficient linedrniho Elenu rovnic (9) md
u a absoluint Elen v sprdvmjch-cifer; pii tom platt

k—K—-3=2u=<k—K+3,kr—2=v=k+1. (29)
Dikaz. Podle predpokladu jsou absolutni chyby absolutnich hodnot r;

ko¥enti rovnice (1) mend nez @ .10% **! 0,1 < @ < 1. Odtud plyne, Ze 7]
m3, ptiblizné chybu 2.7, . @ . 10% 1 take plati

2.10%F < 2. r,. 0. 10% ¥ < 102 F+3

Pro potet » spravnych cifer &isla 7}, které je absolutnim &lénem i-té rovnice
v (9), obdrzime ¥k — 2 <» < k -+ 1.

2) [1], str. 301.
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Podobng se dokaze, #e ma-li r; a p; pravé K stejnych cifer, potom 77 a o)
mbZe mit K — 2, K — 1, K, K + 1 stejnych cifer a tedy pro podet u spravnych
cifer koeficientu linedrniho ¢lenu plati nerovnosti (29).

Aby bylo moZné predchizejicich vysledkt vyuzit, je tfeba znat rady ¢isel
71, 7o @ U, Tesp. 4 v nerovnosti (28).

Pravidlo 2. Mame-li urden ¥4d &isla u podle pravidla 1, pii ¢em¥ podet cifer ¢
nebyl zatim pevn& zvolen, a uréime-lihornf a dolni ohranigeni absolutnich hodnot
kotent, miizeme z t&chto udajh uréit K.%) Ponévadz viak pravidla pro urdeni
ohranideni absolutnich hodnot kofend mohou dét dosti hrubé odhady, miZe
byt éislo K vypodétené na zdkladé téchto ohrani¢eni p¥ili§ velké a vypodet
absolutnich hodnot kofent na %4 = u -+ K -+ 3 cifer, pro pfedem zvolené
u, zbyteéné dlouhy.

Jestlize K takto urdené je piili§ velké, mizeme je uréit piesnéji a tim zmensit
takto: -

Danou rovnici Fesime Graeffeovou metodou a koeficienty rovnic R2, R4
R, ... poéitdme jen uZitim logaritmického pravitka. Timto zbéZnym vypoé-
tem uréime absolutni hodnoty koient alespori na t¥i cifry a tedy alespon na
dvé presné cifry.?) Z téchto absolutnich hodnot muzeme uréit fady ¢&isel r,,
r. @ U a podle (28) &islo K.

Podet cifer, nanéz budeme poditat koeficienty rovnice (6') arovnic k2, R4, ...,
zvolime vétsi nebo roven Max (¢, k£ + 4).

Poznamka 3. Jsou-li splneny predpoklady véty 4, resp. jejiho disledku 1,
zustava]l dvahy o podtu cifer stejné. Cislo U je nahrazeno ¢islem U,; podle
(28) ¢éislo p, — p + 4 se pr1padne zmensi a éislo p — p, pmpadne Zvetsi,
nebot ¥ad U, je vétsi nebo roven fadu Hsla U ‘

Predchéazejici vysledky miuzeme shrnout do nasledupmho prav1d1a

Pravidlo. Podle pravidla 1 a 2 uréime podet cifer na néz budeme poditat
koeficienty rovnic R2, R4, RS, ... pro rovnici (1) a (6), aby koeficient v rovni-
cich (9) u linedrniho élenu byl uréen na x a absolutni élen na v piesnych cifer.

Danou rovnici (1) fe§ime metodou Graeffeovou a uréime U podle relace (5),
resp. (5). Podle pravidla 1 uréime nyni vhodny ¥ad éisla % pro rozvoj rovuice
(1) podle mocnin proménné y = x + u. Jestlize « uréené podle pravidla 1 spliu-
je nerovnost 0 < u < U, potom véta 1 dava uvedené vysledky, pfi éemz
potty spravnych cifer koeficientii v rovnicich (9) odhadneme podle véty 6.

Jestlize u uréené podle pravidla 1 nespliiuje nerovnost 0 < u < U, apliku-
jeme vétu 4 resp jeji disledky a pocdet spravnych 01fer koeficientt kvadratic-
kych rovnic uréime podle véty 6.

3) [4], dil II: § 6; [5], str. 338 n.
%) [1], str. 301.
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Tab. 1.

R? 1 — 1531
RYL ~ 3001 bons — 6532 2062 3263
R - — 3614 3 3658 ;
R16 i 338° 469° — 2899 908> — 1768 ‘)gés —223° 9152
o 2048 38112 13618 7041 1412 20612 —1718 8375
ot 1 — 34612 99524 6 48828 — 90423 7 — 13612 70111
R12 1 — 7932 08319 —187% 23747 54047 13927 —103* 49123
R [— 13450 — 1227 56294 — 540 54847 — 30247
] 96499 (382134 = — 23494 88594 24147
2194] 316189 [—940189] 626189 —173% 58194
~ L E 0 “97190] 338189
Tab. 2.
g: 1 152 600! 134 68252
. 1| —3eag700 5 — 653 2202 206 030°
Bl 1| Tiorese | a7 agse — 361762t | 907 2995 —325 7055 | 365 258° 923 1248 5 :
B8 i 457 3556 I o —177 3926 or 915 06252
: 1 184 4516 - 278 355 706 11 257 74058 —1 6 .
R 1| —434 ‘;Z;m 387 38212 120 32418 | 491 23‘{23 —141 0602 | 210 896 1;]8 25492 sa7 3890
Rt h v 112 1892 — 213 G20 491 ! —083 19623 147 47724 5 701 1371
— 355 51324 107 78250 h 241 66417 — 488 29047 : —983 17423 491 59323
R128 1 202 9 82 —859 05871 - 3 290 794 96747 593
— 92560 116 110100 584 015% _1 95 — 483 34247 241 17
R256 ) 0 ~118 5131456 - 16 828 175 19295 241 664
1 [179 56610 | 134 8105200 [612 19?239] 5]3%(1; g’45135?) 681 417189 102 879190 “élﬁ 235:;‘ 584 015%
‘ 31 [—234 04757] | 349 87297 983 0893 341 074189 -
o e [—28108237°] | 116 33137
Tab. 3.
B? 1| —151 400! B
R 134 7722 —65 2 :
- —408 244! 235 6083 . 8 0054 205 8493 —324 3243 3
R 1 30 3 —310 506 894 1215 368 646 23 3
fe | 1| lassors | 560 3061 Taloam | eosoact | osanamn | 1sodiar TTia 016 | 560 y1as
— 569 36612 : , — 626 78411 a - 866 7145
R | 1| s |3 201 73613 | 480 4353 156 41412 195011t
339 155% ; 5 —177 20924 - 5011 751 19311
g;‘:ﬁ 1 58693425 | 117 36851 __3;? gg?:g 230 82847 213 38148 (l;% ;‘igj‘; 145 29924 | 564 29128
R256 1 [116 01051] 137 818102 [—34'; 741145 532 816?4 141 892986 499 74397 - 929 09247 318 42447
. - > L 1 | 283 89318° — 9246 307192 179 695195 — 346 058 101 39495
805 952378 [—413 612%84] | 322 905990 340 965192 102 807190
=2 909 [—357 852385] | 105 693380




Uvedeny postup mizeme, je-li to vyhodné&j&i, aplikovat pfipadné na rovnici
reciprokou k rovnici (1)

P¥iklad 2. Déna rovnice
8 4+ 0,227 -+ 7,65x% — 0,925 + 37,92¢ — 0,92% + 36,922 — 1,1z + 30,256 =0,

kterda ma vesmés komplexni koteny. Uréeme jeji kofeny tak, aby koeficient
u linedrniho élenu kvadratickych rovnic, jimZz tyto ko¥eny hovi, mél alespoii
dvé cifry ptesné. ,

Vypotty provadénymi pouze logaritmickym pravitkem a pouzitim tabulky
¢tverc éisel 1—1000 obdrzime pro koeficienty rovnice R2?, R4, ..., tabulku 1.

Béhem vypodtu se rovnice R® rozitépila. Pii tom koeficienty druhé &éasti
(48823, — 90423, 13924, — 10324, 491%%) maji od stiedniho na obé strany pii-
-blizn& stejné absolutni hodnoty a kromé toho koeficient druhy a &tvrty je
piibliZzné roven dvojnidsobku prvniho a koeficient tieti trojnasobku prvniho.
AvSak rovnice x*— 2z% 4 322 — 22 + 1 =0 se pfi vypoltu Graeffeovou
metodou neméni a jeji oba pary kofend maji absolutni hodnoty rovné I.
Volime-li r;, = r,, obdrzime z tabulky 1:

512_____» . 256 e
338 . 1018° 316 . 10189
¥y =Ty = Vﬁ;—l%—mlw = 1,000..., 7r3= l/m3§~ = 2,458 ...,
256
ry = |/964 .10% = 2,236 ...,
takze U ~ 0,111.

Podle pravidla 1 bylo by nejlépe volit 4 = 1; ale abychom uréili jednoznaéné
kvadratické rovnice pro viechny koteny, budeme volit » < 0,111 a tedy ¥adu
p = — 1. Z relace (28) plyne K = 1 (p, = p, = p; = p, = 0). Podle pravidla
2 za ptedpokladu p = 2 obdrizime k£ = 6, t. zn., volime-li 4 = 1, je tfeba
koeficienty rovnic R2?, R ... potitat na 7 cifer. Vypodet viak stadi provést
na 6 cifer, nebot v tomto piipads, pii volbé 1 = 1, &isla 7, budou mit vesmés
chyby ©.107% (0,1 < @ < 1) a potet spravnych cifer bude 5. Chyby &sel
7? jsou po Fadé mensinez 2.0.1074 2.6.107% 4,5.60.107%, 4,92.60.1074,
¢ili vesmés mensi nez 0,5 . 10-3. Zaokrouhlime-li &isla 2 na t¥i desetinna mista,
budou mit jisté 4 cifry spravné. Da se tedy v pfipadé, Ze poéitdme na 6 cifer,
odhadnout poc¢et u spravnych cifer tak, Ze je u ~ 3. V tabulce 2 jsou koeficien-
ty rovnic R2, R4, ... uvedeny. .

Rovnice R3?*? se rozpadla ve dvé rovnice 4. stupné; koeficienty druhé
z t&chto rovnic maji tytéZ vlastnosti jako koeficienty druhé rozstépené rov-
nice B¢ v tabulce 1, jak plyne z toho, Ze dvojnasobek resp. trojnasobek prvni-
ho koeficientu 241 66447 je 483 32847, resp. 724 992%, takZe, polozime-li r, =
= r,, obdrzime

r; = 73 = 1,00000, 72 = 499999, 72 = 6,05002.
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Transformaci = y + 0,1 obdrZime rovnici
y® + y7 + 8,07y® 4 3,788y5 -+ 38,611 5y* + 14,324 26y - 38,906 545y |-
+ 6,404 611 2y - 30,511 888 68 = 0 .

P¥i jejim YeSeni metodou Graeffeovou obdrzime tabulku 3. Rovnice R32 se
roz§tépila ve dvé rovnice 4. stupné, z nichz u prvni postup skondéil u rovnice
R128 5 u drubé u R2%¢. Z tabulky 3 obdrzime

0} = 0,910003, o3=1,11000, gf = 481002, o} = 6,27994.
Pro koteny dostdvame kvadratické rovnice
z% — 0,999 97x 4 1,000 00 = 0, 2 -+ 1,000 00z + 1,000 00 = 0,
a2 — 1,999 Tx 4,999 99 = 0, z* -+ 2,199 2z -+ 6,050 02 = 0,
které dobfe odpovidaji rovnicim s pFesnymi koeficienty
2—x+1=0, 224+2+1=0,
x*?—2x 4+ 5=0, 2?2+ 22x -+ 6,05=0,

a je dokonce y = 4 a v = 5.
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PezoMme

K OJJHOMY METONY PEMIEHUA AJTEBPAMYECKUX
VPABHEHNI C MHOTMMU [TAPAMM MHUMBIX KOPHEN
110 METOY I'PED®E

BJAJUMHUP T'OPAR (Vladimir Horsgk), Bpwo.
(IMocrynumo B pegaxuuio 6/X 1956 r.)

Iycrs (1) -anrebpandeckoe ypaBHenne (¢ BeMecTBeHHEIM I KO QPuIIeRTaME)
2n-0 CTeNeHH ¢ OAHUMH MHUMEIMM KOPHAMY (BellleCTBEHHEIE KOPHE HE MMEIOT
BIUAHNA Ha pPe3yJbTarsl), a0COIIOTHRIE BEJHYUHBI KOTOPHIX 7, 7g, ..., Iy
Ecnu pasnoskurs (1) I0 cTeeHAM DepeMeHHOH y =& — u UM 4 = X —+ U
(u-BelecTBeHHOE) M eciid abCOMIOTHBE BeIWYMHEL KOPHEH HOBOTO YpaBHEHU:
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(6) OYAYT 01, 02, - - -y Ony TO ROPHE ypaBHeHusi (1) MoskHO BBHIOpPATH M3 KOpPHEH
72 KBaJpPaTHBIX ypPaBHEHUII

02 — 72 — u2 1o
:c2+‘—”—A——,t:~#—x.—}—r§=.0;p,q=1,2,...,n (I)

B reopemax 1, 4 m B ciefcTBUAX NOCTeLHEH ONpegeIeHE! JOCTATOYHbIE YCI0-
BUA J7iA wmedla %, 9ro6sl m3 cuereMsl (I) MOMKHO OBIIO OJHOBHAYHO BHOPATH
YpaBHeHMH, KODHU KOTOPHX YIOBIETBOPAIOT ypaBHeHuio (1), u ypaBHeuus,
KOPHM KOTOPBIX He YIOBICTBOPAT ypaBueHio (1).

Ecmu Brraucnnrs abcoloTHbBIC BeJMYMHBL KOpHEH ypaBHeHuil (1) u (6) mo
merony I'pedde ma ¢ 3HarkoB, MOKHO % BHOpaTh 110 npaBuiy 1 Tax, uToGH
ypaBHeHHe, KOTOpoe MBL IIoyunm U3 ypaBHeHus (6), sarpyrisg ero koaddu-
IMeHTH Ha ¢ nudp, OTIHYAJUCh 0T ypaBHeHudA (1) m TosRe 0T ypaBHeHHA
(y +u)"=0. '

B Bmipaskenmax (29) ompefesieHsl 4ucia g M ¥ BepHHX nudp (ompegene-
Hue 2) Ko3PPUUUMEHTOB TUHEIIHOTO 1 aBCOMIOTHOTO WIEHOB KBAJ[PaTHHIX ypas-
HeHMH, cciim  abCoOTHBIe BeJIMUYMHBL 7; uMeloT Ak BepHBIX nudp. Yumemo
wudp, 10 KOTOPOro MBI BHUKCAAEM KodQuuucHTs ypaBHeHuil K2, R4, RS, ..,
eIy IaBO 4, MOJKHO OIPEJe/NTh 10 npasuiay 2. NOJ BHYUUCICHMA Oulucal
B lIocJIeJHCM IIpaBuIe. : '

Zusammenfassung

ZU EINER LOSUNGSMETHODE DER ALGEBRAISCHEN
GLEICHUNGEN MIT VIELEN KOMPLEXEN WURZELPAAREN
NACH DEM GRAEFFESCHEN VERFAHREN

VLADIMIR HORAK, Brno.
(Eingegangen am 6. Oktober 1956.)

Es sei (1) eine algebraische Gleichung (mit reellen Koeffizienten) 2n-ten
srades mit durchwegs komplexen Wurzeln (die reellen Wurzeln haben keinen
Einfluss auf die Allgemeinheit), welche die absoluten Betrige »,, 7,, ..., 7,
haben. Wenn man (1) nach den Potenzen von y =2 — » oder y =z + u
(u reelle Zahl) entwickelt und wenn g,, 0, ..., 0, die absoluten Betrage der
Wurzeln der neuen Gleichung (6) sind, dann kann man die Wurzeln der Glei-
chung (1) aus den n2 quadratischen Gleichungen

x2+“—‘~;—?—b—x+7‘§:0; p:qz ::—)7"-:n . (I)

auswahlen.
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In den Sitzen 1, 4 und den Folgerungen des Satzes 4 sind hinreichende
Bedingungen fiir die Zahl » enthalten, damit man aus dem System (I) die
Gleichungen, deren Wurzeln die Gleichung (1) erfiillen, und die Gleichungen,
deren Wurzeln die Gleichung (1) nicht erfiillen, auswihlen kann.

Wenn man die absoluten Betrége r; und p; der Wurzeln nach dem Graef-
feschen Verfahren auf ¢ Ziffern ermittelt, kann man die Zahl » nach der Regel
1 so wihlen, dass sich die Gleichung, welche aus der Gleichung (6) durch
Abrunden ihrer Koeffizienten auf ¢ Ziffern entsteht, von der Gleichung (1)
und auch von der Gleichung (y 4 )" = 0 unterscheidet.

In den Formeln (29) ist die Anzahl 4 und » der richtigen Ziffern (Definition 2)
der Koeffizienten des linearen und absoluten Gliedes der quadratischen
Gleichungen bestimmt, wenn die absoluten Betrage r; k richtige Ziffern haben.
Die Anzahl der Ziffern, auf welche man die Koeffizienten der Gleichungen
R2, R4, ... ausrechnet, wenn u gegeben ist, bestimmt man nach der Regel 2.
Das ganze Verfahren ist in der letzten Regel zusammengefasst.
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