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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

POZNÁMKA K TEORII (2i5)-INTEGRÁLU 

FRANTIŠEK ZÍTEK, Praha . 
(Došlo dne 15. února 1958) DT: 517.6 

Výsledků obsažených v práci [1] je využito k odvození podmínek 
(BB)-integrability náhodné funkce intervalu. 

1. Úvod a shrnutí. V práci [4] jsme zavedli pojem náhodné funkce intervalu 
s nezávislými přírůstky a pojem (J5i?)-integrálu takové funkce. Při studiu pod­
mínek (iJI?)-integrability byla tam v § 5 dokázána věta 15 udávající nutné a po­
stačující podmínky (J?iJ)-mtegrability dané náhodné funkce X definované 
v intervalu K, za předpokladu, že X je na K spojitá v 0.1) 

H. BERGSTEOM studoval v [1] podmínky existence limitních zákonů rozložení 
součtů nezávislých náhodných proměnných a dokázal některé věty, jichž lze 
využíti k odvození podmínek (I?I?)-integrability náhodné funkce intervalu po­
dobně, jako jsme v [4] využili .vět uvedených v § 25 monografie [2]. Místo 
poměrně složitých podmínek věty 15 z [4] dostaneme tak jednu podmínku jed­
nodušší, ovšem s přihlédnutím k dalšímu předpokladu (b). Bez zajímavosti není 
ani důsledek pomocné věty z odstavce 2, resp. jejího zobecnění; je uveden 
v odstavci 4 a týká se souvislosti (I?i?)-integrability s existencí (i?i?)-integrálu. 

2. Pomocná věta. Provedeme si nejprve některé pomocné úvahy z teorie 
Burkillova integrálu, které nám později poslouží při důkazu naší hlavní věty. 
Budiž K konečný interval v R = (— co, co) a budiž /(/, x) konečná reálná 
funkce intervalu definovaná pro I c K, xeR. .Řekneme, že Burkillův integrál 
ff(I, x) konverguje stejnoměrně vzhledem k x e R, jestliže pro libovolnou po-

K 

sloupnost {@n} dělení intervalu K splňující v(@n) ~> 0 platí 

lim 2 f(I,x) = ff(I,z)<aD (1) 
n-*co l€&n K 

stejnoměrně vzhledem k x € R. 

Podmínku stejnoměrné konvergence integrálu //(/, x) lze vyjádřiti též 
K 

tímto ekvivalentním způsobem (srv. [3], 3.6): 
x) Znalost práce [4] se v tomto článku předpokládá, a proto bez rozpaků používáme 

pojmů i označení, které jsme v [4] zavedli. 
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Ke každému kladnému e exintuje kladné ň takové, že pro libovolná dv> dě­
lení Bx a£r2intervalu K splňující v(í/l) *.', A a r(í/l

t) * \ h platí 
S U P | 2 / ( / , x ) V /(/,•)!• ,;. (*) 

Lemma. Jestliže Burkillův integrál //(/, ,r) hmvrrgujv stejnoměrně vzhkdem 

k xe S, pak pro každý interval J c K integrál //{/, *r) rorntí kůfwergmjě utejnth 
j 

měrné vzhledem k xe R. 
Důkaz. Budiž e > 0, najdeme takové d • o. aby pro každá úxv dělení 

intervalu K s normami menšími než t) platilo (2). Budiž J libovolný interval 
J c K a budtež 2fx a Sg dvě dělení intervalu J H normami menšími no/* rt. Dělení 
^ i a ď2 doplníme na dělení 3X resp. i/* celého intervalu A" tak, aby se jejích 
normy nezvětšily; přitom v intervalech tvořících rozdíl K - J (které mohou 
být i prázdné), doplňujeme obě dělení týiniz intervaly. Pro dělení í/\ a i/\ platí 
tedy (2), avšak 

2 /(f,.r) V / ( / , x ) > m 
i*9x-&i' 'fj, 'J; 

takže skutečně 
sup 1 2 /(/,.*) .1 /(/.-•)" • '•• w 

c. b. d. 

3. Hlavní věta. Budiž K koneěný interval v A\ budiž X náhodná funkci© 
intervalu s nezávislými přírůstky definovaná v A", Označíme F(t, x) dtafcríbtiěiii 
funkci náhodné proměnné X(I) a pro 0 •:[ // < VJ položíme pak 

Jfy(I,1?)« / x><\F[l,x), } . 1 , 2 . (ft) 
1*1* n 

Symbolem E(x) označíme distribuční funkci náhodné proměnné F{Ci|t »ymbo» 
lem <P(a?) označíme distribuční funkci normální, tj. 

*(«) v ! f<- *•<»'• («) 
l'2-T j 

O náhodné funkci X budeme v tomto odstavci stále předpokládat, že splňuje 
následující dvě podmínky: 

(a) funkce X je spojitá v 0, tj* platí 
lim, F(I, x) ~ Ĵ (*K) (7) 

|X|-+0 

stejnoměrně vzhledem k l e Kf) 
(b) pro každé konečné kladné t] existuje konečný hornf Burktll&v Integra 

f\Mx(I, r})\ • : -rj . (H) 
j$r 

2) Konvergencí distribučních funkcí rozumíme obvyklou konvergenci v pmímuM,. 
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P o z n á m k a . Je zřejmé, že podmínka (b) je splněna např. vždy tehdy, jest­
liže náhodné proměnné A*(/) mají symetrické (okolo nuly) zákony rozložení; 
staří dokonce, aby tato podmínka byla splněna jen pro dostatečně malé inter­
valy / c A\ V tomto případě bude ovšem Mt(I9 TJ) = 0 pro každé rj < oo, 
a tedy (8) platí, neboť integrál je roven nule. 

Každé distribuční funkci F(I, x) a kladnému ňíslu o pak přiřadíme tzv. 
WeiorfttraHSOvu transformaci F„(I, x) vzorcem 

•Ê) F9(I, *) - F(l9 x) * * £ | , (») 

(používáme přitom obvyklé značky * pro označení konvoluce dvou distri­
bučních funkcí). Položme nyní 

x 
H„(I,x) ,= Fa{I,x) - Ф , 

a i (10) 
[F(I,x) ß(x)] * Ф 

. ) • 
Funkce #„(/, #) je pro každé a > 0,1 L A\ rozdílem dvou distribučních funkcí, 
tedy funkci s omezenou variací, a platí • 1 < 11^(1, x) <£ I pro všechna 

Nyní již mMeme vysloviti svou hlavní větu vyjadřující podmínky (BB)~ 
integrability funkce X v intervalu K za předpokladu, že X splňuje podmínky 
(a) a (b): 

Větm. Nutnou a postaiujicl podmínkou (BByintegrability funkce XvK jest, aby 
pro Midi ® > O Burkillův integrál 

£HM>*) (») 
kmmrgmml stejnoměrně vzhledem k X€ R. 

Důkaz. I. Ukážeme si nejprve nutnost této podmínky. Je-li tedy X (BB)-
intagrabilnf v A", pak ovšem existuje í (BB)-fX. Budiž {Bn} libovolná po-

x 
sloupnost dělení intervalu A" splňující podmínku v(3n) -> 0. Nechť délení 3n 

se skládá % intervalů Vf\ /J[*\ ..•, lf\ Položfme-li nyní 
F(lf\x) pro l :;k<kň9 

**<*;*) - M{x) p r o k n < k , 

pak tyto distribuční funkce Fk(n; x) tvoři dvojnou posloupnost, která splňuje 
podmínku C0 (a tedy také podmínku C) práce Bergstromovy (srv. [1], § 10)> 
ťi olaťf 

lim Fk(n;x) -= E(x) (13) 

stejnoměrně vzhledem ke k; to plyne z předpokladu (a). Kromě toho je tato 
posloupnost také centrovaná, tj- platí vzorec (10.4) práce Bergstromovy, což je 
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důsledkem předpokladu (b). Podle Bergstromovy věty 17.1 pak ovšem po­
sloupnost funkcí 

hkn(n,x) = f[Fj(w,x)^E(x)] (14) 

je cauchyovská ve íV-normě, tj. platí pro každé a > 0 

sup fâ 
x\ U{ ,x)*Ф\-\-f01Jm,x)*Ф\- < e (15) 

jakmile n a m jsou dostatečně velká. V našem označení je však (15) ekviva­
lentní se vztahem 

sup | 2 HV(I9 x) - 2 H0(I9 x)\ -> 0 (16) 

platným pro každé a > 0, takže pro každé a > 0 existuje limita 
lim 2 Ha(I, x), (17) 

a to stejnoměrná vzhledem k x e R. Zbývá již nyní jen ukázati, že tato limita je 
nezávislá na konkrétní volbě posloupnosti dělení 3fn. To se však již snadno 
provede obvyklým způsobem: vezměme dvě takové posloupnosti {@n} a {S^} 
splňující v(2n) ~> 0, v(ďn) -> 0. Pro obě existují (stejnoměrně vzhledem 
k X€ R) limity (17). Utvoříme kombinovanou posloupnost {@n} tak, že polo­
žíme íítt-2 = &í> S2fc = £2% pro k = 1, 2, . . . Platí zřejmě opět i>(©n) -> 0, 
a tedy i vztah obdobný (16), z toho vsak již vyplývá rovnost obou limit. Doká­
zali jsme tak skutečně stejnoměrnou konvergenci integrálu (11). 

II. Předpokládejme nyní naopak, že podmínka věty je splněna, máme pak 
dokázati, že pro libovolný interval J c K existuje integrál (BB)-fX. Budiž 

J 
tedy J libovolný takový interval, v důsledku pomocné věty, kterou jsme si 
dokázali v odstavci 2, konverguje také integrál fHa(I, x) stejnoměrně vzhledem 

j 

k x € R, a to pro každé kladné a. Budiž {2n} libovolná posloupnost dělení 
intervalu J, klademe opět Bn — {P"\ ..., IfJ}, rovněž funkce Fk(n; x) a,fokn(n, x) 
definujeme analogicky jako v prvé části důkazu. Posloupnost {fokn(n, x)}nxi je 
v důsledku stejnoměrné konvergence integrálu fHff(I, x) opět cauchyovská 

j 

ve W-normě, takže odtud plyne i existence limity konvolucí 
lim F(If\ x) * ... * F(Iíg x) = G(J, x) (18) 

s limitní distribuční funkcí G(J, x), zřejmě nezávislou na volbě dělení @n. Exis­
tuje tedy (I?JS)-integrál náhodné funkce X v intervalu J, c. b. d.; G(J, x) je pří­
slušná distribuční funkce. 

4. Důsledky. Jak vyplývá z důkazu naší věty, stačí k zaručení stejnoměrné 
konvergence integrálu (11) již existence (BB)-integrálu náhodné funkce X 
v intervalu K. Odtud vyplývá bezprostředně tento zajímavý 

m 



Důsledek. Za předpokladu splněni podmínek (a) a (b) je existence integrálu 
(ĚB)-fX nutnou a postačující podmínkou (BB)-integrability náhodné funkce X 

K 

v intervalu K. 
Jak jsme si ukázali v [4], § 6, není obecně (i?i?)~integrabilita důsledkem 

existence (i?i?)-integrálu; náhodná funkce uvedená v § 6 práce [4] jako proti­
příklad nevyhovuje ovšem podmínce (a). Předpoklad (b) však přitom splněn je, 
neboť všechny příslušné náhodné proměnné mají symetrické zákony rozložení, 
protože jejich charakteristické funkce jsou vesměs reálné. 

Dá se však ukázati, že podmínka (b) není zde podstatná a že ji lze vypustit. 
Lemma dokázané v odstavci 2 lze totiž bezprostředně rozšířiti i na komplexní 
funkce intervalu a na případ, kdy x probíhá libovolnou množinu v R (viz též 
[6]). Platí tedy 

Věta. Budiž X náhodná funkce intervalu definovaná v intervalu K, spojitá v 0. 
Nechť existuje (BB)-fX. Potom jeXvK (BB)-integr obilní. 

K 

Důkaz. Budiž ip(I, s) příslušná y-funkce náhodné funkce X. Ježto 

(BB)-fX^Blim 2 -ZW}) (19) 

pro libovolnou posloupnost {Bn} dělení intervalu K, pro kterou v(S&n) -> 0, a ná­
hodné proměnné X(I(

3
n)) jsou v důsledku spojitosti funkce X nekonečně malé 

(srv. [2], [4]), je nutně (BB)-fXt 3c (viz [2], § 24). Pro každé s e R tedy existuje 
K 

konečná limita 
lim 2 W(If\ s) = ]>(/, 8), (20) 

a dokonce (srv. [5], věta 3, str. 199) Burkillův integrál (20) konverguje stejno­
měrně vzhledem k s v každém konečném intervalu c R. Podle našeho lemmatu 
konverguje tedy takto lokálně stejnoměrně také integrál fy(I> s) pro libovolný 

j 

interval J c K. Odtud však již vyplývá (iíií)-integrabilita funkce X v K, c. b. d. 
Poznámka. Je celkem zřejmé, že také (BB)-fXedc pro libovolný interval 

J 

J c K, takže neurčitý integrál je pak funkcí typu ID. 
5. Závěrečné poznámky. Je zřejmé, že předpoklad (a) ve větě odstavce 3 je 

zbytečně silný, neboť, jak plyne z Bergstrómových výsledků, stačí, aby místo 
podmínky CQ — odpovídající předpokladu (a) —- splňovaly distribuční funkce 
Fk(n9 x) definované vzorci (12) jenom slabší podmínku C. Tímto případem se 
však zde již nebudeme zabývati; vrátíme se k němu ostatně na jiném místě při 
studiu jiných, slabších druhů spojitosti náhodných funkcí intervalu než je spo­
jitost v 0, tak jak jsme si ji zavedli v [4]. 

Podmínka stejnoměrné konvergence integrálu (11) vyjadřuje, jak jsme se 
o tom již zmínili, cauchyovskost ve W-normě posloupností funkcí {/0fc (%, #)}. 
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Jestliže místo této podmínky použijeme ekvivalentní s ní podmínky vyjádřené 
tev. Qjtf-konvergencí posloupností {fokn(n, x)} (srv. [1], § 9, věta 9.4), dostaneme 
podmínky (existence Burkillova integrálu funkce H(I, x) = F(I, x) .— E(x) 
a podmínky pro funkce M§(I, r\), j = 1, 2) zřejmě příbuzné podmínkám věty 15 
z [4], resp. analogických existenčních vět odvozených z vět § 25 monografie [2], 
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Резюме 

ЗАМЕТКА К ТЕОРИИ (^Б)-ИНТЕГРАЛА 

ФРАНТИШЕК ЗИТЭК (ГгаШлвек т е к ) , Прага 

(Поступило в редакцию 15/11 1958 г.) 

Опираясь на результаты Г. Берггптрема (см. [1]), автор выводит одно 
необходшмо© ж достаточное условие (1Ш)-интегрируемости случайной 
футэднн интервала (см. [4]). 

Предположим, что изучаемая случайная функция X удовлетворает основ­
ным условиям (7) (равномерно для I с К), ( = непрерывность в 0 на К) 
т (в) (дан всех ^ : 0 < ^ ' < о о ) , где Ж(1, х)—- функция распределения 
случайной величины Х(1) и функция Мх(1, у) определена в (5). Тогда 
справедлива следующая 

теорем». Случайная функция X (ВВ)-интегрируема в К тогда и только 
тоеда, когда для людого а > 0 интеграл Вэркилла (11) сходится равномер­
но для х^ Ш = (~-оо, со). 

Здесь Н^!, х) — функция, определенная через (10), (9) и (6). Под равно­
мерной сходимостью интеграла Вэркилла (вещественной) функции /(/, х) 
мы разумеем, что (1) имеет место равномерно для хеИ, или, что вынолня-
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eTCfl (2) ftjiH JIIOÔHX AByx pa36neHHH @lf .@2 HHTepBana K, ecjiH TOJIBKO HopMH 
3THX JlByX pa36HeHïïïï ffOCTaTOHHO MaJIBÏ. 

H3 AOKasaTejXLCTBa Hameiï TeopeMti BHTeKaeT cJieftyioinee (CM. [4], § 6) 
cue^CTBiie. ECJIU X ydoejiemeopuem OCHOSHUM ycjioeustM (7) u (8), mo X 

(BB)-unmeepupyeMa e K moeda u mojitKO mozda, K02da cyiuecmeyem (BB)-fX, 
K 

flajiee oRHaKo yKasHBaeTCH, HTO ycjiOBue (8) 3ji,ecB MOHUÏO onycTUTB, TaK 
HTO ecJiH X yflOBJieTBopaeT (7), TO yjne H3 cyniecTBOBaHim (BB)-fX cJiejiyeT 

K 
H (jBJ5)-HHTerpHpyeMOCTL X B K. 

R é s u m é 

UNE REMARQUE SUR L'INTÉGRALE-(SB) 

FRANTlSEK Zf TEK, Praha 

(Reçu le 15 février 1958) 

En s'appuyant sur les résultats obtenus par M. H. BEBGSTROM (voir [1]), 
Fauteur établit une condition nécessaire et suffisante d5intégrabilité-(i?I?) d'une 
fonction aléatoire d'intervalle (voir [4]). 

On suppose que la fonction aléatoire X considérée soit continue en 0 sur K 
(condition (a)) et qu'elle satisfasse à (8) pour tout r\9 0 < r\ < 00 (condition (b)); 
la fonction MX(I9 rj) étant définie par (5) où F(I9 x) désigne la fonction de 
répartition de la variable aléatoire X(I). Dans ces conditions, le théorème 
suivant a lieu: 

Théorème. La fonction aléatoire d'intervalle X définie dans K y est intêgrable-
(BB) si et seulement si pour tout a > 0 Vintégrale de Burhiïl (11) converge unifor­
mément par rapport à x e B. 

La fonction Hff(I9 x) est définie par (10), (9) et (6). Par la convergence uni­
forme par rapport à xe B = (— 00, 00) de l'intégrale de Burkill d'une fonction 
(réelle) d'intervalle / ( / , x) on entend le fait que (1) a lieu uniformément par 
rapport à x e R, ou bien que pour toute paire de partitions Bx, ^ 2 de l'intervalle K 
en question et dont les normes sont suffisamment petites, on a (2). 

Comme une conséquence directe de la démonstration de ce théorème on ob­
tient le suivant (cf. [4], § 6) 

corollaire. Sous les conditions (a) et (b), X est intégrable-(BB) dans K si et 
seulement si Vintégrale (BB)-fX existe. 

K 

Ensuite on montre cependant que la condition (b) n'est point nécessaire et 
qu'il suffit de (a) seul pour garantir l'équivalence de l'intégrabilité-(BjB) de X 
dans K avec l'existence de l'intégrale en question. 
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