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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K TEORII (BB)-INTEGRALU

FRANTISEK ZITEK, Praha .
(Doslo dne 15. tinora 1958) DT :517.6

Vysledkt obsaZenych v pl"é,ci [1] je vyuZito k odvozeni podminek
(BB)-integrability ndhodné funkce intervalu.

1. Uvod a shrnuti. V praci [4] jsme zavedli pojem ndhodné funkce intervalu
s nezdvislymi pfirtstky a pojem (BB)-integralu takové funkece. P¥i studiu pod-
minek (BB)-integrability byla tam v § 5 dokdzana véta 15 uddvajici nutné a po-
stadujici podminky (BB)-integrability dané ndhodné funkce X definované
v intervalu K, za pfedpokladu, Ze X je na K spojitd v 0.%)

H. BergsTrOM studoval v [1] podminky existence limitnich zakont rozlozeni
soudtd nezavislych ndhodnych proménnych a dokdzal nékteré véty, jichz lze
vyuziti k odvozeni podminek (BB)-integrability ndhodné funkce intervalu po-
dobné, jako jsme v [4] vyuzili vét uvedenych v § 25 monografie [2]. Misto
pomdrng slozitych podminek véty 15 z [4] dostaneme tak jednu podminku jed-
nodussi, oviem s prihlédnutim k dalsimu pfedpokladu (b). Bez zajimavosti neni
ani dtsledek pomocné véty z odstavee 2, resp. jejtho zobecnéni; je uveden
v odstavei 4 a tyka se souvislosti (BB)-integrability s existenci (BB)-integralu.

2, Pomocna véta. Provedeme si nejprve nékteré pomocné tvahy z teorie
Burkillova integralu, které ndm pozdéji poslouzi pfi dikazu nasi hlavni véty.
Budiz K koneény interval v R = (— oo, c0) a budiz f(I, ) konedns redlna
funkee intervalu definovand pro I c K, zeR. Rekneme, %e Burkillay integral
[f(Z, x) konverguje stejnomérné vzhledem k x ¢ R, jestlize pro libovolnou po-
K

sloupnost {2,} déleni intervalu K spliiujici »(2,) — 0 plati
lim 3 f(I,2) = [f(I,®) < ()

n—wo IeZy,

stejnomérné vzhledem k z ¢ R.
Podminku stejnomérné konvergence integrdlu [f(I,z) lze vyjadriti téz
£

timto ekvivalentnim zpasobem (srv. [3], 3.6):

1) Znalost préce [4] se v tomto ¢éldnku predpoklddd, a proto bez rozpakl pouZivdme
pojmi i oznaceni, které jsme v [4] zavedli.
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Ke kazdému kladnému e existuje kladné o takové, Ze pro libovolnd dve dé-
leni 2, a 2, intervalu K splitujici »(Z,) << 8 a »(Zy) <= o6 plati

sup lZ ) - Z ) <. (2)
Lemma JestliZe Burkzlluv zm‘egml g i I x) konverguje stejnomérné vzhledem
k xe R, pak pro kaZdy interval J c K integrdl )f f1, x) rooné konverguje stejno-

mérné vzhledem k x ¢ R.

Dukaz. Budiz & > 0, najdeme takové & >> 0, aby pro kazdd dvé déleni
intervalu K s normami mendimi nez § platilo (2). Budiz J libovolny interval
J c K abudtez 9; a 2, dvé déleni intervalu J s normami mensimi nez 6. Déleni
9, a 9, doplnime na d8len{ Z, resp. 2, celého intervalu K tak, aby se jejich
normy nezvétsily; piitom v intervalech tvoticich rozdil K — J (které mohou
byt i prazdné), dopliiujeme obé déleni tymiz intervaly. Pro déleni &2, a &, plati
tedy (2), aviak

flx)y= 2 [z, (3)
Ie G -Gy Teisy - Py
takZe skuteéné ‘
sup | 2, fil, @) — 2, f(l, %) < &, 4)
zeR Tey' Ie 2y

c. b. d.

3. Hlavni véta. Budiz K koneény interval v R, budiz X ndhodna funkee
intervalu s nezdvislymi p¥iristky definovand v K. Oznadime F(/, o) distribuéni
funkei nahodné proménné X(I) a pro 0 << n < o poloZime pak

M,y = [2dF(l,z), j=1,2. (5)
@] <n
Symbolem E(z) oznaéime distribu¢ni funkei ndhodné proménné 17{0}, symbo-
lem &(x) oznadime distribuénf funkei normélni, tj.

E
1 “
D Y » T dt . 8
® = f ‘ )

o

O ndhodné funkei X budeme v tomto odstavei stile predpoklidat, Ze splitnje
nédsledujici dvé podminky:

(a) funkee X je spojité v ¢, tj. plati
lim F(I,x) == E(x) (7)

T[>0
stejnomérné vzhledem k I ¢ K;?)
(b) pro kazdé koneéné kladné n existuje konedny horni BurkillGiv integrd

I{!-Ml(l: )| < . (8)
%) Konvergenci distribu¢nich funkef rozumime obvyklou konvergenci v podsgaté,
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Pozndmka. Je zfejmé, Ze podminka (b) je splnéna nap¥. vidy tehdy, jest-
lize ndhodné proménné X(/) maji symetrické (okolo nuly) zdkony rozloZeni;
statl dokonee, aby tato podminka byla splnéna jen pro dostatedné malé inter-
valy / < K. V tomto piipadé bude oviem M (I,7) = 0 pro kazdé n < oo,
atedy (8) plati, nebot integral je roven nule.

Kazdé distribuéni funkei F(Z, x) a kladnému &slu o pak ptitadime tzv.
Wewmtmmmu transformaci F, (I, x) vzorcem

F I, xy = F(I,2) *® (g-) , ()

(pouzivame pritom obvyklé znatky * pro oznateni konvoluce dvou distri-
buénich funkei). Polozme nyni

(10)
| F(Lx) - Bz)] * ® (g) :

Funkee H,(I, ) je pro kazdé ¢ > 0, I ¢ K, rozdilem dvou distribuénich funkei,
tedy funkei s omezenou variaci, a plati — 1 < H,(I,z) <1 pro viechna
vekR o >0, [c K.

Nyni jiz maZeme vysloviti svou hlavni vétu vyjadiujicf podminky (BB)—
integrability funkee X v intervalu K za ptedpokladu, Ze X spliiuje podminky
(&) & (b):

Véta. Nutnou a postadujict podminkou (BB)-integrability funkce X v K jest, aby
pro kaZdé o > 0 Burkilltww integrdl

J H,(I, x) (11)

konvergoval stejnomérné vzhledem k x € R.

Dikaz. I. U ka/vmo si nejprve nutnost této podminky. Je-li tedy X (BB)-
integrabilni v K, pak oviem existuje i (BB)- f X. Budiz {2,} libovolné po-

sloupnost déleni intervalu A splitujfef podminku ¥(2,) > 0. Necht déleni 2,
se sklddd z intervalt 1YV, 1§V, ..., 1}, PoloZime-li nynf

FIP, x) pro 1 <k <k,,

(12)
" E(x) pro k, <k,

F.(n; x) =
pak tyto distribuéni funkee F.(n; x) tvoif dvojnou posloupnost, kterd splituje
podminku (', (a tedy také podminku C') prace Bergstrémovy (srv. [1], § 10),
tj. plati

lim Fy(n; x) — E(x) (13)
stejnomérnd vzhledem ke 4; to plyne z predpokladu (a). Kromé toho je tatp
posloupnost také (,mlmmna, tj. plati vzorec (10.4) prace Bergstromovy, ¢0% J©
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disledkem predpokladu (b). Podle Bergstrémovy véty 17.1 pak oviem po-
sloupnost funket

k-n
fo (12 2) = 3 [F (5 2) — (&) (14)
i=
je cauchyovskda ve W-norms, tj. plati pro kazdé ¢ > 0
7 z
i‘:}; fora(n, ) * (&‘) — foxn(m, ) * ('(;)l < e ) (15)

jakmile z» a m jsou dostatedné velkd. V naSem oznaleni je viak (15) ekviva-
lentni se vztahem
sup | Z H.(I, x) z H, (I ,z)| -0 (16)
zeR IeYn I «Inm
platnym pro kazdé o > 0, takZe pro kazdé o > 0 existuje limita

im > H,(I, =), (17)
n—w Ie Py
a to stejnomérna vzhledem k z ¢ R. Zbyva jiz nyni jen ukazati, Ze tato limita je
nezavislda na konkretni volbé posloupnosti déleni 2,. To se vSak jiZ snadno
provede obvyklym zptisobem: vezméme dvé takové posloupnosti {Z,} a {2,}
spliujfei #(2,) — 0, »(2,) - 0. Pro obé existuji (stejnomérnd vzhledem
k x ¢ R) limity (17). Utvofime kombinovanou posloupnost {2,} tak, Ze polo-
zime Py = Dy, Doy = 9, pro k= 1,2, ... Plati zfejmé opét »(2,) — 0,
a tedy i vztah obdobny (16), z toho v8ak jiz vyplyva rovnost obou limit. Doka-
zali jsme tak skuteéné stejnomérnou konvergenci integralu (11).
IT. Piedpoklidejme nyni naopak, Ze podminka véty je splnéna, midme pak
dokazati, Ze pro libovolny interval J c K existuje integral (BB)-[X. Budi%
7

tedy J libovolny takovy interval, v dusledku pomocné véty, kterou jsme si
dokézali v odstavci 2, konverguje také integral [H,(I, x) stejnomérné vzhledem
J

k xe R, a to pro kazdé kladné ¢. Budiz {2,} libovolnéd posloupnost déleni

intervalu J, klademe op&t 2,, = {I{", ..., I{")}, rovn&z funkce Fy(n; ) a for, (7, &)

definujeme analogicky jako v prvé ¢asti dikazu. Posloupnost {fy (7, %)}iv1 j€

v disledku stejnomérné konvergence integralu [H, (I, z) opét cauchyovska
J

ve W-normé, takZe odtud plyne i existence limity konvolueci
lim F(IIP, z) * ... * F(IiP 2) = G(J, z) (18)

s limitnf distribuéni funkef G(J, ), ztejmé nezdvislou na volbé déleni 2,,. Exis-
tuje tedy (BB)-integradl ndhodné funkce X v intervalu J, c. b. d.; G(J, x) je pii-
slund distribuéni funkece.

4. Dasledky. Jak vyplyvé z ditkazu nasi véty, staéi k zarudeni stejnomérné
konvergence integrilu (11) jiz existence (BB)-integrdlu nahodné funkce X
v intervalu K. Odtud vyplyvé bezprostiedn& tento zajimavy
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Disledek. Za predpokladu splnéni podminek (a) @ (b) je existence integrdlu
(BB)-[X nutnou a postadujict podminkou (BB)-integrability ndhodné funkce X
K

v intervalu K.

Jak jsme si ukédzali v [4], § 6, neni obecné (BB)-integrabilita disledkem
existence (BB)-integralu; nahodnd funkce uvedend v § 6 prace [4] jako proti-
pfiklad nevyhovuje oviem podmince (a). Piedpoklad (b) vSak ptitom splnén je,
nebot viechny ptislusné ndhodné proménné maji symetrické zdkony rozloZeni,
protoZe jejich charakteristické funkce jsou vesmés redlné.

D4 se vsak ukazati, Ze podminka (b) neni zde podstatnd a Ze ji lze vypustit.

Lemma dokdzané v odstavci 2 lze totiz bezprostiedné roz§i¥iti i na komplexni
funkce intervalu a na p¥ipad, kdy « probihd libovolnou mnozinu v R (viz téZ

[6]). Plati tedy

Véta. BudiZ X ndhodnd funkce intervalu definovand v intervalu K, spojitd » 0.
Necht existuje (BB)- [ X. Potom je X v K (BB)-integrabilni.
i

Dukaz. Budiz p(I, s) p¥islu§na yp-funkce ndhodné funkce X. Jezto
(BB)-[X ~ Blim > X(I®) (19)
4 nso Ijme g,
pro libovolnou posloupnost {2, } déleni intervalu K, pro kterou »(2,) — 0, a na-
hodné proménné X(I{) jsou v disledku spojitosti funkce X nekoneén$ malé
(srv. [2], [4]), je nutné (BB)- [X e X (viz [2], § 24). Pro kaZdé s ¢ R tedy existuje
'3

lim O y(I,8) = [y(L,s), (20)

n—soo I ¢ P, k

a dokonce (srv. [5], véta 3, str. 199) Burkilliv integral (20) konverguje stejno-

mérné vzhledem k s v kazdém koneéném intervalu c R. Podle naseho lemmatu

konverguje tedy takto lokalng stejnomérné také integral [y(Z, s) pro libovolny
b

koneénd limita

interval J ¢ K. Odtud v8ak jiz vyplyva (BB)-integrabilita funkce X v X, c. b. d.

Poznamka. Je celkem ziejmé, Ze také (BB)- [X ¢ X pro libovolny interval
J

J c K, takZe neur¢ity integral je pak funkei typu ID.

5. Z4véreéné poznamky. Je ziejmé, Ze predpoklad (a) ve vété odstavee 3 je
zbytedné silny, nebot, jak plyne z Bergstromovych vysledkd, staéi, aby misto
podminky C, — odpovidajici pfedpokladu (a) — spliovaly distribuéni funkce
Fy(n, z) definované vzorei (12) jenom slabsi podminku C. Timto piipadem se
viak zde jiz nebudeme zabyvati; vratime se k nému ostatné na jiném misté p¥i
studiu jinych, slab&ich druh# spojitosti ndhodnych funkei intervalu nez je spo-
jitost v @, tak jak jsme si ji zavedli v [4].

Podminka stejnomérné konvergence integralu (11) vyjadiuje, jak jsme se
o tom jiZ zminili, cauchyovskost ve W-normé posloupnosti funkef {fy. (7, )}
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Jestlize misto této podminky pouZijeme ekvivalentni s ni podminky vyjidiené
tzv. Q M-konvergenci posloupnosti {f,, (n, )} (srv.[1], § 9, véta 9.4), dostaneme
podminky (existence Burkillova integrdlu funkce H(I, z) = F(I, z) — E(z)
a podminky pro funkee M;(I, 1), j = 1, 2) ztejmé p¥ibuzné podminkadm véty 15
z [4], resp. analogickych existenénich vét odvozenych z vét § 25 monografie [2].
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Peswome

3AMETHA K TEOPUMU (BB)-UHTEI'PAJIA

OPAHTUMEKR 3UTIR (FrantiSek Zitek), IIpara
(Tloctymmmo B pegakmumo 15/11 1958 r.)

Onupasce Ha pesyasrarsl I'. Beprmrpema (cm. [1]), aBrop BEBOZET OIHO
HeoOxofEMoe W JOCTaTOYHOE yciuoBue (BB)-EHTErpEPYeMOCTH CIy9alHOR
$yaroun uarepsana (cm. [4]).

ITpennonosxmy, 9ro M3ydaemas caydaiinas ¢yarnaa X yIoBIerBopaer OCHOB-
BaM yenosuaM (7) (pasHoMeprO ans I c K), (= mempepmBEOCTH B § Ha K)
H (8) (maa Beex 7:0 <7 < o), rpe F(I,x) — QyHKOEA pacHpeneeHnA
cnyqaiinoii Bemmumnnt X(I) m ¢ymxoua M,(I, n) ompepenena B (5). Torma
cHpaBeNINBa CIeNyomas

Teopema. Cayuaiinas Pynkyus X (BB)-unmezpupyema ¢ K mozda u moavko
moeda, Koeda das awdozo ¢ > 0 unmeepas Bapruaaa (11) cxodumcsa pasromep-
HOo das xe R = (—o0, o).

3uecs H (I, x) — pynrnus, onpenenennas vepes (10), (9) u (6). Ilox pasHO-
MepHOI ¢XOAHMMOCTBIO MHTerpana Bsprmiia (semecrsennoit) pysrnum f(I, x)
Mbl pazymeem, uto (1) MMeeT MecTO PaBHOMEPHO s ¢ R, MAH, 9TO BHIIOJIHS-
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erca (2) maa mobux aByX pasbuenuit 9,, 2, unrepsaia K, eciu TOIbKO HOPMEI
3THX JBYX pa30umeHwWi JOCTATOYHO MAJIHL.
W3 mokasarembcTBa HaImel TeopeMsl BhITeKaer cilexyiomee (cum. [4], § 6)
caegcersne. Ecau X ydosaemsopsem ocrosrsm ycaosusm (7) u (8), mo X
(BB)-unmezpupyema 6 K mozda u moavko mozda, kozda cywecmsyem (BB)-[X.
X

HMamee omMHAKO YKa3BIBAETCHA, YTO ycioBme (8) 37ech MOMKHO OIYCTHTH, TaK
aro ecam X ymosuerBopsder (7), T0 yxe ms cymecrsoBaHusa (BB)-[X cuaemyer
K

u (BB)-unrerpupyemocts X B K.

Résumé
UNE REMARQUE SUR L’INTEGRALE-(BB)

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Recu le 15 février 1958)

En s’appuyant sur les résultats obtenus par M. H. BErasTROM (voir [1]),
Pauteur établit une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité-(BB) d’ une
fonction aléatoire d’intervalle (voir [4]).

On suppose que la fonction aléatoire X considérée soit continue en § sur K
(condition (a)) et qu’elle satisfasse a (8) pour tout 7, 0 < 7 < oo (condition (b));
la fonction M, (I, n) étant définie par (5) ot F(I, x) désigne la fonction de
répartition de la variable aléatoire X(I). Dans ces conditions, le théoréme
suivant a lieu:

Théoréme. La fonction aléatoire d’intervalle X définie dans K y est intégrable-
(BB) si et seulement st pour tout ¢ > 0 U'intégrale de Burkill (11) converge unifor-
mément par rapport & x e R.

La fonction H,(I, z) est définie par (10), (9) et (6). Par la convergence uni-
forme par rapport & ze B = (— o0, 00) de I'intégrale de Burkill d’une fonction
(réelle) d’intervalle f(I, ) on entend le fait que (1) a lieu uniformément par
rapport & x ¢ R, ou bien que pour toute paire de partitions 2,, Z, de’intervalle X
en question et dont les normes sont suffisamment petites, on a (2).

Comme une conséquence directe de la démonstration de ce théoréme on ob-
tient le suivant (cf. [4], § 6)

corollaire. Sous les conditions (a) et (b), X est intégrable-(BB) dans K si et
seulement st Uintégrale (BB)-[X existe.
K

Ensuite on montre cependant que la condition (b) n’est point nécessaire et
qu’il suffit de (a) seul pour garantir ’équivalence de 1'intégrabilité-(BB) de X
dans K avec l'existence de l'intégrale en question.
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