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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 84 (1959), Praha 

0 ROVNOVÁŽNÉ ORIENTOVANÝCH KONEČNÝCH GRAFQCH 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

(Došlo dne 13. listopadu 1957) DT: 519.51 

V práci sa študujú niektoré vlastnosti takzvaných rovnovážné 
orientovaných grafov, pod čím sa rozumejú orientované grafy bez izolo­
vaných uzlov, v ktorých počet hrán směrujúcich do lubovoiného uzla 
rovná sa poctu hrán smerujúcich z tohoto uzla. Nadvázuje sa tu na 
známe vety o rozklade takýchto grafov na cykly, dalej na niektoré vety 
o vlastnostiach exxlerovských grafov a odvodzujú sa vety umožňujúce 
alebo usnadňuj úce stanovenie počtu roznych rovnovážné orientova­
ných podgrafov daného orientovaného grafu. Poukazuje sa napokbn na 
možností aplikácie získaných výsledkov pri riešení úlohy stanovit počet 
róznych lineárnych faktorov v danom párnom grafe. 

V práci pod grafom rozumie sa vždy konečný graf. 'Akr v neorientovanom 
grafe G orientujeme každú z jeho hrán, dostaneme tak istý orientovaný graf G. 
Róznou orientáciou hrán toho istého neorientovaného grafu dostaneme pri-
rodzene rózne orientované grafy. 

Ak hrana h v neorientovanom grafe je incidentná s uzlanri u, v, vyjadřujeme 
sa obvykle tiež tak. že hrana h spojuje uzly u, v. Ak u je počiatočným uzlom v 
konečným uzlom orientovanej hrany h v grafe G, hovoříme, že hrana h v grafe 
G směruje z uzla u do uzla v. Pod stupňom uzla v grafe (orientovanom alebo 
neorientovanom) rozumie sa vždy počet hrán, s ktorými je uzol v grafe inci-
dentný. Uzol u je izolovaným uzlom grafu, ak nie. je incidentný so žiadnou hra­
nou grafu. Graf je eulerovským grafom, ak neobsahuje izolované uzly a každý 
jeho uzol je parného stupňa. 

O uzle u orientovaného grafu G budeme hovořit, že je v rovnováhe, alebo tiež, 
že je rovnovážný, ak nie je izolovaným uzlom a počet hrán z G, ktoré směrujú 
do uzla u, rovná sa počtu hrán z G smerujúcich z uzla u. Orientovaný graf G 
nazveme rovnovážné orientovaným grafom, ak každý jeho uzol je rovnovážný. 

Poznámka 1. Rovnovážné orientovaný graf, ktorý je súvislý, je špeciálnym 
prípadom takzvaného dobré orientovaného grafu, o ktorom pojednává aj ne­
dávno uveřejněná práca [1]. 
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Nech postupnost uly hlt2, u2, h2t 3, ..., V í , K-itm> um prvkov orientovaného 
grafu G (kde m ^ 2, ^ ) a . + 1 sú hrany, ^ sú uzly a hrana IVs+i je incidentná 
s uzlami u% 4= um+1) popisuje istý ťah T. Budeme hovoriť, že ťah T je konti-
nuitne orientovaný, ak pre všetky x e {1, 2, ..., m — 1} bud platí: hrana hXíX+1 

směruje v G z uzla ux do uzla ux+1, alebo pre všetky x platí: hrana hXtX+1 směruje 
z uzla ux+1 do uzla t v Ako je známe, kontinuitne orientovaná cesta nazývá sa 
dráha a kontinuitne orientovanej kružnici sa hovoří cyklus. Eubovolný cyklus je 
zrejme rovnovážné orientovaným grafom. 

Pod ohodnotením grafu (orientovaného alebo neorientovaného) rozumie sa 
zobrazenie y množiny hrán grafu do istej množiny čísel. Každej hrané grafu 
je v tomto zobrazení priradené číslo, ktoré sa nazývá hodnotou hrany v danom 
grafe. V práci budeme sa zaoberať len takými ohodnoteniami grafu, pri ktorých 
hrana grafu móže mať len hodnotu 1, 0, — 1. Každému takémuto ohodnoteniu y 
orientovaného grafu G možno priradiť orientovaný graf y(G) takto: Graf y(G) 
obsahuje právě tie hrany z G, ktoré majú nenulová hodnotu a obsahuje všetky 
uzly a len tie uzly z Q, ktoré sú s takýmito hranami incidentné, pričom hrany 
majúce v ohodnotení y hodnotu 1 (resp. — 1) majú tú istú (resp. opačnú) orien-
táciu v grafoch G, y(G). Ak by platilo y(h) = 0 pre všetky h e G, potom y(G) je 
nulový graf. Ak platí y(h) = 1 pre všetky h eG, potom je 6? = y(G); ak žiadna 
z hrán grafu G nemá hodnotu — 1 , potom y(G) je podgraf grafu G. 

Definujme si teraz násobenie ohodnotení yl9 y2 takto: Ohodnotenie y3 grafu 
je súěinom ohodnotení yl9 y2 (písané y3 = yx • 7%), ak pre lubovolnú hranu h 
grafu platí: y±(h) -f y2(h) 5= y3(h) (mod 3); yz(h) e {—1? 0, 1}. Násobenie ohodno­
tení je zrejme komutativně a asociativně. Systém všetkých róznych ohodnotení 
lubovolného nenulového grafu pri takto definovanom násobení je abelovská 
grupa o 3m prvkoch (kde m je počet hrán grafu). 

O rovnovážné orientovaných grafoch sú známe vety:1) 
Lemma 1. V orientovanomgrafe G existuje kontinuitne orientovaná eulerovská 

ciara právě vtedy, ked Q je súvislý rovnovážné orientovaný graf. 

Lemma 2. Pre orientovaný graf G existuje taký systém @ = {K1} K2) ..., Kv} 
jeho cyklov, ze lubovolná hrana z G je hranou právě jedného cyklu systému @ právě 
vtedy, ked G je rovnovážné orientovaný graf. 

P o z n á m k a 2. Dva rozne systémy cyklov toho istého rovnovážné orientova­
ného grafu s vlastnosťami požadovanými v lemme 2 nemusia byť kvantitativné 
ekvivalentně. Tak napr. v grafe znázornenom na obrázku 1 existujú systémy 

x) Následujúce lernmy 1, 2, 1, 2, 3, na ktoré v práci nadvázujeme, sú uvedené napr. 
v Kónigovej knihe [2]. Uvádzarae icli sústredene a v pkiom zněni v zaujme "prehladnosti 
a pohodlia Sitatela, ako aj preto,ize sa javilo potřebným přeformulovat ieh do nasej termi­
nologie. 
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© =. {Kl9 K2}; @* = {K*, K*, K*} cyklov (kdeJS^ obsahuje h r a n y ^ , A2, A3; 
K2 hrany >i4, ft5, ft6 a kde hrany fex, A4 patria do Kf, hrany &2, &5 do Kf, hrany 
ft3, /&6 do K*), ktoré majú vlastnosti požadované lemmou 2, ale ktoré nemajú 
rovnaký počet prvkov. 

Uvedené vety poukazujú na isté analogie medzi 
eulerovskými neorientovanými grafmi a rovnovážné 
orientovanými grafmi. Lemmám 1 a 2 odpovedajú 
totiž tieto známe vety o neorientovaných grafoch. 

Lemma 1. V neorientovanom grafe G existuje eule-
rovská ciara právě vtedy, ked G je súvislý eulerovský 
graf. 

Lemma 2. Pre neorientovaný graf G existuje taký 
systém © ={.Ki, K2, ..., Kv} jeho kružnic, ze lubovolná 
hrana z G je hranou právě jednej kružnice systému @ Obr. 1 
právě vtedy, ked G je eulerovský graf. 

Úzký vztah , medzi eulerovskými neorientovanými grafmi a rovnovážné 
orientovanými grafmi zvýrazňuje aj táto známa veta (pozři [2], str.,30): 

Lemma 3. Hrany neorientovaného grafu G možno orientovat tak, aby z grafu G 
vznikol rovnovážné orientovaný graf G právě vtedy, ked G je eulerovský graf. 

V uvedenej lemme ba ani v celej práci [2] nerieši sa otázka, kolkými spó-
sobmi možno eulerovský graf orientovat tak, aby vznikol rovnovážné oriento­
vaný graf.2) Zavedme toto označenie: Q(G) bude znamenat počet róznych takých 
rovnovážné orientovaných grafov, ktoré vzniknu orientáciou všetkých hrán 
grafu G. Odvoďme si vety, ktoré sa týkajú nadhodenej otázky. 

Veta 1. Nech Gje lubovolný eulerovský graf, Gx, G2, ..., Gknech sú jednotlivé 
jeho komponenty; potom platí: 

Q(G) = Q(01).Q(0.2)...Q(Ok). 

Dókaz je zřejmý. 

Veta 2. Nech G je lubovolný súvislý eulerovský graf, GlyG2, ...,GC nech sú jeho 
jednotlivé cleny; potom platí: 

Q(G) = Q(G1).Q(G,)...Q(GC). 

Dókaz. Ak G obsahuje jediný člen (tj. ak je c = 1), netřeba nic dokazovat. 
Předpokládá]me, že c > 1, tj . že G obsahuje aspoň jednu artikuláciu. Nech u 
je lubovolná artikulácia grafu G a nech u patří do týchto a len týchto členov 
Gh, Gi2, Gix (Kb^c) grafu G. 

Nech G je lubovolný taký rovnovážné orientovaný graf, ktorý vznikne 
orientáciou všetkých hrán grafu G (člen Giz z grafu G stane sa tak orientova-

2) Tuto úlohu si totiž Kónig v svojej prácí ani nevytyčuje. 
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ným podgrafom Gix grafu G). T v r d í m : Uzol u je rovnovážný v lubovolnom 
z členov Gise (i = 1, 2, ..., b). Dokažme to. Pretože G je rovnovážné orientovaný 
graf, existuje podlá lemmy 2 taký systém © = {El9 K2, ..., E9} cyklov giafu 
(?, že lubovolná hrana z G je hranou právě jednoho cyklu z ©. Také dve hrany 
lubovolného cyklu z ©, ktoré sú ineidentné s tým istým uzlom cyklu, patria 
zrejme do toho istého clena grafu (?. Teda množinu hrán incidentných s uzlom u 
a patriacich do Giz možno rozdělit na istý počet tx dvojíc hián tak, že každá 
hrana množiny bude patřit právě do jednej dvojice a obe hrany dvojice patria 
do toho istého cyklu systému @. Z toho ihned vyplývá, že právě tx hrán mno­
žiny směruje do uzla u a rovnaký počet hrán množiny směruje v grafe Gix 

z uzla u. Pieto u je rovnovážným uzlom v Gix. To však platí o lubovolnom 
uzle z Gix, cize: Gix je rovnovážné orientovaný graf, čo dokazuje naše tvrdenie. 

V každom rovnovážné orientovanom grafe G má podlá predošlého rovno-
váznu oiientáciu každý jeho člen. Platí však zřejmě aj obrátene: ak v grafe G 
má každý z jeho členov xovnováznu orientáciu, potom G je rovnovážné orien­
tovaný graf. Z uvedeného vyplývá ihned tvrdenie vety. 

Veta 3. Nech Gl9 G2 sú dva homoeomorfné súvislé eulerovské grafy, potom platí 
Q(QI) = e(<**i 

Dókaz. Ak istú hranu h smerujúcu v rovnovážné orientovanom grafe G± 
(ktorý vznikne z G± vhodnou orientáciou jeho hián) z uzla u do uzla v ,,rozpo­
líme4 ť, t j . nahradíme ju hranami h\ h" a uzlom w (a to tak, že h' směruje z uzla u 
do uzla w a hrana h" směruje z uzla w do uzla v), dostaneme istý graf G[, ktorý 
je rovnovážné orientovaný, a příslušné neorientované grafy Gl9 G[ sú homoeo­
morfné. Je zřejmé, že graf G[ je možné jediným spósobom orientovat tak, že 
všetky hrany z Gx až na rozpolenu hranu h majú tú istú orientáciu v G[, ako 
v G1 Sb G[ je přitom rovnovážné orientovaný graf. Obrátene: Ak dvojicu hrán 
hr, hn a uzol druhého stupňa w, ktorý je s nimi incidentný, máme nahradit 
jedinou hranou tak, aby z rovnovážné orientovaného grafu vznikol opat rovno­
vážné orientovaný graf (pričom orientácia spoločných hrán je v oboch grafoch 
rovnaká), je možné to urobit jediným spósobom. Možno preto každému rovno­
vážné orientovanému grafu G± přiřadit právě jeden rovnovážné orientovaný 
graf Cr2> pričom rozne orientovaným grafom G^l), Gx(2) budu odpovedať rózne 
orientované grafy G2(l), tr2(2) a platí teda Q(G1) = Q(G2), ČO bolo třeba dokázat. 

Uveďme si ešte dalšie dve vety týkajúce sa základných vlastností rovnovážné 
orientovaných grafov. 

Veta 4. Nech Gx, G% sú dva iba orientáciou hrán sa lišiace rovnovážné oriento­
vané grafy, ktoré vzniknu orientáciou vseťkých hrán istého eulerovského grafu G. 
Označme znakom Gz podgraf grafu Gl3 ktorý obsahuje tie hrany a len tie hrany 
z Gx (a v rovnakej orientácii ako v Gx)9 ktoré majú inú orientáciu v G% nez v G\ 
a obsahuje okrem toho už len uzly z Gx ineidentné s týmito hranami. O grafe (?3 

potom plati: Gz je rovnovážné orientovaný graf. 
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D ó k a z . Pretože podlá předpokladu Gx 4= G2, je Gz nenulový graf. Vzhladom 
na spósob, akým sme definovali Gz, nemóže C73 obsahovať izolovaný uzoL 

Nech u je lubovolný uzol z C73. Nech 2s je stupeň uzla u v grafe G a nech p 
(resp. q) je počet tých hrán incidentných s uzlom u, ktoré aj v grafe Gx aj 
v grafe C7̂  smerujú do uzla u (resp. z uzla u). Označme znakom p (resp. q) počet 
tých hrán, ktoré v G1 (resp. v G2) smerujú do uzla u, ale v grafe G2 (resp. 
v grafe C7X) smerujú z uzla u. Pretože oba grafy Gl9 G2 sú podlá předpokladu 
rovnovážné orientované, platí: p + p = s; q + q = s; p + q = s; p + q; = s. 
Z toho ihned vyplývá, že je p = q, čo značí, že uzol % je v rovnováhe v grafe čr3> 
a pretože u bol lubovolný uzol grafu C73, je C73 rovnovážné orientovaný graf. 
Dókaz je vykonaný. 

Veta 5. Nech G1 je lubovolný rovnovážné orientovaný graf, C70 nech je lubovolný 
taký jeho podgraf, ktorý je tiez rovnovážné orientovaný. Ak změníme orientáciu 
hrán z G0 a orientáciu ostatných hrán z Gx ponecháme bez změny, vznikne tak 
z grafu Gx graf G2, ktorý je rovnovážné orientovaný. 

D ó k a z je zřejmý z dókazu vety 4. 

Prv než odvodíme ďalšie vety umožňujúce výpočet čísla Q(G), definujme 
niektoré nové pojmy a zoznámime sa s niektoiými ich vlastnosťami. 

Nech G je lubovolný eulerovský graf a nech postupnost %, h1>2, u2, h2%, . . ., 
^m^w.m+u um+1 prvkov z C7 (kde ux sú uzly, hXtX+1 sú hrany a hrana hXiX+1 

spojuje uzly ux,ux+1) popisuje istý uzavretý ťah T (tj. platí um+1 = u±) v grafe 
G. Trojici prvkov hx-ltX, ux, hXiX+1 (kde x je lubovolné číslo z {1, 2, ..., m}; 
kladieme h0>1 = hm>m+1) ťahu T budeme hovoriť přechod tahu T cez uhol uXm 

Poznamenajme, že prechodov cez istý uzol z C7 móže byť v ťahu T připadne aj viac 
než jeden (v postupnosti popisujúcej ťah T móže byť ux = uy aj keď x 4= y); je 
však zřejmé toto: Ak{>Vi.x, ux, hx>x+1}, {hy-.1>y, uy, hyty+1} sú dva rózne přechody 
cez ten istý uzol ux = uy a to v tom istom ťahu T, potom tieto dva přechody 
nemajú spoločnú hranu (ináč by takáto spoločná hrana spojovala uzol ux 

s uzlom uy, kde ux = uy; čo nie je možné). Nech @ = {Tl9 T9i, . . . . Tm} je lubo­
volný taký systém uzavretých ťahov, ktorý má tuto vlastnost: Eubovolná 
hrana z C7 je hranou právě jednoho ťahu systému @. Nechť v je lubovolný uzol 
z C7, h lubovolná hrana incidentná s uzlom v. Hrana h nech patří do T{. Podlá 
predošlého existuje právě jeden přechod v ťahu T{ cez uzol v, ktorý obsahuje 
hranu h; nech h' je druhá hrana, ktorá patří do tohoto přechodu. Žiadna iná 
hrana než hrana h' sa nevyskytuje v přechode cez uzol v spolu s hranou h ani 
v ťahu T{ a prirodzene ani v žiadnom inom ťahu systému <S. Preto systému @ 
odpovedá jednoznačné rozklad množiny hrán incidentných s uzlom v na také 
dvojice hrán, že hrany dvojice a len hrany dvojice patria do toho istého pře­
chodu cez uhol v v ťahu z @. Uzol v bol lubovolný uzol grafu C7. Preto systému 
© odpovedá v horeuvedenom zmysle istý systém 9i(@) rozkladov množin hrán 
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incidentných s jednothvými uzlami grafu G na také dvojice hrán, ktoré s pří­
slušným uzlom tyoria přechod v ťahu systému ©. 

Nech {vl9 v2, ..., vn} je množina uzlov z G. Qznačme znakom H% množinu 
hrán z G incidentných s uzlom v4 a znakom ižt- 1'ubovolný rozklad množiny H{ na 
triedy po dvoch hranách. Snadno sa přesvědčíme, že systému {Bl9 iž2, ..., Mn} 
odpovedá právě jeden taký systém uzavretých ťahov © = {T1} T2, ..., Tm}, že 
platí 9v(@) = {Bl9 B2, ..., Bn} a @ má opáť tu vlastnost, že lubovolná hrana 
z G je hranou právě jednoho ťahu z @. JednotHvé ťahy systému 9t pri danom 
systéme 91 = {ižls B2, ..., Bn} možno totiž najsť takto: Cestujme po prvkoch 
z G tak, že vyjdeme z istého uzla w1 po niektorej hrané glf2 s ním incidentnej; 
dostaneme sa tak do istého uzla <x>z. Ďalej cestujme po tej hrané (označme ju 
<72>3), ktorá s hranou gr1>ž tvoří dvojicu v rozklade Bx zo systému 3t. Dostaneme 
sa tak do istého uzla wz. Pri tomto cestovaní po konečnom poete krokov dosta­
neme sa napokon do uzla wx tak, že by bolo třeba — pri dodržaní pravidla, že 
z lubovolného uzla pokračujeme v cestě po tej hrané, ktorá s hranou po ktorej 
sme přišli do uvažovaného uzla tvoří dvojicu v príslušnom rozklade — pokra­
čovat v cestovaní po hrané glt2. Je zřejmé, že postupnost prvkov z G usporia-
daných tak, ako sme pri cestovaní cez ne prechádzali, popisuje istý uzavretý 
ťah, ktorý má tuto vlastnost: Hrany lubovolného přechodu cez 1'ubovolný 
uzol VÍ tvoria dvojicu z Bt. Ak popísané cestovanie opakujeme s tým, že pri 
ďalšom cestovaní prvá precestovaná hrana nepatří do žiadneho z ťahov, ktoré 
sme precestovali v predchádzajúcich cestovaniach, dostaneme napokon — 
pretože náš postup sa musí zastavit tým, že už všetky hrany z G budu precesto-
vané — istý systém uzavretých ťahov @, ktorý má všetky požadované vlast­
nosti, a platí 9t(@) = 1t. 

Teda každému systému rozkladov 9t odpovedá právě jeden systém uzavre­
tých ťahov © a každému systému uzavretých ťahov © odpovedá právě jeden 
systém 3t(@) rozkladov množin hrán incidentných s jednotlivými uzlami 
grafu G na triedy po dvoch hranách. (Dva systémy uzavretých ťahov s požado­
vanými vlastnosťami považujeme přitom za rovnaké práVe vtedy, keď systémy 
ich prechodov sú rovnaké.) Výsledky vykonaných úvah možno zhrnúť do tejto 
vety: 

Veta 6. Nech G je Ivhovolný eulerovský graf, {ulf u2, ..., un} množina jeho uzlov 
a nech H{ je množina hrán z G incidentných s uzlom u{. Označme znakom JLC(G) 
počet róznych systémov uzavretých ťahov grafu G, ktoré majú tuto vlastnost: Eubo-
vólná hrana z G je hranou právě jednoho uzavretého tahu systému. Označme dalej 
znahom v(G) počet róznych systémov 9t = {Bly B2, ...., Bn}, kde B{ je rozhlad 
množiny H{ na triedy po dvoch hranách. Platí: /z(G) = v(G). 

Dok a z je zřejmý z vykonaných úvah. 
Počet {i(G) z vety 6 sa dá snadno určit, ak poznáme stupeň každého z uzlov 

grafu G. O tom hovoří táto veta: 

36 



Veta 7. Nech G jelubovolný eulerovskýgraf, {ut, u2, ..., un}množina jeho uzlov 
a nech 2s{ je stupeň uzla u{ v grafe G. O poete ju(G) z predošlej vety platí 

< - i г
 І » I 

(-**)' 

(kde m je počet hrán grafu G). 
Dókaz. Nech ?v je lubovolný uzol z G a nech Fřá je množina hrán z C7 

incidentných s uzlom ut; počet jej prvkov nech je 2$€. Róznyoh rozkladov 
množiny H{ na triedy po dvoch hranách je zrejme 

(-*.)' 1.3 {2st- 1) = 

i. E 
tuje celkom piáve 

2S< . ««! " 
Pretože rozklady Elt E2, ...,Mn možno voliť nezávisle jeden od druhého, exis-

п (2Д<)t 

2S* . sA 

róznych možností pre systém 9t = {Bl9 R2, ..., Rn} s požadovanými vlast-

nosťami. Pretože súčet stupňov všetkých uzlov grafu rovná sa vždy dvOJ-

násobku počtu jeho hrán, je 2 si = m: z coho ihned vyplývá tvrdenie vety. 
< = i 

Definujme si pojem rozštepenia uzla podlá rozkladu množiny hrán s ním 
incidentných: Nech G je lubovolný graf, v lubovolný jeho uzol, H(v) množina 
hrán z G incidentných s uzlom v a Rv = {Hl9 H2, ..., Hs} lubovolný rozklad 
množiny H(v). Budeme hovořit, že graf GRg vznikne z grafu G rozštěpením uzla v 
podlá rozkladu Rv, ak o grafe GRv platí: (1) GRv obsahuje všetky hrany a len 
hrany z G; (2) GRo obsahuje všetky uzly z Gs výnimkou uzla v a okrem toho 
obsahuje už len isté uzly vl9 v2, ..., vs; (3) lubovolný uzol vt (i = 1,2,..., s) je 
incidentný s hranami a len s hranami množiny H€ rozkladu Rv; incidencia 
ostatných dvojíc prvkov (rózneho rozměru) grafu G zostáva nezměněná aj 
v grafe GRv. 

Veta 8. Nech U = {ux, u2, ..., un} je množina uzlov lubovolného eulerovského 
grafu G; R{ nech je lubovolný rozklad množiny hrán incidentných s uzlom % e U 
na triedy po dvoch hranách. Nech dalej © = {Tt, T2, ..., Tm} je systému 9t = 
= {R1} R2, ..., Rn} odpovedajúci systém uzavretých fahov grafu G, o ktorom platí: 
lubovolná hrana z G patří právě do jednoho ťahu z- @. Utvořme postupnosť grafov 
Gl9 G2) ..., Gn takto: Graf G{ vznikne z grafu Gi^1 rozštěpením uzla ut podlá roz­
kladu Ri € 9t (i = 1, 2, ..., n; kladieme G0 = G). O grafe Gn potom platí: 

(a) graf Gn obsahuje právě m komponent; 
(b) lubovolná komponenta grafu Gn je kruznica; 
(c) lubovolná komponenta z Gn obsahuje všetky hrany a len hrany patriace do 

istého ťahu z® a lubovolná hrana z G je hranou právě jednej komponenty grafu Gn. 
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Dokaž. Ak rozštěpíme všetky uzly grafu G (aby tak vznikol graf Gn), lubo-
volný přechod cez lubovolný uzol v lubovolnom ťahu z © změní sa len tak, 
že póvodný uzol z G je nahiadený istým uzlom druhého stupňa v grafe Gn. 
Preto dve hrany z G patriace do toho istého tahu T4 € @ sú hranami tej istej 
komponenty (označme ju Kz) grafu (?n. Potom ale Kt je súvislým pravidelným 
grafom druhého stupňa, čiže Ki je kružnica a to taká kružnica, ktoiá obsahuje 
všetky hrany a len hrany tahu 2V Z toho ihneď vyplývá správnost všetkých 
tvrdení vety. 

Veta 9. Nech G je lubovolný eulerovský graf, {ul9 u%, ..., un} = U množina jeho 
uzlov a nech uzol ut je uzlom 2srteho stupňa v grafe G. Nech @ = {@i, @2, ..., 
@/*(G)} Je množina všetkých takých systémov uzavretých fahov grafu G, ktoré majú 
tuto vlastnost: lubovolná hrana z G je hranou právě jednoho tahu systému. Označme 
makom r3*(j = ' 1 , 2, ..., ft(G)) počet fahov systému <&j. O poete Q(G) róznych takých 
orientácií hrán grafu G, pri ktorých vznikne z grafu G rovnovážné orientovaný graf, 
platí 

MG) 

nw) '-1 

Dókaz. Označme znakom d(G) počet tých uzlov z G, ktoré sú vyššieho 
stupňa než druhého stupňa. Ak G obsahuje K komponent a každá z komponent 
je kružnicou (a teda uzavxetým ťahom), t j . ak je d(G) = 0, potom zrejme platí 
lx(G) = 1, čiže potom existuje jediný systém ©x€ @ s x = rx ťahmi. Pretože 
lubovolnú kružnicu možno právě dvoma spósobmi orientovať tak, aby vznikol 
rovnovážné orientovaný graf (cyklus), možno graf G orientovať právě 2* róz-
nymi spósobmi tak, že vznikne rovnovážné orientovaný graf. Čiže v uvažova-
nom případe je Q(G) = 2*. Je přitom zrejme sť = 1 pre všetky i = 1, 2, ..., n 
a teda 2* = Q(G) = 2r*. Ak teda je 6(G) = 0, veta platí. 

Predpokladajme, že veta platí pre všetky také eulerovské grafy G', v ktorých 
je d(G') Š* k (kde k je isté celé nezáporné číslo), a predpokladajme, že je d(G) = 
= k -f- 1. Potom G obsahuje aspoň jeden uzol ux taký, že je sx > 1. Počet 
róznych rozkladov množiny hrán Hx incidentných s uzlom ux na triedy po 
dvoch hranách je 1 . 3 . 5 . . . (2sx — 1) = p. Nech mx = {^(1), .8^(2). ..., 
Rx(p)} je systém všetkých takýchto rozkladov. Označme znakom Gx(y) graf, 
ktorý vznikne z grafu G rozštěpením uzla ux podlá rozkladu Rx(y) (y e {1, 2, ..., 
p}). O lubovolnom z grafov Gx(y) platí zrejme d(Gx(y)) = k. 

Označme znakom ®x(y) tú podmnožinu množiny ©, ktorá odpovedá systému 
takých rozkladov {Rv iž2, ..., i í^ i , E^y), Rx+1, ..., JSn}, kde iř, pri i 4= a; je 
lubovolný rozklad množiny hrán incidentných s uzlom ut na triedy hrán po 
dvoch hranách, avšak rozklad Rx(y) je pevný; je to rozklad, podlá ktorého sme 
previedli rozštepenie uzla ux, aby tak vznikol graf Gx(y). Množiny Mx(y±), 
&x(y%) sú pri róznych yl9 y% zrejme disjunktné. Označme znakom Ay množinu 
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tých indexov z {1, 2, ..., ju(G)}, ktoré patria tým systémom uzavretých ťahov 
množiny ©; ktoré sú tiež prvkami množiny (Sx(y)> Podlá předpokladu (pretože 
je d(Gx(y)) = k a uzly, ktoré vzniknu rozštěpením uzla uX9 sú všetky druhého 
s tupna) platí 

ř<ад))= ^ . 2 - v 
П W) 

= 1 
UA 

Máme teda dokázat, že za přijatých predpokladov platí 

Q(G) = --- Eeí^i)) + e(Ga(2)) + . . . + e(G,(p))]. 
ó c c l 

Je zřejmé toto: Nech 2/ je lubovolné číslo e {1, 2. ..., p} a Gx(y) nech je lubo-
volný rovnovážné orientovaný graf, ktorý vznikne orientáciou hrán grafu 
Gx(y); ak graf G vznikne z giafu G takou orientáciou hrán z G, akú majú tieto 
hrany v grafe Gx(y), potom G je rovnovážné orientovaný graf. 

Nech teraz @ je množina všetkých rovnovážné orientovaných graf o v, ktoré 
vzniknu orientáciou hrán grafu G. Rozložme množinu @ na triedy @x, @2, ..., 

r (kde r = \s
x\) takto: Do tej istej triedy ©,- patria dva orientované grafy 

z @ právě vtedy, ked množina tých hrán, ktoré smerujú do uzla ux, je v oboch 
grafoch rovnaká. Označme znakom yá počet prvkov triedy @ť (i = 1, 2, ..., r). 

O čísle q(Gx(j)) platí q(Gx(j)) = 2 7i> pričom Mi je množina tých indexov 

z {1, 2, ..., r}, pre ktoré má trieda ®5 tuto vlastnost: Z každej dvojice hrán roz­
kladu Rx(y) € $ix právě jedna hrana v 1'ubovolnom grafe z ®j směruje do uzla ux. 
Počet prvkov množiny Mi je zrejme právě 2S*, lebo z sx dvojic možno previesť 
výběr po jednej hrané piáve 2S* róznymi spósobmi. Na druhej straně lubovoíný 
index ie {1, 2, ..., r} má tuto vlastnost: Index i patří do právě sx\ róznych 
množin M5 (to vyplývá z toho, že pri danom rozklade množiny Hx na triedu 
hrán smerujúcich do uzla ux resp. smerujúcich z uzla ux možno previesť rozklad 
množiny Hx na triedy po dvoch hranách — tak, aby jedna hrana dvojice směro­
vala do uzla ux a druhá hrana dvojice z uzla ux — právě sx\ róznymi spósobmi. 
Z uvedeného vyplývá ihned toto: 

2 Q(G.(J)) = sxl Q(G) , 

čo bolo potřebné dokázat. Ak teda veta platí pre S(G) <̂  k, platí aj pre d(G) = 
== k + 15 a pretože platí pro <5((?) = 0, platí pre všetky prirodzené k. Tým je 
dókaz vety vykonaný. 

Poznámka 3. Vo vete 9 sme sa neobmedzili jen na grafy súvislé resp. len na 
grafy bez artikulácií, k čomu by nás skutočnosť, že máme už odvodené vety 
1, 2, 3, opravňovala. Význam týchto viet sa odvodením vety 9 nezmenšuje, 
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lebo pri konkrétnom výpočte čísla Q(G) dávajú uvedené vety možnost postup 
výpočtu podstatné skrátit. 

P o z n á m k a 4. Čísla Q(G1), Q(G2) móžu byt rózne. aj vtedy, keď eulerovské 
grafy Gx, G2 sú oba súvislé pravidelné grafy toho istého (parného) stupňa a 
majú rovnaký počet uzlov. 

Obr. 2 

Tak napr. o grafoch Gx, G2 znázorněných na obr. 2 platí: Q(G1) = 18; Q(G2) = 
= 16, ackolvek oba tieto grafy sú súvislé pravidelné giafy štvrtého stupňa BQ 
štyrmi uzlami. Podobné je: Q(G%) = 34; Q(GA) = 28; Q(G5) = 26; Q(G6) = 36, 
ackolvek grafy G3, Géf G5) G6 sú všetky súvislé pravidelné grafy štvrtého stupňa 
s piatimi uzlami. 

Položme si teraz tuto otázku: Kolko róznych rovnovážné orientovaných 
podgrafov existuje v danom rovnovážné orientovanom grafe? Na tuto otázku, 
ktorá — ako ukážeme — s predošlými otázkami úzko súvisí, odpovedá nasle-
dujúca veta: 

Veta 10. Nech G je luhovolný rovnovážné orientovaný graf, Mory vznikne 
orientáciou hrán istého eulerovského grafu G. Počet róznych rovnovážné oriento­
vaných podgrafov grafu G rovná sa Q(G) — 1. 

Dokaž. ISTech © = {Gl9 G2, ...9Gn} je systém obsahujúci okrem všetkých 
rovnovážné orientovaných podgrafov grafu G už len nulový graf 6^ = N 
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a nech § = {F1} F2, ...,.Fm} je systém všetkých rovnovážné orientovaných 
grafov, ktoré vzniknu orientáciou hrán grafu G. Pre isté x e {2, 3, ..., n} platí 
Gx = G. Podlá viet 4 a 5 možno každému grafu Gy e © přiřadit právě jeden 
graf e g takto: Grafu Gy priradme ten graf e %, ktorý vznikne z grafu Gx, ak 
v ňom změníme orientáciu hrán patriacich do Gy a orientáciu ostatných jeho 
hrán ponecháme nezměněnu (grafu Gx = N a len tomuto grafu odpovedá 
potom v tomto priradení graf Gx = Gze §). Obrátene: Eubovolnému grafu z § 
možno přiřadit právě jeden graf z @ takto: Grafu Ft e g přiřadíme podgraf 
grafu (?«. = Fz, ktorý pozostáva právě z tých hrán, ktoré majú róznu orientá­
ciu v grafoch Fu Fz a z tých uzlov, ktoré sú s takýmito hranami incidentné. 
Z toho vyplývá, že systémy @, § sú kvantitativné ekvivalentně, čiže je m = n. 
Pretože do @ sme zahrnuli aj nulový graf a je n = m = g(G), počet nenulových 
rovnovážné orientovaných podgrafov grafu G rovná sa Q(G) — 1. Dókaz vety je 
vykonaný. 

Poznámka 5. Ak by sme nulový graf N považovali za rovnovážné oriento­
vaný podgraf lubovolného orientovaného grafu, potom by číslo g(G) udávalo 
priamo počet róznych rovnovážné orientovaných podgrafov grafu G. 

Rovnovážné orientované podgrafy móžu prirodzene existovat aj v takom 
orientovanom grafe, ktorý nie je rovnovážné orientovaný. Pri skúmaníta-
kýchto orientovaných grafov móžu byť užitocné následujúce vety. 

Veta 11. Nech G je lubovolný taký orientovaný graf, v ktorom existujú aspoň 
dva rozne rovnovážné orientované podgrafy Gl9 G2. Označme znakom yx (resp. y2) 
také ohodnotenie grafu G, ze platí y^G) = G1 (resp. y2(G) = G2), a položme 
y* = y\ • 72? 7á = 7i • y\* Flatí\ Grafy yz(G), y^G) sú rovnovážné orientované 
grafy. 

Dókaz. Nech h je lubovolná hrana z G. Ak h nepatří ani do Gx ani do G2, je 
yx(h) = 0, y2(h) = 0 a je tiež yz(h) = y±(h) = 0, tj. hrana h nepatří ani do 
yz(G) ani do y±(G). Ak hrana h patří do oboch grafov Gx, G2, potom je y±(h) = 
= y2(h), a pretože je nutné y\(h) = 0 pre lubovolné h, platí: yz(h) = y^(h) = 0; 
teda h aj v tomto případe nepatří ani do yB(G) ani do y±(G). Ak napokon h patří 
do (?x a nepatří do G2 (resp. ak h nepatří do G1 a patří do G2), potom je yz(h) = 
= - yx(h) # O^h) = Yl(h) * 0 (resp. yz(h) = 7l(h) * 0; y,(h) = - 7l(h) * 
#= 0). Pretože Gl9 G2 sú podlá předpokladu dva rózne podgrafy grafu G, je aj 
graf yz(G) aj graf yé(G) nenulovým grafom a podlá predošlého obsahujú oba 
tieto grafy rovnaké prvky. Eubovolná ich hrana má však opačnú orientáciu 
v y4(G) než v yz(G). Ak preto vykonáme dókaz, že yz(G) je rovnovážné oriento­
vaný graf, bude tým súčasne dokázané, že y^G) je rovnovážné orientovaný 
graf. 

Vykonajme tento dókaz: Nech u je lubovolný uzol z yz(G). Označme znakom 
V>i(u) (resp. /u2(u) resp. jult2(u)) počet tých hrán z G smerujúcich do uzla u, 
ktoré patria do GY a nepatria do G2 (resp. patria do G2 a nepatria do Gx resp. 
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patria aj do Gx aj do G2) a znakom vx(u) (resp. v2(u) resp. vlf2(u)) označme 
obdobné počet hrán smerujúcieh z uzla u. Pretože(r1 ? G2 sú podlá předpokladu 
rovnovážné orientované grafy, platí n u t n é 

flx(u) + jíllt2(u) = Vx(u) + Vlt2(u) , JLL2(U) + filt2(u) = V2(U) + Vlt2(u) , 

a teda 
fxx(u) ~~ fj,2(u) = vx(u) — v2(u) . 

V grafe yz(G) smerujú do uzla u t ie hrany a len tie hrany, ktoré v grafe Gx 

smerujú z uzla u a nepatria do G2, a t ie hrany, ktoré v G2 smerujú do uzla u 
a nepatria do Gx (počet takých hrán, ktoré smerujú v yz(G) do uzla u je spolu 
vx(u) + fi2(u) a z uzla u smerujú v grafe yz(G) tie hrany a len tie hrany, ktoré 
v Gx smerujú do u a nepatria do G2 a t ie hrany, ktoré v G2 smerujú z uzla u 
a nepatria do Gx (počet hrán smerujúcich v grafe yz(G) z uzla u je teda ^x(u) + 
+ v2(u)). Z uvedenéj rovnice vyplývá ihneď, že u je rovnovážný uzol v grafe 
yz(G). Pretože u bol lubovolný uzol grafu yz(G), je tento graf (a tiež graf y±(G)) 
rovnovážné orientovaný graf. Dokaž je vykonaný. 

Veta 12* Nech Gx je lubovolný orientovaný graf a nech G0 je lubovolný rovno­
vážné orientovaný podgraf grafu Gx. Označme znakom G2 graf, ktorý vznikne z grafu 
Gx, ak v ňom změníme orientáciu všetkých hrán z GQv orientáciu opačné a orien-
táciu ostatných hrán ponecháme bez změny. Platí: Počet róznych rovnovážné 
orientovaných podgrafov grafu G2 rovná sa počtu róznych rovnovážné orientovaných 
podgrafov grafu Gx. 

D ó k a z . Nech F = {yx, y2, . . . , yP} je množina všetkých tých ohodnotení 
grafu Gx, ktoré prislúchajú jednothvým rovnovážné orientovaným podgrafom 
grafu Gx. P r e isté xe {1, 2, . . ., p} plat í yx(Gt) = C?0. Označme znakom y0 to 
ohodnotenie grafu Gx, pri ktorom platí y0(h) = 0 pre všetky hrany z Gx. 

Tvrdím: Pre lubovolné i =j= x\ i e {1, 2, ..., p] platí: Oiaf y, y%(Gx) je rovno­
vážné orientovaný podgraf grafu G2 (počet takýchto podgraf ov je zrejme p — 1). 
Dokážeme to. 

Ze graf yt yKG-^ je rovnovážné oiientovaný, vyplývá z vety 11; třeba už len 
dokázat, že uvažovaný graf je podgrafom grafii,£r2 resp. že lubovolná hrana 
z y€ y\(Gx) má v tomto grafe takú istú orientáciu ako v grafe G2. Nech h je 
lubovolná hrana z yt yl(Gt). Sú len dve možnosti (pozři dókaz predošlej vety): 
Buď h pat ř í do yi(Gx) a nepatří do y%(Gx) = G0, alebo h nepatří do yi(Gx) a 
patř í do yx(Gx). V prvom případe má h t ú istú orientáciu v každom z t ý c h t o 
grafov Gl9 G2, yt yt(Gx). V druhom případe má h inú orientáciu v yt yl(Gx) než 
v grafe Gx, a pretože h patř í do G0, má h inú orientáciu v grafe G2 než v grafe Gx. 
Teda opat h má rovnakú orientáciu v grafoch yiy%(Gx), G2. Z toho ihneď 
vyplývá, že yiyl(Gx) je podgrafom grafu G2. Obrátene zrejme platí: Ak G* je 
lubovolný podgraf grafu G2 iný než y%(Gx), potom existuje právě jedno ohodno­
tenie yt v P t a k é , že je 6ř* = y{ y%(Gx). Graf, ktorý vznikne z grafu yx(Gx) = G0 
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změnou orientácie všetkých jeho hrán, je identický s grafom y0yl(&i) & je 
rovnovážné orientovaný podgrafom grafu G2. Preto počet róznych rovno­
vážné orientovaných podgrafov grafu C72 rovná sa taktiež p, co bolo potřebné 
dokázat. 

Poznámka 6. Otázka kolko róznych rovnovážné orientovaných podgrafov 
existuje v lubovolnom orientovanom grafe G1 zostáva pravda naďalej otvo-
rená. Veta 12 iba usnadňuje zistenie počtu rovnovážné orientovaných pod­
grafov v orientovanom grafe Gt, ak poznáme tento počet aspoň v jednom takom 
orientovanom grade, ktorý možno z G1 utvořit změnou orientácie hrán 1'ubovol-
ného jeho rovnovážné orientovaného podgrafu. 

4 

Určenie počtu rovnovážné orientovaných podgrafov daného orientovaného 
grafu (ku ktorému sme si našli niektoré pomocné prostriedky) má — ako 
v ďalšom ukážeme ~ osobitný význam pri skúmaní otázky, kolko róznych 
lineárnych faktorov existuje v danom párnom neorientovanom grafe (?.3) 

O istej vlastnosti parného grafu s lineárnym faktorom hovoří táto veta: 

Lemma 4. Nech G je lubovolný parny graf, v htorom existuje aspoň jeden 
Kneárny faktor L a nech rozhlad 3t = { Ul9 U2} je lubovolný tahy rozklad jeho mno­
žiny uzlov na dve triedy, ze lubovolná hrana z G spojuje uzly z róznych tried, potom 
triedy U19 U2 majú rovnaký počet prvkov. 

Dókaz. Eubovolná hrana z L je incidentná právě s jedným uzlom z U± 

a právě s jedným uzlom z U2) a pretože lubovolný uzol z G je incidentný právě 
s jednou hranou z L, je platnost lemmy zřejmá. 

Veta 13. Nech G je lubovolný parny graf, v htorom existuje aspoň jeden lineárny 
faktor L, a nech 3i = {Ux, U2} je lubovolný tahy rozklad množiny uzlov zGna dve 
triedy, že lubovolná hrana z G spojuje uzly z róznych tried. Označme znakom G 
graf, ktorý vznikne z grafu G, ak jeho hrany orientujeme takto: 

(1) lubovolná hrana z L směruje z uzla triedy U% do uzla triedy Uly 

(2) lubovolná hrana nepatriaca do L směruje v G z uzla triedy U1 do uzla 
triedy U2. Platí toto: Počet róznych rovnovážné orientovaných podgrafov grafu G 
rovná sa počtu róznych lineárnych faktorov grafu G iných než L. 

Dókaz. Pretože z lubovolného uzla z U2 a tiež do lubovolného uzla z U1 

v grafe G směruje právě jedna hrana, platí toto: Lubovolný rovnovážné oriento­
vaný podgraf grafu G (ak taký existuje) je pravidelným grafom druhého 
stupňa a teda lubovolná komponenta takéhoto podgrafu je cyklus. 

3) Definície pojrnov: lineárny faktor grafu, p á m y graf, najde čitatel' napr. v citovanej 
Kónigovej knihe; v nasej literatuře napr. v práci [3] alebo [4]. 
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Tvrdím: Ák v G existuje aspoň jeden lineárny faktor Lx iný než L, potom 
v G existuje cyklus, a obrátene: Ak v G existuje cyklus, potom v G existuje 
lineárny faktor jiný než L. Dokažme to. 

Nech Lx (kde Lt 4= L) je lubovolný lineárny faktor grafu G. Kompozícia 
Lxx L obsahuje aspoň jednu kružnicu Kx. Hrany kružnice K\ (v ktorej sa 
striedajú hrany z L a hrany nepatriaee do Ll9 ak obiehame po jej hranách) sú 
v grafe G zrejme orientované kontinuitne, cize podgraf K1. grafu G pozostáva-
júci z prvkov kružnice Kx je cyklus. Obrátene: Nech K2 je lubovolný cyklus 
grafu G. Kompozícia K2 X L = L2 (kde K% je kružnica z G, ktorá pozostáva 
z prvkov cyklu K2 grafu G2) má zrejme tuto vlastnost: Lubovolný uzol z G je 
incidentný právě s jednou hranou z L2; čiže L2 je lineárny faktor grafu G a při­
tom iný než L. Dokaž tvrdenia sme vykonali. 

Z dokázaného ihned1 vyplývá toto: Graf G má jediný lineárny faktor L 
právě vtedy, keď graf G neobsahuje žiadny cyklus. 

Předpokládá jme teraz, že okrem lineárneho faktora L existuje v grafe G ešte 
aspoň jeden lineárny faktor. Nech 'L = {Ll9L29 ..., Ln}.je systém všetkých 
líneárnych faktorov grafu G mých než L. OznaSme znakom KÁ kompozíciu 
L x Li (i = 1,2, ...,n) a znakom K€ podgraf grafu G obsahujúci prvky a len 
prvky kompozície Kt. Podlá už uvedeného je lubovoFná komponenta grafu Kt 

cyklus a teda K{ je rovnovážné orientovaným podgrafom grafu G. Pretože pie 
rózne i, j , kde i, je {1, 2, ..., n}, platí K4 4= Kh počet rovnovážné orientova­
ných podgrafov grafu G je váčší, alebo sa rovná n. Z podaného dókazu tvrdenia 
je však zřejmé aj toto: Ak Gx je lubovolný rovnovážné orientovaný podgraf 
grafu G, všetky jeho komponenty sú potom cykly, a ak Gx je podgraf grafu G 
obsahujúci všetky prvky a len prvky z GX9 potom kompozícia Gx X L je 
lineárny faktor grafu G. Preto systém {Kl9 K%,..., Kn) obsahuje všetky rovno­
vážné orientované podgrafy giafu G a platnost tvrdení vety je zřejmá. 
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Резюме 

ОБ УРАВНОВЕШЕННО ОРИЕНТИРОВАННЫХ 
КОНЕЧНЫХ ГРАФАХ 

АНТОН КОЦИГ (АлЪопКоЬъщ), Братислава 

(Поступило в редакцию 13/Х1 1957 г.) 

В статье исследуются некоторые свойства т. наз. уравновешенно ориенти­
рованных графов (граф, не содержащий изолированных вершин, назы­
вается уравновешенно ориентированным, если каждая его вершина яв­
ляется начальной и концевой вершиной для одного и того же количества 
ребер). При этом автор исходит из известных теорем о разложениях этих 
графов на циклы и о некоторых свойствах графов эйлеровского типа. До­
казываются некоторые теорему, позволяющие определить число уравно­
вешенно ориентированных подграфов данного ориентированного графа. 
Наконец показано, как полученные результаты могут быть использованы 
для решения задачи: определить число различных факторов первой сте­
пени в данном четном графе. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

ÜBER DIE IM GLEICHGEWICHT GERICHTETEN ENDLICHEN 
GRAPHEN 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

(Eingelangt am 13. November 1957) 

In der Arbeit studiert man einige Eigenschaften der sogenannten im Gleich­
gewicht gerichteten Graphen (ein Graph — der keine isolierten Knotenpunkte 
besitzt — wird im Gleichgewicht gerichteter Graph genannt, wenn jeder sein 
Knotenpunkt ebensooft als Anfangspunkt wie als Schlusspunkt einer Kante 
erscheint). Dabei wird an bekannte Sätze über die Zerlegungen dieser Graphen 
in Zyklen und über einige Eigenschaften der Eulerschen Graphen angeknüpft. 
Man beweist einige Sätze, die die Berechnung der Anzahl von den im Gleich­
gewicht gerichteten Teilgraphen des gegebenen gerichteten Graphen ermögli­
chen oder erleichtern. Schliesslich zeigt man auf die Benützung der gewonnenen 
Resultate bei der Lösung der Aufgabe die Anzahl von verschiedenen Faktoren 
ersten Grades in dem gegebenen paaren Graphen zu bestimmen. 
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