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Casopis pro péstoviani matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

POZNAMKA KE GAUSS-OSTROGRADSKEHO FORMULI

JOSEF KRAL, Praha
(Doslo dne 7. dervna 1958) DT:517.1

Cilem tohoto élanku je podat jednoduchy ditkaz formule (22) za
predpokladd, uvedenych v odst. 11.

1. Uvodni poznédmka. Podnétem k tomuto &ldnku byla price [2], kde je
m. j. dokazan vztah obdobny se vzorcem (29); od zobrazeni ¢ (srovnej odst. 11)
" se viak poZzaduje uréits ,,hladkost‘‘. Podobnou vétu dokazal jinymi methodami
S. Xosasigwioz v préci [1]. V této pozndmce ukazeme, ze metodu, jiz uzil
J. MaRir v [2] pro ,,hladké‘ zobrazeni, lze po jisté modifikaci aplikovat i v ji-
nych pfipadech, kombinujeme-li ji s obecnéjsi vétou o transformaci viceroz-
mérnych integrali.

2. Oznadeni. V dal§im je E, r-rozmérny euklidovsky prostor. Je-li a ¢ E,,

r

pak a; je k-t4 soufadnice bodu a. Pro a, b ¢ B, polotime a .b = 2. aby, la| =
k=1

= Va . a. S¢itani v E, a ndsobeni bodl z E, redlnymi ¢éisly definujeme obvyk-
Iym zplsobem. Pro ¢ > 0, a € E, poloZime jeité

Qa,e) =Ezze B, |z —a| <e].

Bud nyni @ oteviend mnoZina v Z, a bud ¢ zobrazeni mnoziny G do Z,,.
Pak ¢, je funkce na mnoziné G, jeZ je definovana vztahem ¢ (t) = (p(f)):

(te @); pieme také ¢ = [@y, ..., p,]. Existuji-li (vlastni) derivace B9x(t)

ot;
i 0@t . e
(k=1,...,r), definujeme ’?gi(_) = ég;@’ cen —(pa—';(—) . Jeli m =7 a maji-i
smysl symbolyaéit(t) (G =1, ], r), pak ‘oznatime szmbolem J(t, ) determi-
' " kX op(t
nant matice, jejiz ;-ty sloupec tvoii pravé vektor (gt( ).
7

Pro ten ptipad, %e je m = r 4 1, poloZime @* = [@;, ..., Pr—1, Pict1s - +» Pl

a definujeme wy(t, ¢) = (—1/** J(t, ), pokud ma smysl symbol vpravo.

Maji-li smysl symboly wy(f, @), --., Wn(t, @), poloZime w(f, ¢) = [w,(t, @), ...
og(t)

R
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vy Wai(t, ©)]. (Vektor w(t, @) je t. zv. vnéjsim souéinem vektord




3p(?).
g

po fadé uzédveér, vnitiek, hranici a vnéjsi Lebesgueovu miru mnoZiny 4. Je-li
zeE, (r=m — 1), poloZime jedté

A =Ely;y e By, [, oo, Bpeny U, Xy o.or X,] € A] .
Konetné bud =, 4 = Elz; z € B,, A% + 0].

srovnej [2], odst. 1, 2.) Pro A c E, znadi symboly 4,40 H o LA

3. Definice. Bud y zobrazeni mnoziny G c £, do E.. Rekneme, %e zobrazen{ P

ma vlastnost (N) na G, jestlize plati implikace
(McG LM =0)= LyM)=0.

4. Oznatleni. Necht p je zobrazeni mnoZiny @ c E, do E,. Je-li Sc@ a
% € B,, oznatime symbolem N(z,y, S) potet bodi mnoziny yp~*(z) n S (je-li
tato mnoZina nekoneénd, klademe N(x, p, S) = + oo0). Bud dale F konetna
funkce na podmnoZiné ¢; mnoziny G. Pak pro ta z € E,, pro néz je N(z, v, G) <
< o0 a soubasné p~1(z) c G, definujeme

Wz, p, F) = z F(t), teyp(z).
i
Pro jind 2 neni symbol W(z, y, F) definovin.

5.Pomocné véta. Bud y spojité zobrazeni oblasti G c E, do E,. Ptedpokla-
dejme, Ze zobrazeni v md vlastnost (N) na G a %e funkce v, (k= 1,...,r)
maji skoro v§ude v G totdlni diferencidl. (Funkce J(t, ) = J(t) je tedy defino-
vana skoro viude v G.) Dale bud

GflJ(t)ldt<+00- (1)
Potom plati ndsledujici tvrzeni:
a) Je-li R métitelnd podmnoZina oblasti @, pak
f[ [T (t)| dt = Ef N(z,y, R) dz . (2)
b) Jestlize @ c G a J(t) = 0 pro sk:)ro viechna t € @, pak mnozina (@) je
nulova.

c) Je-li F omezens métitelna funkce na @, pak funkce W(x, v, F .sgnJ) je
definovana pro skoro vSechna x € E,, je integrovatelna a plati

GfF(t)J(t)dt:ﬁ[ Wz, y, F.sgnJ)dz. (3)
Dikaz. Tuto vétu odvodime snajdno z véty 3 z [3], str. 364.
Ad a) Sestrojme omezené oblasti D, (n = 1, 2, ...) tak, aby platilo
D,cG(n=1,2,..), D, G (n— ).}
") Jsowli M, (n = 0, 1,...) mno¥iny, pak M, A M, (n — o0) znadf, %6 M, c M, C ...
aﬂUlM,, = M,. Jsou-li ¢, (n = 0, 1, ...) redlnd ¢isla (nebo symboly 4+ o0), piSeme ¢» 7 Co

(n=—> ), jestlize ¢, (n = 1, 2, ...) je neklesajici posloupnost s limitou ¢,.
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Potom jsou mno#iny ¥(Dy) (n = 1, 2, ...) omezené a plati
RoD,/ R, Ny RnD,) 7Ny, R)(n—ow)l)

Ze vztahu

[ U®dt = [ N, p, R0 D,)dx
RAD, E,

(viz citovanou vétu, kde poloZime D = D,, T'(¢) = () prot ¢ D,, 8 = R n D,)
dostaneme ihned limitnim pfechodem rovnost (2).

Ad b) Polozme @, = E[t;t e G, J(t) = 0], B = Q Y @,. Protoze mnozina Q,
je méfitelnd a mnoZina R — @, mé4 miru 0, je také mnoZina R méFitelna.
Vzhledem k tomu, Ze J(f) = 0 pro skoro viechna t e R, dostdvame podle a)

0= [|J@®)|dt = [ Nz, v, R)de.
R E,

Odtud a z inklusi (@) c w(R) c Ez; z € E,, N(z, y, R) = 1] je patrno, Ze
»(Q) mé mfru 0.

Adc)Z (1) aza) (kam dosadime @ misto R) snadno nahlédneme, Ze mnoZina
P=Ex,z ¢E, Ny, G) < + o0] méd nulovy komplement.

Bud nyni F* charakteristickd funkce méfitelné mnoZiny R c G (oborem
funkce F'* je mnoZina @). Potom pro z e P plati N(z, y, R) = W(x, p, F'*),
takzZe ze (2) dostavdme

fF* NI () fW(x y, F*) da . (4)

Snadno se zjisti, Ze rovnost (4) plati take v tom piipadé, Ze F* je konednd
jednoduchd méfitelnd funkce na G. Je-li F* méfitelnd funkce na @, jez je
v absolutni hodnoté omezena konstantou C > 0, pak existuje posloupnost
jednoduchych métitelnych funkef F» (n = 1, 2, ...) takovd, Ze pro ¢ e G plati

IFrt)) SC(n=1,2,...), limFat) = F*(t). (5)

Potom je té% pro z ¢ P
|W(, v, F)| < CN(x, v, &) (n = 1,2, ...), im W(z, y, F") = W(x, p, F*) (6)

a ze vztahu
an HJ () dt = f W(x, v, F7) dz (7)

dostaneme limitnim pfechodem pro n — co vztah (4). (Poznamenejme, Ze
podle (1) je funkce J(t) integrovatelnd na G a podle a) je funkece N(z, y, &)
integrovateln4 na E,, takZe vzhledem k (5), (6) je moZno v (7) provést limitni
piechod za integraénim znamenim.)

Oznaéme symbolem @ mnoZinu viech ¢ € G, v nichZ neni definovana funkce
J(t). Vzhledem k nagim ptedpokladim mé mnoZina @ miru 0, takZe také (@)
je nulova mnoZina.
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Necht F je omezend méfitelnsd funkce na @; polozme F*(t) = 0 pro te@,
F*(t) = F(t) . sgn J(t) pro ostatni ¢ e @. Potom je pro z e P — y(@) (tj. pro
skoro vSechna z ¢ E,)

Wz, v, F*) = W(z,y, F .sgnJ)
a ze (4) plyne (3).
Dikazy nasledujicich dvou lemmat prenechdvime Etenaii.

6. Lemma. Nechi s, ..., s" jsou linedrné mezdvislé vektory v E,.,. Utvofme
zobrazent y prostoruw E, do E,,, predpisem

2(t*) =Stk (t*eE,) .
k=1 .
Potom existuje kladnd konstanta c tak, #e |y(*)| = c|t*| pro vechna t* ¢ B,.

7. Lemma. Necht n, w jsou jednotkové vektory v E .., a necht y, 8 jsou nezdpornd
redind &isla. Potom platt

(yw+6n) . w=|yw+onjn.w.

8. Definice. Bud ¢ spojité zobrazeni oteviené mnoziny @ c E, do E,.; a bud

A ¢ E,4,. Pak I'(p, A) je mnozina viech ¢ € @, pro né jsou splnény nasledujict
podminky:

1. Funkee ¢, (k = 1, ..., r 4+ 1) maji totdlni diferencidl v bodsé £.

2. K libovolnému okoli U bodu ¢ (¢ € U c @) existuje &islo ¢ > 0 tak, Ze plati
implikace
(zeH, 0 Q(g(t), €)) =z e p(U) - (8)
3. K libovolnému & > 0 existuji &isla o, «, tak, Ze plati
0< Oy, g < €, Q)(t) - OCIW(t, 9’) ed s ‘P(t) + 062’1,U(t, ?’) € Er+1 — 4.

9. Lemma. Necht ¢ je spojité zobrazeni oteviené mmofiny G c E, do -E~1‘+1' -
Bud A c E,,, t € I'(p, A)?) a-necht w,(t, ) + 0 pro jisté k. Poloime-li x = ¢*(t)
(viz odst. 2), y = @u(t), pak pro vhodné e > 0 platt bud

(y — & y) c Af a soufasné (y,y + &) C (Bpey — A); (9)
nebo

Y — & 9) C (Bry — A); a soubasné (y,y + &) C A3 (10)
podle toho, zda wi(t, p) > 0 nebo wy(t, ) < 0.
Mimo to je sprdvnd implikace
(teGo(zx) =o0))=>1=1. (11)
") Vzhledem k podmince 1 z definice 8 mé tedy smysl symbol w(t, ¢) (viz odst. 2).
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w(t, )

Dikaz. Bud napt. w(f, ¢) > 0. Polome w = — i, 9)] an=I[n,...
fpya), Kde m, = — lan;=0proj £k 1 <j<r -+ 1. Potom je
wi(t, @)
=G99 9.
w(t, ¢)|

Protoze funkce ¢; (1 = 1, ..., 7 -+ 1) maji v bod& ¢ totdIni diferencial, plati

r

P — plt) = > (55— 1) 22 +1v: to(z), (12)
i=1
pricemz
v(t)e By, Jo(z)] >0 pro v -—>t. (13)
Z (12) a z lemmatu 6 (kde poloZime s/ = 9%52, t* = v — t) snadno odvodime,
Ze pro vhodné ¢ > 0 plati
lo(z) — ¢(t) ;= ) _815 — [t =) = (e — p@)]) [v — 1] .

Odtud a z (13) je patrno, e existuje okoli U bodu ¢ (U c @) tak, Ze

ve U= lo(r) — glt) Z 5 [ —1]. (14)
Vzhledem k relacim 8(,;)::?) w=0 (j=1,...,7) mime
| (9(7) — p(t)) . w = |7 — t] o(z) . w . (15)

Zvolime-li tedy okoli U dostatedné malé, mzeme jesté predpokladat, Ze (viz
(13))
e U= (p(r) — o(t)) . w< ]r—t[n w . (16)

Urdeme &slo ¢ > 0 tak, aby byla splnéna implikace (8). Ukazeme, Ze pak jsou
spravné inkluse (9). Kdyby totiZz neplatila nap¥. prvni z téchto inklusi, mohli
bychom najit &fslo § tak, Ze 0 < § < &, ¢(t) + fn € B,y — A. Podle podminky
3 z definice 8 existuje dale &islo o = o, tak, Ze 0 < o« <&, () +owe A.
Pro vhodné &€ (0,1) je tedy nutng (1 — &)g ()4 aw) + &(g(t) + fn) =
=z e H,. Protoze ziejmé ze Q2(¢(t), ¢), je podle (8) z = ¢(r) pro vhodné
7 ¢ U. Podle lemmatu 7 (kde polozime y = (1 — &) «, 6 = &f) jest (p(r) —
— ). w= (yw+ o). w=|yw—+onn.w=lp(r) — el n.w = (viz

(14)) ;% It —t|n.w= (viz (16)) = 2(¢(r) — @(t)) . w, co je spor, nebot

o) — @) . w=(pw+ o). w=9y +m.w>0.
Podobnym zplsobem se ovéi druhd inkluse (9). Stejnd lze vySettit piipad
wi(t, @) < 0. Konedné z (8), (14) je patrno, Ze plati implikace (11).
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10. Umluva. V odst. 11 bude % pevné piirozené &islo, 1 <k <r + 1.
Proz e B, ay ¢ E, polozime [z, y] = [y, ..., Tpy, Y5 Tpp1s - -» Tppy); misto 4%, gk
piSeme prost§ 4,, ¢ a pod. Je-li f funkce na néjaké podmnozing prostoru £,
pak f(z, y) je oviem hodnota funkce f v bod& [z, y]. Derivaci funkce f podle
k-té proménné znadime D,f.

11. V&ta. Necht A je omezend mnoZina v B,y a bud & = {p} spoletny systém
zobrazent z B, do A. Oborem ka#dého zobrazeni ¢ necht je oblast G, = &
a mnecht @ je spojité na G. Predpoklidejme, Ze funkce @; (j £+ k1 Zj £
= r 4 1) magi skoro vdude v G totdlni diferencidl a Ze zobrazent ¢ = [gy, ...
ees Qu—1> Prt1s - Pri1] MmA viastnost (N) na G. Necht funkce w,(t, p) je rovna
nule pro skoro vsechna t e G — I'(p, A) a bud

2. J lwilt, @)l di < + 00 (17)
@
Pro ?
Z=H,—Uop®)? (18)
@
budiz
LwZ = 0 (19)
a necht je spravnd implikace '
(@ 728,90 + 1) = ¢(Gy) 0 2(G) =0. (20)
Pak
LH, =0 (21)

a pro skoro vdechna x ¢ B, je mnoZina (A), sjednocenim koneéné mnoha kom-
pakinich intervald.

Bud ddle f spojitd funkce na A a mecht pro skoro vSechna z € B, je f(z,y)
absolutné spojitouw funkci proménné y na mnoziné (4),.5) Potom plati

[ (] Dif(z, y) dy) dz = 3, [ f(p(t)) wa(t, @) d (22)
E, 4, ? 6o
s absolutné konvergenini fadow vpravo.

Dukaz. Polotme X = E[z; x ¢ E,, z Nz, p, G,) = + oo]. Ze vztahu
+ oo >Zf]wk(t p)l dt = zf lJt )| dt = zEfN(x, 9, Gy) dz =

——Ef(ZNx,% ¢,)) dz

3) PiSeme prosté 2 misto 2, ¢ €« S; podobné pro U
4) Zobrazeni @, x pokla,da.me za riznd, je-li bud G’ * @, nebo G, = G, a p@t) *+ x(t)
aspoi pro jedno t e Gy

5) Podotkn&me, Ze pro skoro vSechna « ¢ E, je (A)x sjednocenim koneéné mnoha kom-
paktnich intervall; je-li  tak zvoleno, je Jlsté ziejmé, jak rozumét vyroku ,.f(z, ¥) je

absolutn® spojitou funkef prom¥nné y na (4),".
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je patrno, Ze LX = 0. Dale bud V, mnoZina viech e Gy, v nichZ nékters

z funkef @; (j + k, 1 < j < r + 1) nem4 totélni diferencidl. Vzhledem k naim

predpokladim je |w,(¢, )| = |J(t, ¢)| = O pro skoro viechna ¢ z mnoZiny
Ulp) =V, Y (G, — I'(p, 4)) © E[t; t e Gy, wi(t, ) = 0], (23)

takze podle tvrzeni b) z odst. 5 (kam dosadime ¢ misto y) je mnoZina ¥ =
= U ¢(U(p)) nulovd. Tedy také mnoZina A =X VY U x,Z mé miru 0.

Proq,x el,— Aje
(HA)ac = (U (P(qu))m . (24)

a podet prvka mnoZiny (U ®(G,)), neprevysi z N(z, ¢, G,) < + oo; tim spise

je mnozina (H ,), konecna Protoze 4 je nulova mnoZina a mnoZina H, je
uzaviend, plati (21).

Zvolme nynf pevné x ¢ £, — A a bud
Hao =y <... <y )}0=s< + 0);

polozme jefté y°= — oo, y*!= + co. ProtoZze intervaly (y’-1,y’)
(G =1,...,8 + 1) jsou disjunktni s (H,),, je kaZdy z nich obsaZen cely v né-
které z mnozin (4°),, (£,+; — A),; jezto mnozina A je omezens, je oviem

@y C (Bryy — A)ys @5 y+#) € (Bpyy — 4), . (25)

Pifme 27 = [z,9] (j = 1, ..., s). Podle (24), (20) existuje ke kazdému j pravé
jedno zobrazeni ¢ = @7 € & (s oborem G,; = G¥) tak, Zez/ e pI(G¥) (j = 1, ..., s).

Vzhledem k implikacim (pe &, te @, @) = 2/)= @(t)noneAd=tnone
e Ulp) = (te ['(p, 4), wy(t, p) * 0) a k lemmatu 9 existuje v G/ pravé jeden
bod ¢/ takovy, Ze ¢?(t') = 27; je oviem ¢/ non e U(p). Z lemmatu 9 a z inklusi (25)
plyne predevsim sgn w; (1, ¢*) = — 1, sgn wy(ts, ¢°) = 1 a déle (y*, y?) c (4°),,
(y*1,9°) c (4°), (tyto inkluse odpadaji v pfipadé s = 0). Pokradujice
stejnym zpiasobem zjistime, Ze sgn w,(t%, ¢?) =1 a (yi-3, y’) c (4°), (resp.
sgnw,(t’, ¢)) = — 1 a (y~% y’) c (B — 4),), je-i § sudé (resp liché),
7 =1,..., s Specidlné tedy s je sudé; necht s = 2¢ (¢ celé nezaporné).

Potom je
q q
U @> % y»)c 4, c U <y, % = (4),.
P=1 =1
PiSeme-li 3 :
Jo(t) = J(t, 9) = (— Ly~ wy(t, @), Fo(t) = f(p(t)) ,
mame

z (=1t Wz, @, Fo . sgn Jo) = .if(tp"(ti)) sgn wk(.tjs p7) =

= S [f(@, y) — (@, g2

=1
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je-li mimo to bod z € E, — A tak volen, Ze f(2; ) je absolutng spojitou funket
proménné y na mnozing (4),, pak

q

> e, y») — f@, y» )] = [ Diflw, y) dy .

=1 . z
Celkem |

(—1)1S Wz, @, Fo.sgn Jo) = ;f Dif(x, y) dy (26)
@ ' z
pro skoro viechna z ¢ E,. Podle (3) (kde polozime G = @,, y = ¢, F = Fe,
J = J¢) je
[W(x, @, Fo.sgnJe)dzx = [ Fe(t) Jo(t) dt = (—1)*-1.
Co

E,
-({p @) wilt, @) dt . (27)
Oznadime-li symbolem ¢ maximum funkce f na mno%iné 4, dostdvame
Z f W (z, ¢, Fo.sgn Jo)| dz = chN(m, @, G,) dx =
_ch;J(tqp)]dt——czf[wkt<p1dt<+oo (28)

? Gy

Integrujme rovnost (26) pres cely prostor E,. Z (28) je patrno, Ze vlevo mizZeme
integrovat za znamenim souétu. Uzijeme-li jesté vztahu (27), dostaneme (22).
Z odhadu [f @) wilt, @) dt] < ¢ f lw(t, @)| dt a z (17) je vidét, Ze zobecnénd,

fada na prave strané rovnosti (22) je absolutné konvergentni.
Z predchozi véty plyne jesté tento dusledek:

12. Véta. Necht symboly A, & mayji stejny vyznam jako v predchozim odstaves

a nechit plati.(20). Pro mnoZinu (18) budtef spinény vztahy (19) prok =1, ...,7 +

+ 1. Je-li g € &, pak necht funkce @, maji skoro v$ude v G, totdalni diferencidl

a zobrazeni @* mecht maji vlastnost (N) na G, (k =1, ...,r + 1). Konetné bud

[w(t, ¢)] = 0 pro skoro véechnat e G, — I'(p, A) anecht > [ |w(t, ¢)| dt < + co.
? th

Potom platt (21) (takfe mnofina A je méfitelnd) a pro skoro vdechna x ¢ B,

jsou mnofiny (A)s (k = 1, ...,r -+ 1) sjednocenim konetné mnoha kompalktnich
intervald.

Je-li ddle v = [vs, ..., v,1,] 8pOjité zobrazeni mnofiny A do E .., takové, fe pro
skoro vSechna x e E, jsou funkce vi(2y, ..., T, Y, Tyy ---» X,) absolutné spoji-
tymi funkcemi proménné y na mmnofiné (A)s(k=1,...,r + 1), pak funkce

1
div v(z) = > Di(2) je definovdna pro skoro viechna z € A o plati
k=1
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Af dive(z) dz = 3> [o(p(t)) . w(t, @) dt (29)

V’th

za predpokladu, e existuji integrdaly [Dyw(z)dz (k=1,...,r + 1).
4

Dukaz je mozno prenechat &tendii.

Poznédmka. V dobs, kdy byl tento éldnek v tisku, mé&l autor prileZitost seznémit
se s praci [4], jeZ je vénovana pfehledu dikazi Stokesovy a Gaussovy véty. V této
préci nalezne tendi rozsahlou bibliografii ptislu$nych otazek.
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Peswome
3AMETHA K ®OPMVJIE TAYCCA-OCTPOI'PAIICKOTO

MNOCE® HPAJI (Josef Kral), IIpara
(ITocrynnio B pegakmmio 7/VI1 1958 r.)

Mycrs k, r — narypanbuble ducaa, 1 Sk <r 4+ 1. Ecou z = [2,,...,2,] €
€E, uyekE, ronomaraem [, y] = [2y, ..., Tp1, Y Tpsys - &,). Qia A c B,
mel mumeMm A, = E[y,y e By, [z, y] e A]. YacTHyo TpousBOgHYIO ¢QyHKIMN
f orHOCHTENBHO k-0r0 TepemeHHOTO 0Go3HauaeM uepes D,f.

[ycrs A — orpanmyensoe MuHo#uecT80 B E,., u nycts cumBonsl 4 u H,
0003HA4AI0T, COOTBETCTBEHHO, 3aMblKaHUWe M TpaHuny mHoxkectBa A. Ilycrs,
namee, & = {@} — cubrHas cmcTeMa oTOGpayKeHUI B MHO3KeCTBO A, NpHIEM
Kaskfoe orofpaskeHue ¢ onpeeneHo0 Ha HeKoTopo# obmacru G, c E, u obma-
flaeT ONpeNeNEHHBIMU cBOcTBaMM, 00ecMeYuBAIOIUMK, B JACTHOCTH, CYIIe-
cTBOBaHME Kk-0ff KoOpAMHATHI wy(f, ¢) HOPMAIHU, MpPUCYIMEH K 0TOOpaKeHUI0
@, mus mouty Beex ¢ e Q. Jlamee mpenmonaraerca, uro maoskecta ¢(@,) (¢ € &)
06pasyioT HeKOTOPOE, CTIenuabHOe TOKPEITHe MHOKecTBa H , — Z, riie Z — MHO-
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FKECTBO, MPOEKIHA KOTOPOTo Ha ImockocTs K[z z € B, .y, 2, = 0] umeer r-Mep-
Hyo mepy Hyab. (Toumas ¢opMymmpoBka 3THX NIpeNIOJIOMEHUH IpmBeleHa
Bora. 11 m 8.) '

B srux mpepmomosxesmAXx mMHOmecTBO H , mmeer (r 4 1)-MepHyO Mepy HYIb
un MHOKecTBO (A), ABAAETCA IS MOYTH BeeX % € B, coelHHEeHHEM KOHEIHOTO
umena cerMeHToB. Ecimm, mamee, f — Takas HempephiBHaA QyHEKmEmA Ha A4, 910
f(z, y) aBusgerca mus mouTw BceX % € B, aGcomIOTHO HeUNPepHIBHOH (yHROmEH

nepeMeHHOro y Ha (A4),, To mMeeT MecTo popmyna (22).

Orciona HemocpencTBeHHO BEITeKaeT Teopema [aycca-Ocrporpanckoro B gop-
MYJIHDPOBKe, IPUBENEHHOU B orieie 12.

Summary

NOTE ON THE GAUSS-OSTROGRADSKI FORMULA

JOSEF KRAL, Praha
(Received 7/VI 1958)

Let %k, r be positive integers, 1 <k <r + 1. Given z = [z, ..., %] ¢ K,
and ye B, we put [z, y] = [2y, .-+, Zp—1, Y5 Ttps ---» Tr). If A is a set in B,y
we define A, = Ely; y € By, [z, y] € A]. D,f will stand for the partial derivative
of the function f with respect to the k-th variable.

Let A be a bounded set in E,+, and let us denote by 4, H , the closure and
the boundary of A respectively. Further, let & = {¢} be a countable system
of mappings into 4, each ¢ being defined on a domain G, c E,. Every p ¢ &
is assumed to possess certain properties which imply, in particular, the existence
of the k-th coordinate w,(f, ¢) of the normal vector associated with ¢ for almost
every t € G,. A further assumption is made that {¢(&,)} (¢ € ©)is a special cover-
ing of H, — Z, Z being a set having the projection of r-dimensional measure
zero onto the hyperplane E[z; z € E,.,, 2, = 0]. (A precise formulation of these
assumptions is given in sections 11 and 8.)

Under these hypotheses H, is of (r 4 1)-dimensional measure zero, (4),
being equal to the union of a finite system of segments for almost every = ¢ E,.
Moreover, if f is a continuous function on A4 such that f(z, y) appears to be
absolutely continuous on (4,) with respect to y for almost every z ¢ E,, we
have the equality (22).

Hence it follows immediately the Gauss-Ostrogradski theorem as it is stated
in section 12.
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