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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

O INCIDENCNICH MATICICH ORIENTOVANYCH GRAFU

JIRI SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 15. éervence 1958) DT:519.51

V tomto piispévku se ukazuje, Ze mnohé vlastnosti matic je mozZno
studovat prostfednictvim teorie orientovanych graft. Zv1dsté si tu
véimdme primitivnich nezdpornych nerozloZitelnych matic (jimz pied
dasem vénovali pozornost H. WieLaNDT a V. Prix). Neddvno ukézali
L. CorraTz a U. SiNoGOWITZ, Ze nékteré ”vlastnosti spektra symetrické
matice je moZno odvodit z geometrickych vlastnosti neorientovaného
grafu, pro néjZ je tato matice incidenéni matici. Ukazujeme zde
zobecnéni, v némZ incidenéni matice nemusi byt symetrickd (graf je
pak orientovany).

1. Zdkladni pojmy a pomocné tvahy

Predmétem nasi Gvahy bude koneény orientovany graf G (nékdy struéné
jen ,,graf”). Podet uzli oznadime vidy n, mnoZinu uzlt grafu @ pak IT{G}.
Nemize-li dojit k nedorozuméni, piSeme misto x ¢ II{G} struéné jenom z e G.
Ke kazdé uspotddané dvojici uzld z, y grafu G pripoustime nejvySe jednu
hranu 5:5 V dal&ich dvahach budeme potiebovat pojem #plného orientovaného
grafu; tak nazveme graf, ktery s kazdou usporddanou dvojici svych uzld z, y

obsahuje hranu 9237.1) Jsou-li v, w dva uzly grafu @, potom (koneénou) posloup-
nost prvka

—_— — -

ul, u1u2> uz; u2u3: ua; ey um—lum: um (1)

(existuje-li) nazveme spojenim mezi uzly v a w, je-li v = u;, w = u,, u; € II{G}
pro 1 <j < m a jsou-li u;u;+, hrany grafu G. Podet hran, které se vyskytuji
v posloupnosti (1), nazveme délkou uvedeného spojeni.?) Je-li v + w a vysky-
tuje-li se v (1) kazdy uzel grafu G nejvysSe jednou, mluvime o drdze vedouci
z v do w. Doplnime-li tuto drahu je$§té hranou wv, dostévéme cyklus. V mnozi-
né II{G} lze definovat bindrni relaci, pro niZz zvolime symbol -, piidemz
klademe z > y pravé tehdy, existuje-li spojeni mezi z a y. Nahradime-li
1) Srovnej D. KoNicEM studovany pojem Netz ([5], str. 93).

2) Je tidelné mluvit té% o spojeni nulové délky, které existuje mezi kazdou dvojici z a x
pro z € II{G}.
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4c¢

v definici relace - slovo , spoyem slovem ,,draha‘‘, dostaneme definici dalsi
relace, pro niz jsme v préaci [9] zvolili oznadeni —. Snadno nahlédneme, Ze

plati 2 v y <z — .

V predchazejicich pracech jsme si vSimali dobre orientovanych graft (v nichz
pro kazdé x, y ¢ II{G} plati x — y).%) Abychom se mohli struéné vyjadfovat,
definujme v dobfe orientovaném grafu G funkeci o(z, y) takto: Jsou-li z, ¥
dva rizné uzly z @, vyhledejme spojeni mezi z, y, které mé ze vSech takovychto
spojeni nejmensi délku; je vidét, Ze toto spojeni je draha; jeji délku oznaéme
o(x, y). (Pro kazdé x ¢ II{G} budeme tedy klist o(z, ) = 0.) Snadno nahléd-
neme, ze funkce o(z, ¥) je (ne nutné symetrickd) metrika v IZ{G}.

Jak znadmo, je moZno k danému grafu piifadit matici riznym zptsobem
a dat tak geometrickym vlastnostem grafu algebraické vyjadfeni. V této
praci budeme definovat incidenént matici Ag = |ay, |7 grafu G takto: Oéislujme
uzly grafu G &isly 1, 2, 3, ..., » a pak mu pfitadme matici 4, kde a;;, znadi
podet hran s polatednim uzlem ¢ a koncovym uzlem k.

2. Nasobeni grafi a mocnina grafu

Je-li dan graf G, pak podgraf L grafu G, pro ktery plati [I{L} = II{G},
nazveme hranovym podgrafem.t) V celém odstavci 2 volme za G uplny oriento-
vany graf. Jsou-li L,, L, dva hranové podgrafy grafu @, pak jejich soué’inem
L, . L, budeme rozumét hranovy podgraf z ( G, v ném? existuje hrana vw pravé
tehdy, existuje-li uzel z e @, pro né&jZ 0 € L, aw e Ly (existence soudinu
L, . L, je zfejma). Jsou-li L, L,, ..., L, hranové podgrafy grafu @, pak souéin
P,=1L,.L,... L, definujme indukci takto: I. P, = Ly; IL jeli r > 1, pak
P, = P, . L, Snadno nahlédneme, 7e takto definované ndsobeni je asocia-
tivni, neni v8ak komutativni. MiZeme nyni zavést pojem mocniny grafu L~
(s p¥irozenym exponentem r), klademe-li L; = L (1 = 1, 2, ..., 7).

__ Mocnina L” mé tento ndzorny vyznam: Je to hranovy podgraf z ¢, pfidemz
xy e L™ pravé tehdy, existuje-li v L spojeni mezi z, y majici délku ». Snadno
najdeme incidenéni matici grafu L7, zndme-li incidenéni matici grafu L.
Inciden¢ni matice je tvorena pomoci prvka 0 a 1; definujeme-li pro né séitani
a nasobeni vztahy?)

0+0=0.0=0.1=1.0=0, 14+1=14+0=04+1=1.1=1,

3) Pojem dobfe orientovaného grafu najdeme u réiznych autort. Tak napf. Curixtv
monotonné souvisly graf (Casopis pro péstovéni matematiky, 83 (1958), 2, 133 —155)
a RoseExBraTTov cyclic net (Econometrica, Vol. 25, No 2, 1957, 325—338) se kryji s po-
jmem dobfe orientovaného grafu. Viz téZ préci G. N. Povarova [6].

4) V rusting se uZivé ndzvu pebepruill nodepadh, v angliétiné line-subgraph.

5) Uvedené vztahy popisuji, jaky je vysledek séitdni resp. ndsobeni, provddime-li je
s ¢isly kladnymi a nulou; tak napt. 1 + 1 = 1 znamend, Ze soudet dvou kladnych é&isel
je kladny. Je vidét %e mmnoZina {0; 1} s takto definovanymi operacemi tvo¥i Booleovu
algebru.
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plati

Véta 1. Incidenént matice grafu Lt je rovna r-té mocniné incidentni matice
grafu L.

Dukaz. Stadi uvazovat » > 1. Vyjdeme-li od incidenéni matice Ay = |ja;||y
a sestrojime-li jeji mocninu (A4;)" = [b,]|3, plati

by = zaitl cOyg, - Apygyoee Gy 15

pri tom se séitd pres v8echny indexy ¢y, ¢, ..., {,—, jeZ mohou nabyvat hodnot
1, 2, ..., n. Prvek b;; je rizny od nuly pravé tehdy, jestlize aspon jeden séi-
tanec a;; ...a, _;je rizny od nuly. To nastane pravé tehdy, existuji-li ¢isla
tys tas oo, by takovd, Ze ayy = ay, = ... = a, _; = 1. Piejdeme-li ke grafu L,
znamend nalezeny vysledek, Ze existuje spojeni mezi uzly ¢ a §, které ma délku r.
Dikaz je podan.

3. Primitivni grafy

Bud dan graf G a necht z ¢ II{G'}. Necht existuje ptirozené &islo d tak, Ze
pro kazdy uzel y € G existuje spojeni mezi , y, které ma délku d. Pak x nazveme
primitivnim uzlem grafu G a nejmensi prirozené &islo d,;,, jez je mozno takto
k danému grafu G nalézt, je ukazatel uzlu x.

‘min>’

Lemma 1. Necht primitioni uzel x ¢ G md ukazatele d_;,; necht d = d

Potom pro kaZdy uzel y e G existuje spojent mezi z, y, které md délku d.

min*

Dtkaz. Prod = d,;, je tvrzen trividlni. Budiz d > d;, a pFedpoklddejme,
Ze pro kazdy uzel y ¢ G existuje spojeni S mezi z, y délky d — 1. Abychom
nahlédli, ze zde existuje i spojeni délky d, oznatme z ten uzel spojeni S, pro
ktery ?@7 € S. Podle indukéniho piedpokladu je mozno sestrojit spojeni mezi x
a z délky d — 1; doplnime-li je hranou E;_J a uzlem y, dostaneme spojeni mezi
a y délky d. Dikaz je podan.

Snadno se nahlédne, Ze graf, jehoZ jeden uzel je primitivni, nemusi byt
jeité dobte orientovany. Dale je vidét, Ze dob¥e orientovany graf, majici jeden
uzel primitivni, mé vSechny uzly primitivni. Graf, jehoz kazdy uzel je primi-
tivni, nazveme primitivném grafem.®) MaZeme tedy také ¥ici, Ze graf je primi-
tivni pravé tehdy, je-li jistd4 jeho mocnina Gplny orientovany graf. Je vidét,
ze primitivni graf je zvla&tni piipad grafu dobfe orientovaného.

Je-li G primitivni graf, pak nejmensi ptirozené &islo v, pro néz G* je tplny
orientovany graf, nazveme ukazatelem primitivnosti grafu G. Pro kazdé celé

8) Nedojde zde zajisté k zdméné s PETERSENOVYM pojmem primitivniho grafu, jehoZ
se uzivé pri rozkladech (neorientovaného) pravidelného grafu na nékolik faktort. Davod,
proé¢ jsme zvolili ndzev primitivni graf, spo¢ivé v souvislosti s teoril nezdpornych neroz-

loZitelnych matic. Jak zndmo, nazyvdme primitivnt tu nezédpornou matici, jejiZz jistd
mocnina je kladné.
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&islo v = v, pak ziejmé G* je tplny orientovany graf. V primitivnim grafu ¢
vyhledejme pro kazdy jeho uzel piislusny ukazatel. Necht max G (resp. min &)
znadi nejvétsi (resp. nejmensi) ze vSech téchto ukazatelt. Potom ukazatel
primitivnosti grafu G je zfejmé roven max @ (viz lemma 1).

Vsimnéme si primitivnich grafa ¢, u nichz plati
min ¢ =max G ==k. (2)

Prikladem takového grafu G mize byt graf, k jehoZ kazdé dvojici uzld z, y
existuje automorfismus prevadéjici uzel z na uzel y. Existuji viak téZ primi-
tivni grafy s vlastnosti (2), jez
nejsou vySe uvedeného, typu
(jak ukadZeme v nasledujicim

Priklad 1. Budtez k, n pii-

rozend disla; necht 2 £k <

< n — 1. Potom existuje pri-
Obr. 1. mitivni graf ¢, o n uzlech vy-

hovujici pozadavku (2).7)

Abychom G, mohli popsat, pfipomeime, Ze v pfipadé uv € Gy, vt e Gy mluvime
pro strudnost jen o neorientované hrané uv. Necht tedy G, mé uzly 1, 2, 3, .
ahrany 11, 12,23, 34, ..., (k — 1) k a dale hrany kw, ww (prow =k + 1,k - 2

n).8) Dikaz, Ze pro G, plati (2), poddme ve dvou krocich:

I. DokéZeme, Ze mezi kazdymi dvéma uzly 4, j grafu G, existuje spojeni S;;
délky k. Volime-li za ¢ nebo j néktery uzel opatifeny smyckou, je existence
spojeni S;; ziejma. V kazdém jiném piipadé nejdiive dokdZeme, %e mezi ¢, §
existuje spojeni §8;; délky < k, které prochizi uzlem 1 nebo w (w =k -+ 1, ..., n).
Vypoétéme &isla «, § definovana takto:

X = Q(irl) +9(1:7.)=7'+7_2a
Nemiize byt souéasné « > k, f > k, takZe minimum &sel «, 8 je < k. Spojeni
S, tedy sestrojime bud tak, %e drahu z ¢ do 1 doplnime drahou z 1 do j nebo
drahu z ¢ do » doplnime drahou z » do j; spojent S;; mé tedy bud délku & (a je
to tedy S,,) nebo §;; dostaneme tak, ze S,; doplmme smytkou (event. nékoli-
krat probihanou).

II. Dokazeme déle, Ze ke kaZdému uzlu ¢ existuje uzel j tak, Ze mezi i, j
neexistuje spojeni S délky k — 1. Je-li s néktery z uzld 1, w(w =%k + 1, n),
je tvrzeni opét zfejmé. V ostatnich piipadech polozme j =k — i + 2. Vzhle-
dem k implikaci uv € Go= i e G, je mo#no predpoklidat, ze 1 < j. Kdyby

7) Pro k = 1 spliuje vztah (2) Gplny orientovany graf.
8) Na obr. 1 je sestrojen graf Gypro k = 3,n = 5.
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existovalo S, nemohla by to byt drdha; ta by totiz méla délku &k — 2¢ + 2,
co% je &slo jiné parity nez k — 1. Mohli bychom tedy S sloZit?) z drahy mezi
1, 7 a z cykli délek 2 nebo 1. Platilo by tedy

k—1=(k—20+2)+2f+1, 3)
kde & (resp. n7) je celé nezdporné é&islo znamenajici podet uzitych cykld délky 2
(resp. 1). Z (3) plyne n = 1 (mod 2), tedy 5 > 0. Muselo by tedy S prochizet
uzlem 1 nebo w (které maji smyd¢ku). Plati viak

e(, 1) + o(L, 2) + o(i, 7) = e(t, 1) + e(j,n) + e, ) =k >k —1,
takZe existenci spojeni § je nutno zamitnout.
Z uvedenych dvou uvah plyne vztah (2). Zavérem piikladu poznamenejme,
Ze zUstdva oteviend otézka, zda pro k£ > n — 1 je mozno sestrojit primitivni
graf spliiujici (2).

Véta 2. Budiz G primitioni graf; necht c je prirozené &islo spliujici nerovnost
min G < ¢ < max @ .
Potom existuje v G uzel, jehoZ ukazatel je c.

Dukaz. Zvolme uzel z (resp. y) majici ukazatele max G (resp. min &)
a sestrojme drahu D vedouci z z do y. Ze viech uzlt drahy D majicich ukazatele
vétsiho nez ¢ vyhledejme ten, ktery je na draze D posledni; oznaéme jej z
a jeho ukazatele ¢,. Plati z + y, ma tedy uzel z na D nasledovnika 2’ s uka-
zatelem c,. Plati ¢y < c. Ukazeme, %e c, = c. Predpoklddejme naopak, Ze
¢y < ¢, tedy ¢ < ¢ — 1. Potom ke kardému uzlu we G existuje spojeni S’
(délky ¢;) mezi 2’ a w; doplnime-li kazdé 8’ na podétku uzlem z a hranou 22,
dostdvame, Ze ukazatel uzlu z je nejvySe ¢ (spor). Dikaz je tim podén.

Dusledkem véty 2 je, Ze pro kazdy primitivni graf ¢ plati

max @ —minG@ =n—1. (4)
Odhad (4) vz neni mozno zlepsit; plati totiz dokonce toto tvrzeni: Kekazdému
celému &islu k&, pro néz plati 0 < &k < n — 1, existuje graf G, takovy, Ze
max G, —min G, = k. (5)
Piipadu & = 0 je vénovan priklad 1. Graf G, dostaneme z fiplného oriento-
vaného grafu tim, Ze v ném vynechdme smyc¢ku u jednoho uzlu (potom je
totiz max Gy = 2, min @, = 1). Pro k = 2 dostaneme @G, tak, Ze graf G,
z pifkladu 1 zbavime smyéky u uzlu 1. Abychom dokézali, Ze takto defino-
vany graf G spliiuje vztah (5), dokdZeme, Ze uzly opatfené smyckou maji
ukazatele k, uzel 1 pak ukazatele u, = 2k. Prvni tvrzeni je zfejmé a rovnéz

z¥ejmé plati u, < 2k. Kdyby bylo u, < 2k, pak by podle lemmatu 1 existovalo
mezi 1 a 1 spojeni S délky 2k — 1. Protoze &islo 2k — 1 je liché, muselo by §

%) Srovnej-obdobnou vétu pro neorientované grafy u Koniga [5], str. 7, véta 3.
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prochazet nékterym uzlem opatfenym smyéEkou. Délka spojeni S by tedy byla
alespon 2k, coZ je spor. Je tedy u, = 2k a pro G, plati (5).

V&imnéme si nyni odhadd ukazatele primitivnosti primitivnich grafi.
Toto zkoumani lze samoziejmé preloZit téZ do vyroku o nezdpornych nerozlozi-
telnych maticich. FROBENTIUS [2] se nezabyval odhadem ukazatele primitiv-
nosti, i kdyz — jak uvadi WIELANDT [10] — je moZno z jeho dvah vydisti
odhad max G < 202 — 2n, kde n je pobet uzld (¢ili stupent matice). Wielandt
sdm udava lep&f odhad max G = (» — 1) + 1. Dikaz tohoto odhadu, ktery
se uz neda zlepgit, 1ze najit napt. v praci V. PTAga [7].%) V celém tomto ¢lanku

budeme oznaéovat W, ten graf o n uzlech
(n = 2), jehoz incidenéni matice je

17 :
0,1,0, ...,0
0,0, 1, ..., 0
13 > 016

To je totiz ,,extrémni® primitivni matice uva-
dénd Wielandtem (pro W, plati max W, =
14 15 (mn — 1)2 4 1). V dal§im jesté uvidime, Ze W,
Obr. 2. je jediny primitivni graf o n uzlech majici uka-
zatele primitivnosti (n — 1)2 4 1. (Obr. 2 uva-
di Wy, kde u kazdého uzlu je pripsin jeho ukazatel.)

Nez pfistoupime k dal$im dvahadm, uvedeme dvé véty o dobe orientovanych
grafech, které jsou v pracich [7], [8] vyjadfeny v podstaté jako v&ty o nezi-
pornych nerozloZitelnych maticich.

A. Je-li G dobfe orientovany graf, potom nastane pravé jeden z téchto
piipadi: a) Grafy G2, G, G4, ..., G* jsou vSechny dobie orientovany; pak G™
je dobfe orientovany graf pro kazdé pfirozené m a pro m =1 -+ (n — 1)
je G™ dplny orientovany graf. b) Néktera mocnina G™ neni dobie orientovany
graf; pak existuje délitel d > 1 &isla m tak, Ze G¢ je (nesouvisly) graf, jehoZ
kazd4 z d komponent je dobie orientovéna.

B. Necht ¢,, ¢,, ..., ¢, jsou délky v8ech cykld dob¥e orientovaného grafu G.
Pak nutné a postadujici podminka k tomu, aby G byl primitivni, je, aby &isla
Cys Cyy -+, G, byla nesoudélna.

Lemma 2. Nechi v je piirozené éislo. V primitivnim grafu G necht je x uzel,
z néhoé vychdzt aspoti v riznych hran. Budi 1 délka cyklu Z, pro néjz x ¢ Z.19)
Potom wkazatel uzlu x je nejvyse (n — »)l + min (1; v — 1).

*) V prtibéhu recensniho f{zeni naSeho p¥ispévku vysla prdce J. C. Horrapay — R. S.
Varca: On powers of non-negative matrices, Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 9, No 4, 1958,
631 —634. Jeji autori dokazuji Wielandtiv odhad (» — 1) + 1 a podrobnéji si v§imaiji
téch primitivnich matic, které maji v-hlavni diagondle nékolik kladnych prvku.

1}V primitivnim grafu prochédzi totiZ kaZdym uzlem aspon jeden cyklus.
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- Dakaz. Nejprve zavedeme jedno oznadeni. Pro » > 1 (resp. pro » = 1)
oznadme U, mnoZinu v8ech uzlt grafu @, do nichz vede z z spojeni délky 1 + Is
(resp. délky Is). Protoze kazdé takové spojeni je mozno ,,prodlouzit® tim, Ze
na jeho zadatek zatadime cyklus Z, plati

UycU,cUycUzc.... (6)

Ukézeme, %e z predpokladu U; = U,4+, plyne U, = II{G}. Kdyby platilo
U, + II{G}, pak bychom (vzhledem k U, = U,4;) v grafu G* nenagli Z4dnou
hranu podéinajici v néjakém uzlu z mnoziny U, a konéicf mimo tuto mnozinu,
graf G'' by tedy nebyl dobie orientovany; podle véty A by tedy G nebyl
dob¥e orientovany (spor). Protoze U, m4 alespoti v prvki, dost4vime v posloup-
nosti (6), ze U,_, = II{G}. Pro v = 1 je tedy ukazatel uzlu z nejvyse (n — 1) [,
pro v = 2 nejvyse (n — v) 1 + 1, coZ jsme méli dokazat.
V dal’im pifkladé si viimneme podrobnéji grafu W,.

Priklad 2. Plati min W, = 2% — 3n + 3, max W, = n? — 2n + 2. V grafu
W, existuje jediny uzel s ukazatelem min W, a jediny uzel s ukazatelem max W,. -

Dtkaz. Abychom dokazali, Ze plati min W, = n* — 3n + 3, oéislujme
uzly grafu W, tak, aby jeho incidenéni matice méla tvar uvedeny na str. 308.
Existuje zfejmé jedind draha D mezi uzly 1 a n a ta mé délku » — 1. Necht
u; (resp. u,) je ukazatel uzlu 1 (resp. n). Plati zfejmé u, < u, + (n — 1).
Kdyby bylo u; < u, + (» — 1), potom by podle lemmatu 1 pro kazdy uzel
y e W, existovalo spojeni S,, mezi 1 a y majici délku u, +n — 2 =n — 1.
Kazdé takové S, by poéinalo drahou D. Odstranime-li z 8,, tuto dréhu,
dostali bychom, Ze pro kazdy uzel y ¢ W, existuje spojeni mezi n a y majici
délku u, — 1 (spor). Je tedy u, = u, -+ (n — 1). S prihlédnutim k v&té 2
plyne uz snadno zbytek tvrzeni obsazeného v piikladé 2. V&imnéme si téz,
ze graf W, je druhym piikladem grafu, pro néjz ve (4) nastane rovnost.

Véta 3. Pro kaZdy primitivnt graf G o n uzlech (n = 2) platt
min G < n?— 3n + 3; (7)
pritom existuje primitiont graf G, pro néjz ve vatahw (7) nastdvd rovnost.

Dtkaz. Zvolme v grafu G cyklus Z, ktery mé nejmensi délku (oznadme ji 7).
NemuZe byt I = n; pak by totiz musela existovat jesté hrana h e G nelezici
v Z, to v8ak je spor s minimalitou cyklu Z. Je tedy I < n — 1, pfidem? existuje
uzel y nepatiici do Z. Vyhledejme v grafu G' dvojici uzli z, y, kde z ¢ Z,
y non e Z, pro niz je o(x, y) minimalni. Ztejmé o(w, y) = 1. Z uzlu z tedy vycha-
zeji asponi dvé hrany (jedna leZici v Z, druhd nikoliv). PouZijme nyni pro odhad
ukazatele uzlu « lemmatu 2. Klademe zde v = 2, | < n — 1; pro ukazatele
uzlu # médme horni odhad (n — 2)(n — 1) + 1 a je tedy tim spife min G <
SEm—2)n—1)+ 1L
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Z piikladu 2 vime, Ze rovnost ve vztahu (7) nastane pro graf W,.1!) Dikaz
je tim podén.

Véta 3 dopliiuje odhad uvadény H. WIELANDTEM v praci [10]. Je ji totiz
YeSena tato tloha: Vyhledejte nejmensi prirozené &islo p takové, aby pro
kazdou &tvercovou nezdpornou primitivni matici 4 stupné n-tého méla ma-
tice A? alespon jeden Yadek sloZeny z &isel vesmés kladnych.

Lemma 3. Necht v primitionim grafu G o n uzlech (n = 2) existuje cyklus Z
délky 1; potom
' maxG<=(n—2)0+mn.

Dikaz.1?) Kazdy uzel xe¢ Z mé podle lemmatu 2 (kde klademe » = 1)
ukazatele nejvyse (n — 1) I. Zvolime-li nyni uzel y nelezici v Z, existuje uzel
x, € Z tak, Ze o(y, xy) = n — I, nebot draha, kterou je mozno sestrojit bez uZiti
uzld cyklu Z, mé délku nejvyte n — I — 1. Ukazatel uzlu y je tedy nejvyse

e, 2) +(n—1NIi=(m—2)l+mn.
Tim je dikaz podan.

Vé&ta 4. Jestlize pro primitivnt graf G s nuzly (n = 2) plati max G = (n — 1)2 -+
+ 1, pak G je roven grafu W,.

Diukaz. Nejprve ukdzeme, %e cyklus nejmensi délky v grafu G mé délku
!l = n — 1. Kdyby tomu tak nebylo, pak by vzhledem k tvrzeni B nemohlo
byt I = n, tedy by platilo I < n — 2, coZ pro » = 2 neni mo#né a coZ pro
n > 2 podle lemmatu 3 davd max @ < (n — 2)2 + n ¢ili » < 2 (spor). Graf
G mé tedy cykly dvou typu: o » uzlech a o » — 1 uzlech. Oznaéme Z, (resp.
Z,—) jeden z cykla délky n (resp. n — 1) v grafu G. Uzly a hrany cykla
Z,, Z,_, tvoii zitejmé& graf W, tedy W, je hranovym podgrafem v G. UkaZeme,
Ze nemuZe byt podgrafem vlastnim.

Necht v G existuje hrana » nepatiici do W,; pak A tvofi s jistymi n — 2
hranami cyklu Z, hrany cyklu Z, , délky n — 1. Uzly a hrany cykla Z,,
Z,—, tvoti opét graf W, téze struktury jako W,. Ukazatel kazdého uzlu z ¢ G
(uvaZovany v grafu @) je nejvySe roven minimu ukazatell, jez uzlu x patii
v grafech W,, W,. V grafu W, (resp. W,) existuje (podle pf. 2) jediny uzel
Tpae (TESP. Xl,,) s ukazatelem (n — 1) 4 1, pil Sem% 2., + Zo... Je tedy
max G < (= — 1) ++ 1. Existenci takové hrany % je proto nutno zamitnout.
Dikaz je podén.

V&imnéme si jeSté primitivnich grafd H se symetrickou incidenéni matici.
Je ndkdy zvykem nazyvat ty grafy, které s kazdou hranou uv obsahuji té%
hranu vw, grafy neorientovanymi. Vzhledem k tomu, e graf H (s alespoit
dvéma uzly) obsahuje cykly délky 2, mzeme s pfihlédnutim k tvrzeni B

11) Pro n = 5 srovnej obr. 2.
12) PouZivame zde mySlenky obsa¥ené v préci [7].
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vyjadiit nutnou a postadujici podminku primitivnosti grafu H takto: Graf H
obsahuje alespoti jeden cyklus liché délky. V teorii neorientovanych grafi nazy-
vame ty grafy, jejich? kazda kruZnice ma sudou délku, sudymi grafy (viz [5]).
Lze tedy souhrnné ¥ici, Ze v mnoZiné neorientovanych grafti jsou primitivni
pravé ty grafy, které jsou souvislé a nejsou sudé.

Vé&ta 5. BudiZ n = 2. Pro kaZdy primitivni neorientovany graf H o n uzlech
plati max H < 2n — 2; pfitom existuje primitivnt neorientovany graf H, takovy,
Ze max Hy = 2n — 2.%%) '

Dikaz. Odhad plyne z lemmatu 2, kde polozime [ = 2, v = 1. Za graf H,
stadéi volit graf (7,-; popsany na str. 307, jenz zejmé je neorientovany. Dikaz
je podan.

4. Spektrum koneéného orientovaného grafu

V nedavné dobé uverejnili L. Corratz a U. SinogowITz praci [1], ve které
studuji nékteré algebraické vlastnosti symetrickych matic uzitim neoriento-
vanych grafi. ProtoZze v pojeti vySe popsaném je mozno pokladat neoriento-
vany graf za specidlni ptipad grafu orientovaného, mtzZeme piirozené zobecnit
tuto problematiku na grafy orientované.

Abychom mohli definovat pojem spektra konedného orientovaného
grafu G, sestrojme nejprve incidenéni matici 4 grafu @. Dile sestrojme deter-
minant ,

g(1) = det (4 — AB,)

kde E, je jednotkovad matice n-tého stupnd. Rovnici ¢(1) = 0 nazveme
rovnict grafu G, mnozina kofend této rovnice (tj. mnoZina charakteristickych
¢isel matice Ag) je spektrum grafu G.

Incidenéni matice grafu je nezipornéd matice; jak zndmo (viz nap¥. [3]),
mé kazdd nezdpornid matice alespoil jedno charakteristické &islo nezdporné
(a tedy redlné). Maximdlni redlné charakteristické &islo matice 4 nazveme
indexem grafu G.

D4 se dokézat, Ze rovnice grafu (a tedy ani jeho spektrum) nezavisi na volbé
odislovani jeho uzli. Také je ziejmé, Ze p¥i zméné orientace viech hran grafu
se rovnice nezméni.

V nésledujici vété 6 potiebujeme pojem kvasikomponenty grafu.
V grafu G nazveme wvolnou hranow kazdou hranu grafu &, kterd nepat¥i do
zadného cyklu grafu G. Odstraiime z G vSechny volné hrany a oznatme G*
takto vznikly graf (nemé-li G Zadnou volnou hranu, volme za G* graf G).
Kazdou komponentu grafu G* nazveme nyni kvasikomponentou grafu @.

**) Odhad exponentu pro symetrickou primitivn{ matici je uveden téZ v prdci z po-

znémky*).
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Je vidét, ze kazd4 dobte orientovand komponenta grafu je jeho kvasikompo-
nentou.

Kvasikomponenty grafu @ je mozno poklddat za uzly jistého grafu Z(G)
ktery G. N. Povarov [6] nazyvi kaprac; pritom mezi dvéma uzly ¢y, g,
grafu X(@), které odpovidaji kvasikomponentdm G,, @, grafu G, vede hrana
7.9, Pravé tehdy, existuji-li uzly @, %, (2; € G;) tak, %e Zz, e G. V praci [9]
byl graf X(@) nazvan faktorovym grafem grafu G.

Véta 6. Necht dany konedngj orientovany graf G md kvasikomponenty Gy, G, ...
cees G (B = 1). Necht pi(A) = 0 je rovnice i-té kvasikomponenty. Potom rovnice
o

grafu G zni T gi(4) = 0.
=1

Dikaz. Piipad £ = 1 je trividlni; budiz tedy & = 2. Piedpokladejme, ze
tvrzeni plati pro viechny grafy, které maji £ — 1 kvasikomponent, a uvazujme
graf G o kvasikomponentich G, G, ..., G;. Bez Gjmy obecnosti muZzeme pied-
pokladat, Ze zadny uzel kvasikomponenty G, neni koncovym uzlem Zadné
volné hrany grafu G (v grafu X(G) existuje totiz — jak zndmo — uzel, ktery
neni koncovym uzlem 7adné hrany tohoto grafu). Vynechdme-li nyni v grafu &
uzly a hrany kvasikomponenty G, a event. jeté viechny volné hrany grafu @,
které vychéazeji z nékterych uzld této kvasikomponenty, vznikne graf H majiel
k — 1kvasikomponent Gy, G, ..., G;. Podle indukéniho pfedpokladu mé graf H

k

rovnici ¢y(4) = n @;(4) = 0. Abychom odvodili rovnici ¢(4) = 0 grafu G,
=2

oéislujme nejprve viechny uzly jeho kvasikomponenty G, po fadé &isly 1,2, ...,7
(kde r znadi podet uzli kvasikomponenty ;) a pak ostatni uzly grafu G oéisluj-
me libovolné &isly » + 1, r + 2, ..., n. Determinant ¢(1) mtZeme nyni roz-
vést podle ¥adkl o indexech 1, 2, ..., r (véta Laplace-ova). Ziejmé& plati

k
P(4) = @1(4) go(4) = I_Il @i(4) 5
¢imz je dikaz podan.
Nez pristoupime k daldi dvaze, uvedme jeden priklad.

Ptiklad 3. Je-li G cyklus o n uzlech, pak snadnou upravou zjistime, Ze
2kms

jeho rovnice zni A — 1 = 0. Spektrum tvoii tedy ¢islae » (pro k=1, 2, ...,
..., n), index grafu G je 1.

Véta 7. Obsahuje-li graf G jako podgraf alespot jeden cyklus, pak index grafu G
je = 1.

Dtkaz. Zvolme v G ten cyklus Z_; , které md nejmensi délku (oznaéme
ji I). Ocislujme nyni uzly grafu G takto: Nejprve odislujme uzly cyklu Z_;,
¢isly 1, 2, ..., I a potom oéislujme libovolné i ostatni uzly grafu . Odstranime-li
z matice 4g viechny prvky a;;, u nichz max (3, j) > [, dostaneme matici M.
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Vzhledem k minimalité cyklu Z,;, j¢ M incidenéni matici grafu Z,,. Podle
piikladu 3 mi Z_, index »" = 1. Oznadéime-li r index grafu @, plati podle
znédmé véty (viz napt. [3], str. 336), ze ' =<7, tedy r = 1, c. b. d.

Vé&ta 8. Nuind a postalujict podminka k tomu, aby graf G byl acyklicky,*®)
*je, aby jeho spektrum bylo tvoreno vesmés nulams.

Dikaz. Necht G je acyklicky graf. Jeho kvasikomponenty jsou pak isolo-
vané uzly, tedy podle véty 6 jeho rovnice zni ¢(4) = (—A)» = 0.
Neni-li ¢ acyklicky, pak podle véty 7 jeho index je = 1. Tim je dikaz podén.
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Pesome

O MATPUIAX NMHIMOEHTHOCTH IOJIST OPUEHTUPOBAHHBIX
I'PA®OB

UPHUN CEIOJJAYEK (Jiti Sedladek), Ilpara
(Mocerynuno B pepakmumio 15/VIT 1958 r.)

O6o3raunM BepHmMHbI KOHEYHOTO OPMEHTHPOBAHHOrO rpada G umemamm
o
1,2, ...,n (»n = 2). Ec;im cymectByer pebpo ] € G, To HONO®IM @y = 1, ecnm
5 .
He CYIecTBYeT ¢) € G, TO MOJOKUM a;; = 0; Marpuny (@] HasoseM maTpuueit
nEnuIeHTHocTH rpada G.
13) Graf je acyklicky, jestlize neobsahuje jako podgrat Zddny cyklus.
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Komeuuyio mocieNoBaTeIBHOCTD g, Ugly, Uy, - - -y Um—1, Um—1%m, Uy, HABOBEM
coeduneruesM MERIY BePIIHHAME IPada %y A %, €CHIH %; — BEPINMHEL, & U;W;,q —
pebpa rpada G; uucmo m ABIAeTcA ero Jaurol. Bepmuny x ¢ G HazoBeM npu-
MUMUBHOL, €CIIH CYUIECTBYeT HAaTYpPAalbHOe YUCI0 d TAaK, YTO. A Kas;KIOH Bep-
muHH Y € G cymecTBYeT COefWHEHWEe MeKNY ¥ ¥ Y, UMelollee ANUEY d (Ham-
MeHBIIee W3 STUX UYHceN d Ha30BeM ykasamedem BepmuHH z). Ecam wammas
Bepmura rpada G mpummruBHA, To G mpuMuTHBeH, 0603HAYKM uYepe3 max ¢
(cooTs. "epes min () Hambonpmuil (cOOTB. HAMMEHHIMWIT) W3 BCeX yKasaTelel
B rpade . Marpuma WHOEIEHTHOCTH NPUMUTHBHOrO rpada ABIAeTcA IPEMIE-
TuBHOU Marpunei (B cmbiciie @pobermyca [2]). Cormacuo [10] mmeer mecto
HepaBeHCTBO MaX G < (n — 1)2 4+ 1. Mu moxassiBaeM CIIAYIOIINe TeoPeMB
(B Hux G 0603Ha9aeT IPUMATHBHEIA rpad ¢ 7 BepmuHAMY)

ITycmy darno namypaashoe wucso ¢ € (min G; max G); moeda ¢ G cyujecmsyem
sePULUNA, YKA3AMENd KOMOPOi Paser .

Bunoanaemes nepasercmso max G — min G < n — 1; daa Kaxncdozo yenozo
wucaa k € {0; n — 1) cywecmeyem epagp G, das komopozo max G — min G =k.

H meem mecmo mepasewcmso min G < n2 — 3n + 3; cywyecmsyem epag G,
048 KOmMopo2o 30ect umeem MeCmMo 3HAK PABEHCMBA.

Cywecmayem moavko odun epag G, das romopoeo max G = (n — 1) + L

Heopuenmuposanuwiii epagp (m. e. epag ¢ cummempureckoit. mMampuyeti wH-
yudenmHocmu ) npumumueer moeda U moavko mo20a, ecAu OH ABAIEMCS COA3-
HULM U He ABAACMNCSE HYEIMHBIM.

Hoxnan m Cumoroswn [1] moxasaau, 970 HEKOTOpbIe cBOICTBA CHIEKTpPa
CUMMETPHYECKON MATPHUIEL MOFKHO JIGFKO BEIBECTHM M3 IeOMeTPUUYECKHX CBOHCTB
HONXONAMEro HeopueHTHpoBaHHOrO rpada H. B sarimodeHunm ctarbu MEH 3a-
limemca obobmenmeM Taroi npobaematurwm: Marpuna He XomkHa OBITH
cuMMeTprIecKol, u Torna H — opmenTmpoBaHHHH rpad.

IIyers 4 — wmarpuna menuzestHOcTE rpada H; mycrs E, — eIumHmYHAS
MATpHIA N-TO MOpsAKa. Torfa ypabHeHme
@A) =det (4 — AE,) =0 1))

Ha30BeM ypasHeruenm epagpa H. Ypasueuue (I) MoKHO yopocTuTh mpu momouia
HOHATHAA Keasuromnorenmy rpada H. Ynamam ms rpada H rampoe peGpo, He
Jeamee HH B OofHOM nukie rpada H. Hamayo KoMOOHEHTY MONYyYeHHOIO
rTakuM obpaszoM momrpada MH HasbBaeM kKeaszuromnorenmoii rpada H. Cupa-
BeIIMBa Teopema:

ITycmv H umeem reaszukomnonernmul Hy, H,, ..., Hy (k = 1); nycms @, () = 0
ecmy ypasHerue i-ii keasuromnorerwmul. Tozda ypaswerue epaga H umeem sud
k
1—[ Pi(A) = 0.
t=1
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Zusammenfassung

UBER INZIDENZMATRIZEN GERICHTETER GRAPHEN

JIRI SEDLACEK, Praha
(Eingelangt am 15. Juli 1958)

Die Knotenpunkte eines endlichen gerichteten Graphen G bezeichnen wir
mit 1,2, ...,n (n = 2). Wenn eine Kante z? e G existiert, dann setzen wir
@;; = 1, wenn sie nicht existiert, dann ist a;; = 0; die Matrix ||a,;|| nennen wir
Inzidenzmatriz des Graphen @. Eine endliche Folge wu,, M, Uy vy Upp—1s
um_lu_,,:, u,, nennen wir Vereinigung zwischen den Knotenpunkten %, und «,, des
Graphen G, wenn u; die Knotenpunkte und Ui, die Kanten des Graphen G
sind; m ist die Ldnge der Vereinigung. Den Knotenpunkt z ¢ G' nennen wir
primitiv, wenn eine natiirliche Zahl d so existiert, dass fiir jeden Knotenpunkt
y € G die Vereinigung zwischen = und y existiert, welche die Lange d hat (die
kleinste der Zahlen d ist der Zeiger des Knotenpunktes z). Wenn jeder Knoten-
punkt des Graphen G primitiv ist, dann ist G' primitiv; wir bezeichnen max
(bezw. min G) den grossten (bezw. kleinsten) aller Zeiger im Graphen G. Die
Inzidenzmatrix eines primitiven Graphen ist eine primitive Matrix (im Sinne
von FroBeN1Us [2]). Nach [10] gilt max G < (n — 1)2 4 1. Wir beweisen
folgende Sédtze (G bedeutet einen primitiven Graphen mit » Knotenpunkten):

Es sei eime natiirliche Zahl ¢ € (min G; max G) gegeben; dann existiert in G
ein Knotenpunkt, dessen Zeiger gleich c ist.

Es gilt max @ —min G <n — 1; zu jeder ganzen Zahl ke {0;n — 1)
existiert ein Graph G, fir den gilt max G — min G = k.

Es gilt min G < n® — 3n + 3; es ist ein G so, dass das Gleichheitszeichen
gult.

EBs existiert ein einziger Graph G, fir den max G = (n — 1)2 + 1 g¢ilt.

Ein nichtgerichteter Graph (d.h. mit symmetrischer Inzidenzmatrix) ist dann
und nur dann primitiv, wenn er usammenhdngend und kein paarer Graph ist.

CorraTz und SivogowITz [1] haben gezeigt, dass einige Eigenschaften
des Spektrums einer symmetrischen Matrix aus den geometrischen Eigenschaf-
ten eines nichtgerichteten Graphen H abgeleitet werden kénnen. Zum Schluss
unseres Beitrages behandlen wir die Verallgemeinerung dieser Problematik:
Die Matrix muss nicht symmetrisch sein, H ist dann gerichtet.

Es sei A die Inzidenzmatrix des Graphen H; es sei F, die Einheitsmatrix
n-ten Grades. Dann nennen wir

@(1) = det (4 — 1E,) = 0 @
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die Qleichung des Graphen H. Die Gleichung (I) lasst sich mit Hilfe des Begritfes
Quasikomponente des Graphen H vereinfachen. Wenn wir aus H jede
Kante, die in keinem Zyklus von H liegt, entfernen, dann nennen wir jede
Komponente des so entstandenen Untergraphen Quasikomponente des Gra-
phen H. Es gilt folgender Satz:

Es seien H,, H,, ..., H, Quastkomponenten des Graphen H; es sei @A) =0
die Gleichung der i-ten Quasikomponente. Dann lautet die Gleichung des Graphen H

131%(1) =0.
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