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Casopis pro p&stovani matematiky, rog. 84 (1959), Praha

KRITERIEN FUR DIE OSZILLATION DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

[p@)y] +qx)y=0

MILOS RAB, Brno DT: 517.941
(Eingelangt am 24. September 1958)

Gewidmet dem Prof. Otakar Bordwka zu seinem 60. Geburtstag.

In der vorliegenden Abhandlung werden die Sdtze abgeleitet,
welche die biBher bekannten Kriterien fiir die Oszillation der Lo-
sungen der Differentialgleichung [p(x) ¥')" + g(x) y = 0 zu vereini-
gen ermoéglichen.

Einleitung

Es sei die Differentialgleichung
[p(x) '] +q(@)y =0 1)

gegeben. Wir setzen weiterhin stets voraus, daf die Koeffizienten p'(z) und
¢(z) im Intervall J = {,, c0) stetige Funktionen sind und p(z) > 0 gilt. Eine
Lsung der Differentialgleichung (1) heif3t oszillatorisch, wenn sie in J unendlich
viele Nullstellen hat. Die Lésung y(x) = 0 schlieBen wir aus den Betrachtun-
gen aus. Wenn alle Losungen der Differentialgleichung (1) in J oszillatorisch
sind, so sagt man kurz, dafl die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist.

In der vorliegenden Abhandlung werden einige Sitze eingefiihrt, welche
die biBher bekannten hinreichenden Bedingungen fiir die Oszillation der
Losungen von (1) zu vereinigen ermoglichen. In der Literatur wurden biBher
zur Herleitung dieser Bedingungen folgende Methoden beniitzt:

a) Die Umformung der Differentialgleichung (1) in die Riccatische Diffe-
rentialgleichung. (Diese Methode beniitzt man am haufigsten.)

b) Die Reduktion der Differentialgleichung (1) auf ein System und seine
ITmformung in die Polarkoordinaten.

c¢) Die Methode der Eigenwerte [27], [33]. Mit den Ergebnissen dieser
Behandlungen werden wir uns nicht beschéftigen.
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Man kann auch eine Reihe allgemeiner Ergebnisse durch die Kombination
der Methode a) oder b) mit der Transformation y = f(x)z ableiten. Dabei
bedeutet f(x) zweimal stetig differenzierbare Funktion, f(z) > 0 fir zed
8], [26].

Erwahnen wir, daf die in der Abhandlung abgeleiteten Ergebnisse auch die
Betrachtung der Differentialgleichung

Y +r@)y +sx)y=0, : (2)
r(z), s(x) stetig in J, ermoglichen. Man kann ndmlich die Differentialgleichung

(2) auf die selbstadjungierte Form [exp { [7(t) dt} y']" + exp {[7(¢) d} s(z) y =0

bringen, oder man kann sie durch die Substitution y = exp {— %/r(¢) dt} u in

die Differentialgleichung
u + Sx)u=0, (3)
S(x) = s(z) — r¥(x) — ¥#'(x) umformen. ‘
Eine besondere Aufmerksamkeit wurde in der Literatur gerade der Differen-
tialgleichung (3), also der Differentialgleichung (1) im Falle p(z) = 1, gewidmet.

Vorldufige Betrachtungen

1. Bezeichnen wir E{v(z)} die Menge von reellen Zahlen x, welche die Eigen-
schaft »(z) haben, m(3) das Lebesguesche Maf3 der Menge M. Wir fithren den
Begriff des approximativen Grenzwerts einer Funktion f(z) an, den die Herren
C. OrecH, Z. OpraL und T. Wazewskr in der Abhandlung [29] eingefiihrt
haben.

Definition 1. Man sagt, die Funktion f(x) habe den approximativen unteren
Grenzwert 1 fir x — o0, geschrieben lim aprinf f(x) =1, wenn m(E{f(x) =

< L)) < o fur jedes I, <1 und m(E{f(x) < l,}) = co fiir jedes I, > 1 gilt.

Definition 2. Man sagt, die Funktion f(x) habe den approximativen oberen
Grenzvert L fiir x — o0, geschrieben lim apr sup f(z) = L, wenn m(E{f(x) =

= L,}) = oo fir jedes L, < L und m(B{f(x) = Ly}) < o fir jedes L, > L
gilt.

Zu jeder Funktion f(x) gibt es offensichtlich nur einen approximativen
oberen und einen approximativen unteren Grenzwert. Wenn [ = L = 1 ist,
so schreibt man Iim apr f(x) = A. Bezeichnen weiter lim inf f(z) = I*,

Z—>00 Z—>00
lim sup f(z) = L*, im f(x) = A*, so gilt offenbar I* <1 < L < L*.

Die Gleichheiten 1* =1, L* = L gelten damals, wenn f(z) irgendeiner der
folgenden vier Bedingungen geniigt: y

336



A. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 8 > 0 derart, daf fir alle x* = 6 + x, und
alle x die in (ax — 8, *) oder in {x*, x* + &) liegen, die Ungleichungen f(x) =
< f(@*) + &, f(v) = [(x*) — & gelten.

B. f(x) ist eine gleichmifig stetige Funktion in J.

C.fa) Sk < ofirxed.

D. fl2) =2 k> — oo fir xelJ.

Beweis. Die Bedingung A umfaBt jede der Bedingungen B, C und D. Es
gelte also A und nehmen wir an, daf I* < [ ist. Man kann ¢ > 0 so wéhlen,
daB I* < 1* 4 26 <l ist. Es gibt eine Folge {,}, x, — oo derart, daB f(x,) <
< I* 4 ¢ gilt. In einem von den Intervallen (z, — 8, z,>, {,, , + 6>, das
wir @, bezeichnen, gelten die Ungleichungen f(x) = f(x,) + & <1* 4 2e <.

Setzt man @ = 3 0,, so gilt m(@) = oo und f(x) < I fiir x € O, was der De-
1

finition der Zahl ! widerspricht. Es ist also [* = I. Ahnlich kann man L* = L
beweisen.

2. Man kann sich leicht iiberzeugen, dafB folgende Behauptungen gelten:
a) Wenn y,(x) und y,(xz) 2wes beliebige unabhingige Losungen der Differential-
gleichung (1) sind, so geniigt die Funktion o(x) = Vy%(x) + yi(x) der Beziehung

2

- M

wober M = p(x) W(x) und W(x) die Wronskische Determinante der Losungen
y,(x) und ys(x) bezeichnen.

b) Genigt die Funktion f(x) der Gleichung

"y’ —_ 62
[pE) 11 +40) f = o5
¢ = Konst + 0, dann st o ‘
. c de L
y=0151n{ 2070 +02} ) (8)

eine allgemeine Losung der Differentialgleichung (1).

Daraus folgt unmittelbar, da man die allgemeine Losung der Differential-
gleichung (1) stets in der Form (5) schreiben kann, wenn man f(z) = o(x)
wahlt. Durch passende Wahl der Losungen y,(z) und y,(z) kann man ¢ =1
erreichen.

c¢) Die Funktion f(x) set in J zweimal stetig differenzierbar. Die Differential-
gleichung (1) geht fir y = f(x) z in die Differentialgleichung
[P(z)2'] + Qz)z =0 (6)

1). Ahnliche Formeln kann man schon bei P. BorL [2] finden, der sie zur Betrachtung
der Eigenschaften der Losungen linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-
nitzte.
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itber, wobet
P(x) = p(z) A=), Q) = f(@)p@) f'(@)] + (@) f*(z) %) (7)
Die Differentialgleichungen (1) und (6) sind gleichzeitig oszillatorisch oder
nichtoszillatorisch. Dieser Umstand ermoglicht aus jeder hinreichenden Be-
dingung fiir die Oszillation der Losungen der Differentialgleichung (6) eine
hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der Lisungen von (1) unmittelbar
ableiten, die von einer beliebigen Funktion f(x) abhiangt. Hieraus folgt be-
sonders:
Die Differentialgleichung (1) ust dann und nur dann oszillatorisch in J, wenn

o] o}

de dt .
f p(t) 0*(t) _f G0 ) (8)

&, Lo

gilt; o(x) geniigt dabes der Gleichung (4).
* Aus (4) und (8) folgt unmittelbar folgender

Hilfsatz. Wenn die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist, dann gibt es
eine Funktion o(x)e C?, o(x) > 0 fir zeJ, so daf [{o(®)[p(x) o (x)] +

+ g(x) 0*(%)} dz = oo gill.

Eine andere unmittelbare Folgerung der Beziehung zwischen den Differen-
tialgleichungen (1) und (6), also auch (3) und (6), ist der Satz [er folgt aus (8)
und (4)]:

Die Differentialgleichung (3) 2st dann wnd nur dann oszillatorisch, wenn es .
eine solche Funktion f(zx)e C2, f(x) > 0 fur x e J gibt, welche die Bedingungen

ar _ e
J = B0 =g T

Diesen Satz hat Prof. O. BorGvEaA [5] bewiesen, der die Funktion f(x) in

erfullt.

der Form f(z) = 1—/)(—%(—) gewahlt hat. Durch spezielle Wahl der Funktionen
z

X(x) und mit Hilfe des Vergleichssatzes hat M. Larrocr [20] die bekannte

logarithmische Skala der Vergleichskriterien abgeleitet. Die Vergleichs-

kriterien werden wir spater betrachten.

Ist endlich die Differentialgleichung (1) der Form [&%&5 y’] + o@)y =0,

. ® S . .
das heiBt y" — - Yy + w? = 0, so hat sie die allgemeine Losung y =
2) Diese Umformung hat schon W. LricETON [24] und spdter R. Moore [26] beniitzt.

@
3) Das Symbol [ f(x) dz bezeichnet in der ganzen Abhandlung den Grenzwert
@ X
lim [ f(z) de.

>0 Z,
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x
= C,sin{ [w(t) dt + O3} und der Koeffizient S(x) in der Differentialgleichung

(3) hat die Form S(z) = w2(z) — 2[‘:’0'(%)] + % ‘:U ((x”)) . Wahlt man w(z) =

=k exp {—2[[p(x) dx da}, wobei k eine positive Konstante und ¢(z) e C°
in J eine beliebige Funktion bezeichnen und benutzt man den Vergleichssatz,
so folgt hieraus:

Gibt es eine stetige Funktion @(x), die den Bedingungen f exp {—2/ [p(

.dx dr}dr = o, S(z) = k?exp {—4[ [p(z) dz dz} — {[p(z) 61.70}2 — p(x) ge-
nilgt, so ist die Differentialgleichung (3) oszillatorisch.

Diesen Satz hat M. IELcHIN [15] abgeleitet. Speziell fir ¢(z) = — 1/222
folgt hieraus das Kriterium von A. KNESER [18].

Bemerkung. Aus der Form (5) der allgemeinen Losung von (1) folgt
auch unmittelbar: Wenn eine Losung der Differentialgleichung (1) in J oszilla-
torisch ist, dann sind alle Lésungen oszillatorisch. Bezeichnen y, und y, zwei
beliebige unabhingige Losungen von (1), so liegt zwischen je z2wei aufeinander
folgenden Nullstellen von y, genaw eine Nullstelle von y,.

Kriterien fiir die Oszillation der Losungen der Differentialgleichung (1)
1

In diesem Absatz werden einige hinreichende (und auch notwendige) Be-
dingungen fiir die Oszillation der Losungen von (1) abgeleitet. Fiir die Un-
tersuchung der Oszillationsfragen wird eine Riccatische Differentialgleichung
aufgestellt, die zu der Differentialgleichung (1) gehort.

Hauptsatz. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch,
wenn es eine Funktion g(x) e C1, g(x) > 0 in J gibt, welche die Bedingung

xz

Lim H(z) = lim 10( )¢ {f<p(8)g S)f[q 0 = 2) '2(t)]dt~a>'

2,
. ds}d:)c1 = o0
fir jede Konstante a erfullt.

Beweis. a) Die Differentialgleichung (1) sei nichtoszillatorisch. Nehmen
wir an, y(z) sei eine Losung der Differentialgleichung (1), die in J keine
Nullstelle hat, was offenbar keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet.

PRy
y

Fir v = geht die Differentialgleichung (1) in die Riccatische Glei-
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u2
P(®) -
g*(z) und integriert sie zwischen den Grenzen z, und z, so ergibt sich [g%().

Ty

chung ' = —

— q(x) tiber. Multipliziert man diese Gleichung mit

@z x

2 2
Lu(f) At = — f —u;—?)—(%i& dt — f q(t) g2(t) dt. Durch partielle Integration auf

2 Zo

der linken Seite bekommt man

g(e) ulz) = a + 2 f o) §'(6) ) di — f ﬁ%’—%ﬂ dt — f a(t) g*(t) d =

Lo
z

—a— f [“’—%—“{t—‘—)’i — V7 g’(t)]zdf + f () g (1) — a() g*B)] &ty (9)

Zo

wobei a = g2(w,) u(x,) ist. Hieraus folgt die Ungleichung

ﬂ%%ﬂ = ulz) < gztx) {a + f [p(t) "2(t) — q(®) g*(t)] dt}

und durch Integration zwischen den Grenzen x, und z

1 N 2y 5
éfm {0/ +;[[p(t)vg () — q(t) g*(®)] dt} ds,

Xy

y(x)
y(2o)

lg

£ 3

sl +fonsm o)l
ly ()] éOGXP{x f 76 77\ +z [p() 9'%(¢) — q(t) g2(t)] dt) ds .

Bezeichnen y;(x) und y,(x) zwei beliebige unabhingige Losungen der Diffe-

rentialgleichung (1), die in J keine Nullstelle haben, so kann man leicht aus

der obigen Ungleichung ableiten, daf f 7

0

ds
0)[yiE) + y3()]

K eine passende positive Konstante bezeichnet. Die rechte Seite divergiert aber

o]

= KH (x) gilt, wobei

dt
J pO) + y2(0)]

daB (1) in J nichtoszillatorisch ist, widerspricht.

gegen oo fiir x —.00, so daB f = o0, was der Voraussetzung,

b) Die Differentialgleichung sei oszillatorisch. Aus dem Hilfsatz folgt die
Existenz einer solchen Funktion g(z)eC', g(x) > 0, die der Bedingung
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o

f o T f [9(=) 9*(@) + g(@){p(x) ¢'(2)}'] dw = oo geniigt. Wir wer-

z) g*(@
den zeigen, dafl dlese Funktion der Forderung H(o0) = oo geniigt.
Aus der Beziehung [g(x){p(x) ¢'(x)}’ dz = p(x) g(x) ¢'(x) — [p(x) g'*(x) d» +

-+ Konst folgt ndhmlich, daﬁ man den Ausdruck H(z) auf folgende Form
bringen kann

z @,

]. 1 2 ' ’
H(z) = f e eXP{2 f 26 9°) < f [q() g2(t) + g(){p() g'(®)}'] dt —

Zo Zo

— g(s) g'(s) p(s) + Konst> ds} dz, =

® @y

=f 5(‘1971) exp {2 p(s)lgzig)< f [9(®) g2(t) + g@){p(t) g'(®)}] df + Konst>ds —

£ Lo

—2lg Ig(xl)l} dr, =

= f m exp {2 f p(—s)-lég—(s) < f [9(®) 2(t) + g(t){p(t) o'(8)}'] dt +

0

-+ Konst> ds} dz, ,

so dafl H(z) - oo fiir x — oco. Hiermit ist die Behauptung voll bewiesen.

©

Satz 1. Es seif—d—x—
p(x)

Lo

= 00. Gibt es eine Funktion g(x) > 0, g(x) e C* fiur
zed, so daf
J 14 g°(@) — p() g*)] d = o0 | (10)

gilt, dann ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.
Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz.

Diesen Satz hat fiir p(z)=1 B. A. Kounratees [19] abgeleitet {r(z) =
= ¢2(z)}.4) Der Satz verallgemeinert den Erfolg von M. ZrAmaw [42], wo die

Bedingung (10) durch die Bedingungen f g2(x) q¢(z) dx = o0, f p(x) 92(x) dze <
< oo ersetzt wird. (M. Zldmal hat dJese Voraussetzungen in einer anderen

4) Der in [19] auf Seite 743 angefithrte Satz 4 ergibt sich aus unserem Satz durch die
Wabhl g(z) = »(x) V.'L_'
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Form angefiithrt; um sie beizubehalten, soll man g(x) = Vw(x) setzen.) Ist

besonders p(x) =1, so kann man fortschreitend g(x) = 2*, o> 1;
1 1 11 1l e ®

x?lg * %z, a® lg? xlglg ® %z, ..., x>0 wahlen. Es ist offenbar [¢'%(z).
.dz < 0, 80 daBl eine jede der folgenden Bedingungen die Oszillation der
Losungen von y” + g(x) y = 0 garantiert:

Jzog(x) dxr = o0, 0 < 1 (M. Zldmal [42], J. G. MixusINSKI [25] fiir ¢(z) = 0),
fzlg™ ' “ag@)dr =00, x>0,
o
Jalgzlglg ' zqx)dr = 0, «>0 usw.

Diese Kriterien hat schon E. HILLE unter der Voraussetzung g(z) = 0 be-
wiesen [14, S. 242]. '

Satz 2. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszllatorisch,
wenn es etne Funktion f(x) > 0, f(x) e C? fir x e J gibt, die der Bedingung

. . 1 ] 1 . , ,
Ko =1 f ey P f }T(W< [uoreo roy +
+ () ()] dt — a> dS} dz, =
fiir jede Konstante a geniigt.

Beweis. Die Tatsache, da die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich aus
dem Hauptsatz, wenn man H(x) auf die Form (9) bringt. Die Notwendigkeit
der Bedingung ergibt sich aus dem Hilfsatz.

Satz 3. (R. MoorE [26]). Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann
oszillatorisch, wenn es eine Funktion f(x) > 0, f(x) e C? fiir x e J von solcher

- d dz
Beschaffenheit gibt, daf : f @) @) — 0,
fm[f(iv){P(x) F@} + q) f2@)]dz = co - (1)

gilt.

Beweis. Die Tatsache, daB die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich aus
Satz 2, die Notwendigkeit folgt aus dem Hilfsatz.

Im Falle p(z) == 1 hat schon E. GacLiarpo [8] bewiesen, dal die Bedingun-
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gen (11) zur Oszillation der Lésungen von (1) hinreichend sind. Durch die Wahl
f(¥) = 1 ergibt sich hieraus folgende hinreichende Bedingung:

=<} ©

f 5(% = 0, f q(x) dxr = oo = (1) ist oszillatorisch. (12)

Diesen Satz hat schon W. B. Frre [7] in Falle p(z) = 1 und g(x) > 0 be-
wiesen. A. WINTER [39] hat gezeigt, daf die Voraussetzung q(x) > 0 wegge-
lassen werden kann. Fiir die selbstandjungierte Differentialgleichung (1) hat
diesen Satz zuerst W. LEicHTON, wieder mit der Voraussetzung g(x) > 0,
in den Abhandlungen [23] und [24], spiter in der Form (12) in [21] und [22]
bewiesen.

Eine andere notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Oszillation
der Losungen der Differentialgleichung (3) ist von M. U. Enpmuu [6] abge-
leitet worden:

Die Differentialgleichung (3) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn es
eine solche Funktion O(x) e O1 fitr x e J gibt, welche folgende Bedingungen er-
fallt:

1. O (x) + @2(x) + S(z) = 0, 2. fwexp {——2f@(t) dt} de = oo,
3. fexp {2 f@(t) di}[O'(z) + O2%(x) + S(x)]dxr = o0 .

‘Wiahlt man 6@(z) = f() , 80 kann man diese drei Voraussetzungen auf

~ f@)

eine einfachere Form bringen:

V@ i S 20, 2 [ 2w,

3. [ (@) (@) + ) S(@)] de = co.

Hieraus ergibt sich leicht der Zusammenhang zwischen Satz 3 und dem Satz
von M. U1. Enpmus.

Wir werden jetzt zeigen, daB durch Anwendung des Hauptsatzes auf die
Differentialgleichung (6) keine allgemeinere hinreichende Bedingung fiir
die Oszillation der Losungen von (1) hervorgeht.

Wahlt man im Hauptsatze g(z) = f() k(z), f(x)e C?, h(z)e Ct, f(x) > 0,
h(z) > 0, so bekommt man mit Riicksicht auf die Beziehung [h%(x) f(z) .
p@) f'@)] de = k(z) f(2) p(2) '(2) — [p(@) [ (@)[2h(2) b (2) f(z) + P*(@) .

- f'(x)] dz folgendes: [[g(x) g*(x) — p(x) g'*(x)] dz = [[g(2) f*(z) A*(x) — p(2) .
(@) B(@) + 2f() () h(@) K (@) + (o) B2e)}) do = [[g(x) f(e) @) +
13(z) f(@){p(@) [' (@)} — p@) (=) W*@)] dz — k(x) (@) /() p(2), so daB
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® @y

H(x) =f?(lscl_} exp {2,/\?(:9_)—17&_2’@_)_< f[Q(t) R3(t) — P(t) '2(t)] dt — a>ds}dx1 3

Lo

Es gilt also

Satz 4. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch,
wenn es die Funktionen f(z) und g(x), f(z) € C?, g(x) e C1, f(x) > 0, g(x) > 0 fir ‘
x e J ¢ibt, welche die Bedingung

-2} (4

1 1 \ ., B -
f Plw) P {2 f ) 7°6) < f [Q(t) g*(t) — P(t) g"%(t)] ¢ a> ds} dz = oo

fir jede Konstante a erfullen. (Die Funktionen P und @ sind durch (7) erklart.)

Bemerkung 1. Dieses Ergebnis kann man auch durch Anwendung des
Hauptsatzes auf die Differentialgleichung (6) ableiten.

Bemerkung 2. Aus dem Beweise des Hauptsatzes folgt unter der Voraus-
setzung g(x) € 02, daBl H(x) = K(x) gilt, so daB der Hauptsatz und der Satz
2, fast dquivalent® sind.

Den Satz 2 kann man folgenderweise leichter beweisen: analog, wie bei dem
Beweise des Hauptsatzes, kann man herleiten, daB die Differentialgleichung
(6) oszillatorisch ist, wenn

hmR(x)_hmf exp{ fPt)<st)ds > } o0

gilt (man setzt g(x) = 1). Hieraus folgt leicht der Satz 2 und auch die Antwort
auf die Frage, ob man durch wiederholte Anwendung des Satzes 2 auf die
Differentialgleichung (6) irgendeine allgemeinere hinreichende Bedingung fiir
die Oszillation der Losungen von (1) ableiten kann, liegt auf der Hand.

Wir werden jetzt die sogenannten Vergleichskriterien betrachten, die ihren
Ursprung in der klassischen Abhandlung von C. SturM [38] haben. Die wich-
tigste Rolle spielte da der Vergleichssatz, der auch spéter in manchen Ab-
dnderungen von anderen Verfassern abgeleitet wurde und zwar nicht nur
fir die Differentialgleichung (1) sondern auch (2) und Systeme von zwei
Differentialgleichungen erster Ordnung. Zum Beispiel: M. Bocuer [3], [4],
M. 1. Enpmun [6], G. Laxporivo [9], E. Kamxke [16], [17], C. O. OAxLEY [28],
W. T. Remp [36]. Fiir die Differentialgleichung (1) ergibt sich der Vergleichs-
satz aus dem Hauptsatze:

Die Differentialgleichung (1) setr oszillatorisch.

Ist

p1(@) = p), () 2 q9@), p,q, stetig in J, (13)
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so ist auch die Differentialgleichung

[p1(2) ¥'T + q1(@)y = 0 (14)
oszillatorisch.

In der Tat, weil (1) oszillatorisch ist, so gibt es nach dem Hauptsatz eine
Funktion g(z) € C1, g(x) > 0 derart, daBl lim H(z) = co gilt. Mit Riicksicht

auf (13) ist g(t) g2(t) — p(t) 9'2(t) = qu(t) 92(t) — pu(t) 9'(t), so daB wieder
lim H(z) = oo gilt, wenn man die Funktionen p(z) und ¢(x) durch p,(z) und

2—>00

¢.1(x) ersetzt. Die Differentialgleichung (14) ist also oszillatorisch.

Es entsteht das Problem, ob solche Funktionen 7(z) und s(x) existieren, da
die Differentialgleichung (1) fiir p(z) < r(z), ¢(x) = s(z) in J oszillatorisch
und fiir p(z) > r(x), ¢(x) < s(x) nichtoszillatorisch ist. Die Antwort auf diese
Frage ist negativ. Es gilt nimlich

Satz 5. Die Losungen der Differentialgleichung (1) seien in J oszillatorisch.

Dann gibt es eine solche Funkiton s(x)e C° daf s(x) < q(x) fiir xed g¢ilt
und daf} die Differentialgleichung

[p(x) y') +s@)y =0 (15)
oszillatorisch ist. :

Beweis. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) hat die Form

. dt . . S .
y = C,p(x) sin [ f 720 80 -+ 02] und weil (1) oszillatorisch 1st', so gilt

Lo
')

dz
f e - C (16)

Lo

Die Funktion o(z) befriedigt die Differentialgleichung (4) {# = 1}. Man kann

! T [p(x) ¢'(@)] schreiben. Wahlt man
P @ e .
jetzt eine Konstante ¢, 0 < ¢ <1 und bezeichnet s(z) = ———F— —
p(z) (%)

— Eq_o_(x_é);(%@]_’ so ist offenbar s(zx) < q(x) im ganzen Intervall J und die
Differentialgleichung (15) hat die allgemeine Losung
@x

also g(x) in der Form'q(x) =

y = C,po(z) sin [c f 5(_6%%—) -+ 02], so daB sie wegen (16) oszillatorisch ist.

Xo

Bemerkung. B. A. Korgparses [19] und A. Wintner [41] haben folgendes
Vergleichskriterium abgeleitet:
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Es seien r(x) und q(x) in J stetige Funktionen, welche die Ungleichungen
0= fmr(t) dt < f q(¢) dt < co erfillen. Wenn die Differentialgleichung y" +
+ 'r(;:) y=0 os;illatorisck 1st, damn 1t auch y” + q(x) y = 0 oszillatorisch.

E. Hille [14, S. 145] hat diesen Satz unter der Voraussetzung 7(z) = 0 ab-
geleitet.

Die oszillatorischen Verglelchskntenen 5) die sogenannte logaritmische
Skala, ergibt sich wie ein spezieller Fall folgenden Satzes. Bezeichnen wir
' ©

u(x) -_=f§(-i-); lgyu=1, lgou =u,...,lg uw=I1glg.u; L,,(u) ngku

8_y(w) = 0, 8p(w) = Z Fl(_u“) .
k=0 %

Satz 6. Fs sei

©

e
p()

Ly

(17)

Ist fir vrgendein ¢ > 0
Lys() 1
Znrl%) — —S,w]dx = o, 18
f lgiisz’u [Q(x) 4p(x) (u)] o0 ( )
so ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

Beweis. Wir werden zeigen, daB die Behauptung aus Satz 4 durch die
Wahl

1 Ll
f@) = VL), g(=)=1gh1ulgals®u folgt.
Es gilt

d
a—;l}ﬂ(u)=[lgulgz'u...lgnu—i—lggulg3 Clgau 4o F g u 4+ 1] —=

L) | L) 0] 1
_[ w T ulgu T +Ln<u>]§<’x‘>‘“

p(w)

1 1 1 1
- 29 | o + T+ T 7
Hieraus ergibt sich

f(x) = {JL.w)} =

Liw) 1 VL@ 1
VL) 7@ 2p@) [Low) tomto T ,.(u>]

®) Das auf passende Form gebrachte Vergleichskriterium, das manche hinreichende
B en fir die Oszillation der Lésungen von (1) herzuleiten erméglicht, fihrt
auch A. ©. 3yb6ona [43] an. Es ist aber nicht genau formuliert.
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oo [ Law) [ 1 1 'VL,,<u>{ Ly(u)
“”“””(””‘[—4vz@{Lo(u>+'--+L }+ [ L

_L,’,(u)]l_l/m{l 1}21

L:<u>} @ ¢ L T T Lmf p@
]/TJ;(T/,){ 1 1 1 [ 1 1

T2 L@ Lo T L) [T T L@ T

1 1 1 1
-t rm [‘Lo(u) T +L,.(u)] @)

__Jnw { } VIZa(w)
=~ e @ Tt @) = T -
Endlich bekommt man
Qo) = F@)[p(e) @) + o) o) = — T2 Syfw) + (o) Lulw)

und weiter

7'6) = gt uli) le 57w — (b + 30 lgb,, w12, ’“Lnil‘“)]p(w:

1gn+1 uL l(u) ['§1gn+2 u - (% + %8) lgn 2 u] (Z)

9'%(z) = lganrula "(W)-[-12 5~ < Clgaty ula"(u) lgiiz"u

(x) = P*(2)

fiir genug grofle x, wobei C eine passende Konstante bezeichnet. Es ist also

f P(z) g'%(z) dz = f ) fA(x) g'¥(x) dx =< f n+1(u) lg},’;; o

du m
B Cfm [lgn+2 ’M] < 0,

fanrirs- gt o= e

wegen (18), so daB die Differentialgleichung (1) nach Satz 4 oszillatorisch ist.
Aus Satz 6 folgt eine Reihe von Folgerungen.

Bemerken wir vor allem, dafl die Bedingung (18) fiir » = —1, 0 folgende
Form hat:

o]

u
n=—1'f—lg—lﬂq(x)dx=oo,
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©

o ulgu 1 1 .
oo gl - gmle e

1.3

Durch die Wahl g(z) = lgzﬂ'“’u oder g(x) = 1 ergibt sich statt (18)

-]

f L) 1k u [q(m) - 4_;7)3,,(%)] =, >0, (19
oder
f L, (w) [q(w) - 7@1@—)&,(@&)] de = o (20)

Man kann leicht erkennen, daf3 die Bedingungen (19) und (20) scharfer als

. . 1 . Lo 1gd
P — > n+l
(18).1n dem Falle sind, wenn ¢(x) (@) S,(w) = 01ist, denn es gilt igiisu -0
fiir jedes 6 > 0 und & > 0.
Fir n = — 1 ergibt sich aus (19) ful—"q(oé) dx = o0, was mit (17) eine hin-

reichende Bedingung von R. Moore liefert [26].%)
Die Bedingung (20) hat fiir n = —1, 0 die Form:

co

n=~—1:fq(x)dx=oo,

]

n=0 :fu[qw)*@%ﬂz%]dm:w'

" Die Bedingungen (18), (19) und (20) kann man auch so befriedigen, da

man verlangt, der Integrand wire gréBer oder gleich & . demn es

Ly(u) p(z)’

dx .
i1t f — — =[lg,+; u]° = co. Die auf diese Art erhaltenen Bedingungen

aus (19) und (20) sind scharfer als die Bedingung, welche wir aus (18) bekom-
men:

@
6) R. MoorEe betrachtete auch den Fall f 5(% < .

Lo
)

f Az < o und fur irgendein m < 1

P(@)

To => (1) st oszillatorisch.
W (z) dw = oo, wobei h(z) = f g

[a@ mm @) wobei h@) = [ 2o

x, z

n
Die Behauptung folgt aus dem Satz 3 durch die Wahl f(z) = A? (z).
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n+1(u) 1 &
lg1+s [Q(x) - 419(56) Sn(u)] g L n(u) p(x) )
oder
Liu) [o) ) — B8a00)] {550y Z ¢ e

Diese Bedingung wird sicher erfiillt, wenn

Li(w)[p(x) gl@) — 38.(w)] = & (22)
gilt. Fithren wir folgende Féalle an:

n=—1:p@x)q@x) ¢,

n=0 : px)q)= 141_26, (23)
1

n=1 : p)qx) = i(uz + uzig su)

Die Beziehung (22) kann man auch in der Form
lim inf L7(u)[p(z) ¢(=) — $S,(w)] >0,

oder :
lim inf L3(w)[p(%) ¢(x) — 3S,1(w)] >

schreiben. Fiir n = 0 ist
lim inf p(z) q(x) u? > % .

T—>00

In einem engen Zusammenhang mit den oben angefiithrten Bedingungen
ist die Bedingung von R. L. PorTER [31]:
dx

@) 0, igg () % {p(x) q(x)}~* =1 < 2 = (1) ist oszllatorisch. (24)

Aus der zweiten Voraussetznug folgt ndhmlich [p(z) ¢(z)] "t < f io—éc—) dz +
1 1+e

+ C = lu(z), I’ <1< 2 von einem gewissen z, also p(z)q(z) > T I

so daf} die Bedingung von R. L. Potter schérfer als (23) ist.

R. Moore hat in [26] folgenden Satz bewiesen:
fat)dt < o0, } <c=Zu®) [q(t)dt £d < 00 = (1) ist oszillatorisch. (25)
@, x

(Ist q(x) = 0, so kann d = oo sein.)

Dieser Satz ergibt sich aus Satz 3 durch die Wahl f(x) = V;(;;
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In der Tat folgt aus der Ungleichung (25) u(x) — o, so daB }%3 =

Lo
©

=f§(x—()iszx) = [lg ]u(x)[];: = oo gilt. Es ist weiteer(t) d¢ =fq(t) u(t) dt —

d¢
— | ———— und hieraus folgt durch partielle Integration
f () u) gh curch p g

1
[ q(s) ds S
f Q) dt = ’“‘xf (6) dt f Wd‘“f DOl

Zo

o

(=]

fq fq(s) ds v d
[ f q(t) dt — f q(t) dt] wz) — f 0 d — f ) ult)

Lo Zo o

fat) by F
= "f 9(0) di u(z) +f 0 4 f phan K=

x

=*“(“)f"(‘d‘+( I)f (;1;@ tH e,

wobei K eine passende Konstante bedeutet.

Der letztere Teil der Behauptung (fiir ¢(x) = 0) folgt durch einfache Modi-
fikation des Beweises von E. Hille [14, S. 245], der die Differentialgleichung
(1) im Falle p(z) = 1 betrifft.

Satz 6 und alle Fo]gerungen wurden biBher nur fiir den Fall p(x) = 1 be-
wiesen. Die Voraussetzung f @) = oo ist offenbar erfiillt, so daB eine jede

der weiter angefuhrten Bedmgungen I—X zur Oszillation der Losungen von
Y +e@)y=0 (26)
hinreichend ist:
I. f gy;tle(ﬁﬂ) [ x) — = Sn(x)] dx = oo firirgendein e > 0, M. RAB [34].
n+2

II. qle) dz = o .

1+s x
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0

X zlgx 1
[ e g e =

0

Iv. an(x) lgais'e [Q(w) — ;iSn(x)] ds = oo.

Lo

o]

V. fxl-eq(x) dx = o0, M. Zldmal [42].

VI f L,(x) [q(x) — TiS,,(x)] dz = oo, M. Zldmal [42].

VIL. Li(z) [q(x) — iSn(x)] = ¢, oder lim inf LZ(x) [q(x) —_ %:Sn_l(x)] > i,

&X—>00

P. Hartman [12], E. Hille [14], M. Laitoch [20].

VIIL lim inf o%g(z) > ¢, A. Kneser [18].

XT—>0

IX. liminfg(z) > 0, oder g¢(z)=¢, C. STurm [38],

&L—~>»00

lim g(x) > 0, A. Kneser [18].

T—>00
X. a) lim inf qu(t) dt > i, lim sup « fq(t) dt < oo (folgt aus (25));
L—>00 L~—>00

©

b) q(x) = 0, lim inf a:fq(t) dt > i, E. Hille [14, S. 245].

T—>Q
@

Wir sollen noch die Tatsache erwahnen, daB die Differentialgleichung (1)
fiir 2 = p(x) ¥’ in die Differentialgleichung

1 L[ I 9
| + 5= n
tibergeht, wenn nur p(z) > 0, g(z) > 0 in J ist. Offensichtlich ist diese Diffe-
rentialgleichung gleichzeitig mit der Differentialgleichung (1) oszillatorisch
oder nichtoszillatorisch. Durch Anwendung der frither angefithrten Satze auf
diese Differentialgleichung kann man neue hinreichende Bedingungen fur
die Oszillation der Losungen von (1) ableiten. Zum Beispiel:

Satz 7. Es sei p(x) > 0, q(x) > 0 fir x e J.
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Glibt es eine Funktion g(x) e Ct, g(x) > 0 fir x € J derart, daf

0 o]

L i) g =) _
fwm”w*fbm“mjh‘w

£ Lo

gilt, so ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

Der Satz folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes 1 auf die Diffe-
rentialgleichung (27).

Zur Betrachtung der oszillatorischen Eigenschaften der Losungen von (1)
benutzte die Differentialgleichung (27) schon R. L. Potter [31]. Auf diese
Art hat sie folgenden Satz abgeleitet:

p@) >0, qx)>0 firxzed,

m{ q@) dw = 0, = (1) 4st oszillatorisch.
d

i = 2]t > —

il_I)I:OP(x) Iz P@) g@)] 7 > —2

Die Behauptung folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes (24) auf
die Differentialgleichung (27).

Wir fithren noch die Ergebnisse von R. L. Potter [31] an, welche die Diffe-
rentialgleichung

1
Ty = 28
V' + gy =0 (28)
betreffen und welche aus den oben angefithrten Sitzen foigen.

Waihlt man in Satz 3 f(x) = h¥(z), so bekommt man

it
e~ %

1w | W@,
fba“ww+2]h‘w

Lo

¢ = (1) 18t oszillatorisch. (29)

Die Voraussetzung (29) ist gewil} erfiillt, wenn A'%(x) < k% < 4 gilt.

Eine andere hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der Losungen von
{28) ist lim A'(x) < 2, die unmittelbar aus (29) folgt.
z—co !
Die biBher angefiihrten hinreichenden Bedingungen fiir die Oszillation der
Losungen folgten aus dem Hauptsatz und zwar so, dal die Voraussetzung
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(21) erfiillt wurde. Wir zeigen nunmehr, wie diese Voraussetzung verallge-
meinert werden kann.

Wihlt man im Hauptsatz g(z) = [p(2)]}, so bekommt man: st

im K(z) = f eXp{ [f <p(s> 11;':(:))> ds — “] d’} do= e

fir jede Konstante a, so st (1) oszllatorisch.

x

Bezeichnen F(z) = f [%‘% i fpz((‘?] dt, G)= % f F(t) dt,

Ty &

M(C,, X,] = EB{x:z = X, G(x) = C,}, so ist

K(o0) =f§(lx—) exp{2x[G(x) —a-+a %2]} dz = exp {2%"}[5%2;_) .

. exp {22[G(x) — a]} dz = exp {2az,} f }7%95_) exp {2z[G(x) — a]} dw. Ist

nf —(1— = &> 0 fir xeJ, so ist offensichtlich K(co )

= exp {2ax,} Ex{ exp {2x[G(x) — a]} dx = ¢ exp {2ax,} exp {NX,} m(M[N, X,])

v

fiir N > 2a. Daraus ergibt sich

Satz 8. Es sei p(x) e C, hm inf — > 0. Gibt es zwei Folgen von reellen

( )
Zahlen X,, — o0, 0, — o0 demrt, dap

exp {0, X,} m(M[C,, X,]) - o0 gilt, (30)
so ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

Diesen Satz hat C. R. Purnam [34] fiir den Fall p(x) = 1 mit folgender
Folgerung abgeleitet:
Wenn lim sup G(z) = 0 und f q(t) dt > — exp {Cx} fir irgendeine Kon-

ZL—>00

stante C gilt, dann ist die szferentmlglewhung y" + q(x)y = 0 oszillatorisch.

Es sei bemerkt, daB3 die Bedingung (30) gewiB erfiillt ist, wenn m(M[C,, X,]) =
= oo fiir jedes C, gilt, besonders wenn lim epr G(z) = oo oder lim G(x) = o
ist. Fiir p(x) = 1 ergibt sich hieraus: “7% &>
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Ist lim apr % f f g(s) ds d = o0, so ist die Differentialgleichung (26) oszl-
© z, X,

latorisch.”)
A. WiNTNER hat diesen Satz unter der Voraussetzung

lim -912 f f ¢(s) ds df = oo bewiesen [39].5)

Zo Lo

Es entsteht die Frage ob zur Oszillation der Ldsungen von (26) nicht die

Bedingung hm sup — f f g(s) ds dt = oo, oder sogar hm sup f q(t)dt =

Ly, o Lo
hinreichend ist. Man kann 1elcht zeigen, daB es nicht der Fall ist. Ein Ge-
genbeispiel hat schon P. Hartman [11] angegeben:

Es sei eine Riccatische Differentialgleichung 2’ 4 2 4 q(t) = 0 gegeben,
q(?) stetig in <y, ). Durch zweifache Integration iiber ¢, ... ¢ bekommt man

jz(s) ds + =~ ffa;z(u) duds =~ :v(t0 - = ffq(u) du ds .

o

(31)
Um das Gegenbeispiel zusammenzustellen, geniigt es die Existenz einer

x
7) Den Fall, wenn der Grenzwert lim [¢(t) d¢ nicht vorhanden ist, betrachtete auch

ZT—>00 Zg
P. Hartman. Eine interessante hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der Ldsungen
von (26) folgt zum Beispiel aus Satz [11]:

Hine notwmdzge Bedingung fir die Nwhtoszzllatzon der Lisungen von (26) st entweder
hmm.fT‘lf{fq(s) ds} dt = — oo oder lunT 1f{jq(s) ds}dt = M < oo.
&) E. Gagliardo betrachtete den a,llgememeren Fall und hat folgende Behauptung

eingefiihrt:
Gibt es eine Funktion f(x) > 0, f(z) ¢ C? so, daf

hmi—ff@(s)dsdt=oo, *)

z, By
so st die Differentialgleichung (26) oszillatorisch.
Der Beweis ist aber unrichtig, die Voraussetzung (*) soll die Form

z t
) 1 1
Zm - f:f?(-;)-fQ(s)dsdt=oo
a5 s
z ()

haben.
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solchen Funktion mit der stetigen Ableitung zu beweisen, daf lim inf X(f) =
L—>00

= — oo gilt, wobei X (t) die linke Seite von (31) bezeichnet. Dann gilt ndmlich
t s

wegen (31) lim sup % f f g(u) du ds = co und die Differentialgleichung (26),

to o

wobei q(f) = — z'(t) — «?(f) ist, besitzt die nichtoszillatorische Losung y =
i
= exp { [ z(s) ds}.
t

Es sei also {¢,} eine Nullfolge von positiven Zahlen, « = % > g, > 0. Die
Funktion #(t) sei im Intervall {, = 1 — & =< ¢ < oo folgendermafen definiert:

1
= a=ngm—"9

z(t) = 0 fir n—e¢g, Zt==n+1—a, n=1,2,.

fir n—a<t<n—e,,

Da,nnistfiirn-—an_T/n-}—l—:x

f wt) dé = lef(k—nlg(k—t)

S 121g}1g (k— )iz = — T~ 1zlglg—

k=1

k=1
Tt
Aus der Beziehung [ [x(s) ds dt = f (T — s) 2%(s) ds folgt
N t'T t " T T
J(T) = T“lffx2(s dsdt = fx2 (s)ds — T [ sa¥(s) ds =

1)
kg,

B t dt
f(k—t)ng 7 2 f(k—t)zlgz(k—t)‘

Durch Substitution k& — t = s ergibt sich hieraus

en &
> (1) [t - 2w
= 1—=| | 55— —T —1 =
Zl( T - s?lg?s Z; lg s ],

: k ds B B
S e .

L7
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Es sei jetzt 7' = n; der Beitrag des Intervalles n — « <t < n — ¢, zu X(f)
ist gleich ;lb-(l +1gte, —lglg sl) Durch die Wahl von &, kann man bei

festem 7 leicht erreichen, daB dieser Ausdruck kleiner als eine vorgegebene
Zahl ist. Der Beitrag des Intervalles {, < ¢ < n — & zu X(¢) héngt nur von
€1, €2y - - -5 En—y &b und hat den Wert

x

n-1 n-1 n-1
_ 1 k ds _ 1
——nlzlglg;;—l-Z(l—%—)fgﬂ—g?;—]—n12(1+1g &). Der letz-
k=1 k=1 ox k=1
. 1 n-1 d,s 1
tere Ausdruck ist aber groBer als - I;{ ok Iglg ?k}, so daB er ge-

123

ds 1

s%lg?s ~ & 1g% & und & 1% &

3

gen oo strebt, weil

Clglg L > oo fir
&k
& — 0 gilt. *

Zu jeder Folge {C,} von reellen Zahlen gibt es eine Nullfolge {¢,}, &, — 0, so
daB X(t) ~ C,, fir T = n gilt. Wahlt man C, = — n, so gibt es eine Null-
folge {¢,}, so daB lim inf X(f) = — oo ist.

t—0

Bemerkung. Die Funktion z(¢) hat zwar abzahlbar viele Unstetigkeiten, es
liegt aber auf der Hand, wie man sie vermeiden kann um die Giiltigkeit der
Beziehung lim inf X(f) = — oo beizubehalten.

t—>c0 .

Die Ergebnisse, die in den vorhergehenden Absétzen niedergelegt sind,
wurden unter der Voraussetzung (10) oder (11) abgeleitet. Das ist eine natiirli-
che Forderung dafiir, daBl lim H(z) oder lim K(x) bei beliebiger Konstante

L—>0 2—>0

o unendlich grof ist. Es ist sogleich offenbar, daB man bei der Kenntnis der
Konstante a die Voraussetzung (10) oder (11) durch eine allgemeinere ersetzen
kann. Besonders einfach ist der Fall, wenn ¢ = 0 ist.

Zur Betrachtung wird uns wieder der Zusammenhang zwischen den Diffe-
rentialgleichungen (1) und (6) zum Nutzen.

Hilfsatz 1. Ist die Differentialgteichung (1) nichtoszillatorisch und f 2—?%% =

dann gibt es mindestens eine Ldsung von (1), die in J unbeschrankt ist.

Beweis. Weil die Differentialgleichung (1) nichtoszillatorisch ist, so gilt

<«

A dz ds s .
wegen (8) faz—(m = J}’(t)ﬁlﬁ(t) T 0] < 0. Wire jede Losung von (1)

beschrankt ;n J, zum Beispiel #2(t) < M, i = 1, 2, so miiite
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© 0

f ds > 1 d 00 sein, was wegen der Voraussetznu
= e = s T ssetz
POO + 5301~ 2 J Mp() € g

x, 'S
unmoglich ist.?)

=} e}

Hilfsatz 2. Es set f q(z) de < o0, f 1—?(—% = 0. Ist die Differentialgleichung
(1) michtoszillatorisch und bedeutet y(x) eine unbeschrinkte Lisung von (1), die
wn J keine Nullstelle hat, so strebt die Funktion
y'(2)
w(x) = p(x) =——— 32
@) = p=) L 2
mit wachsendem x gegen Null.

Beweis. Die Funktion u(z) geniigt der Riccatischen Differentialgleichung

7 u2
U _—
T @)
Grenzen z, und 2

+ g(x) = 0. Hieraus ergibt sich durch Integration zwischen den

@

we) + [ 20t = aiey ~ [a0at, (33)

Lo

2
so daB der Grenzwert der linken Seite fiir z — 00 vorhanden ist. Weil f —?;D—(%l ds

Lo
eine wachsende Funktion ist, gilt entweder lim u(z) = ¢ oder lim u(x) = — oo.
L—>c0

Es kann aber nicht »(z) < 0 sein, denn es miiite wegen (32) y'(z) < O gelten,
was der Voraussetzung widerspricht, daB y(x) von oben unbeschrinkt ist.

Wiare ¢ > 0, so wiirde die linke Seite von (33) gegen o streben, also fq(t) dt =

= — oo im Widerspruch zu der Voraussetzung sein. Es gilt also lin:.u(x) = 0.
Satz 8. Gibt es eine Funktion f(x) e C% f(x) > 0 in J derart, a"c_l:;oﬁ

— © <mf22(x) dz < o,

gtz = Plx) S lgx, ’ (34)
fexp {—- 4-/.231?5 fQ(s) ds dt} dz < oo (35)

gilt, dann st die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

9) Aus dem Beweis folgt: Ist fiir jede Punktmenge M ¢ J, m(M) < oo, das Integral

f —di divergent, dann gibt es mindestens eine Losung von (1), so daB lim apr sup ¥(z) =
Z—>00

p(x)

= o0. Besonders: Ist (26) nichtoszillatorisch, dann gibt es mindestens eine Lisung Y(®) von
(26) =0, dap lim apr sup y(x) = ©.
&—>c0
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- Beweis. Die Differentialgleichung (1) sei nichtoszillatorisch. Dann ist auch
die Differentialgleichung (6) nichtoszillatorisch. Bezeichnen wir z(x) eine

unbeschriankte Losung von (6), die in J keine Nullstelle hat und setzen u =
2

’ w
= P(x) z_. Di¢ Funktion u(x) geniigt der Differentialgleichung »’ 4 P@) +

+ @Q(z) = 0. Aus der Ungleichung (34) folgt f P = 00; durch Integration

der Vorangehenden leferentlalglemhung uber (z, c0) ergibt sich nach Hilfsatz

2: u(x) = f 1;,((:)) ds + f Q(¢) dt. Bezeichnen U(z) = f ;L)((tt)) dt und V(z) =

x

—fQ(t) d¢, so ist U'(z) + —— P( 2) [U() + V()] = 0 und hieraus U'(z) <

U(x)V(z), so dali 0 < U(z) < Cexp {——4 ZKJ%% dt} gilt, wobei

Lo
x x

2
= f ——2;8 df. Daraus ergibt sich durch Integration f vpydt < C f exp .

4

<
- P

z, 2y

{ f ;ES; ds} dz. Es gilt also wegen (35) f Ulx) de < oo, was mit der

Bedingung f ;Ex; de = D? < oo &dquivalent ist, wie man sich leicht

durch partielle Integration iiberzeugen kann. Wahlen wir x, derart, daf

D= -—2]/? ist. Aus der Schwarzschen. Ungleichung und aus (34) folgt

u(t) Vtu(t) 1 tu3(t) 4 lgt
P(t) d = VP(t) G VP(t) \/f P(t) tP(t =D f

D e u(t) 2'(¢) z(x) 1, =
_—V—é-V[lg e <= lg . Also fP(t)dt fz(t dt=lg 5 <3le

x

so daB z(z) < %a‘:-%) Vo und endiieh f P(t) 22(2) Zz(xo) f gt

Zy

= 2?%:?7 [glgt]®? — co. Das ist aber unméoglich, denn es kann nicht fiir
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alle Losungen der Differentialgleichung (6) im nichtoszillatorischen Fall

W et
POy 8

In der Tat, bezeichnet z(x) eine Losung der Differentialgleichung (6), die ’
fir x < z, keine Nullstelle hat, sagen wir z(x) > 0, so liefert Z(z) = z(z).

x

. f P—(E%% eine auf z(z) unabhingige Losung von (6). Nun ist notwendig

dt : _ , . _ ,
f Pt) 22(t) < o0 ; in der Tat, die Wronskische Determinante ist Z(z) 2'(x) —

L

, _ 1 2(x) '___ 1 . )
— Z'(x) z(x) = — PE)’ also [_Z_(I)] = P Z@) und durch Integration
z(x) ds . f ds . . o
T Konst — fmz—(t_) . Wire PO 20 0, so wiirde die linke

Seite gegen — oo streben, was unmoglich ist wegen z(x) > 0, Z(z) > 0 fiir
z e J. Damit ist der Satz bewiesen.

Fir p(x) = 1, f(z) = 1 hat diesen Satz P. Hartman [10] bewiesen. A. Wintner
@« &
[40] hatte ihn unter der Voraussetzung [exp {—2[ fq(f) d¢ ds} dz < oo be-
@, %, 8

wiesen.

In diese Gruppe von Bedingungen, die zur Oszillation der Losungen von
(1) hinreichen, gehort auch die von B. A. Konzapartses [19], die ein Sonderfall
von folgendem Satz ist.

Satz9.. Es sei f% = 00. Gibt es etne Funktion g(x) e C*, g(z) > O firxeJ,

so daf _
Jlg@) g2(2) — p) g*=)] dz = M > — o, (36)
g G () _ - G2 () 3 .
J iy o= o, f ) da=w, uohe

Glx) = f {g'%(t) p(t) — 9°(t) ¢(®)} At + C — plx) g'(2) g(x) ,

G, =max (0,3, G_ = min (0,G), dann ist die Differentialgleichung (1)
. oszillatorisch.
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Beweis. Nehmen wir an, daf die Differentialgleichung (1) nichtoszillato-
risch ist. Man kann sich dhnlich, wie im Beweise des Hauptsatzes ﬁberzeugen

Y'(x)
y(x)’
wobei y(z) eine Losung von (1) ist, y(z) > 0, lim sup y(x) = co, das Integral

daB wieder die Gleichung (9) gilt. Ware fiir jede Funktion u(z) = p(m)

f [ gi;) Zt) Vp(t)g(t)] dt divergent, so miiBte wegen (36) und (9)
zZ(a:) < 0 sein, also ¥'(z) < 0, was unmoglich ist.. Es gibt also u(z) so, daB die
Funktion

@

[ s®) 6wty 1= ]
J(x) = f [ ) Vo) g'(t) | at

0

in J beschrankt ist. Nach (9) ist

- 1
J(x) = Qi) — J(&
) f {Vp(t g(t)[ 0 ()]}

x -]

- f {W <b + f [ (12:) Vp(s)g(s)] ds + G(t)>}

b=a— f[g(]y/c)(u)x) Vp( ) g (x)] ist.

. . t)
Es sei b = 0. Dann ist J(z) = fg2(t;p(t) dt — o0, beib < 0

o

. :
J(x) = f %{) dt — co. Das ist aber unméglich, weil J(z) in J beschrinks

ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

wobei

x

Durch die Wahl g(x) = «** folgt aus diesem Satz eine hinreichende Bedin-
gung von B. A. Hornpatses [19]:

xz

Ist far irgendein o <1 fq(x) zedz =M > — oo, fg+(x) do —

mo
©

&
Ly

%y
1st die Differentialgleichung (26) oszllatorisch.
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In dem letzten Absatz zeigen wir noch, wie man zur Herleitung der zur
Oszillation der Losungen von (1) hinreichenden Bedingungen die Umformung
in die Polarkoordinaten benutzen kann. Zum erstenmal findet man diese
Umformung bei H. PROFER [32].

Wegen der Einfachheit werden wir in diesem Absatz die hinreichenden
Bedingungen fiir die Differentialgleichung (6) formulieren. Aus der Bemer-
kung auf Seite 338 folgt unmittelbar, wie man aus ihnen leicht die Sétze
ableiten kann, welche die Differentialgleichung (1) betreffen.

Ersetzen wir die Differentialgleichung (6) durch das System
P)z =u, v =—Q@)z. (37)

Durch z = g cos ¢, w = p[v sin ¢ -+ w cos ¢] geht (37) in das System
, T 20w A . , w?2
v +Fsm2<p + (T —}-v)smcpcoscp -+ (w —l—? +Q) cos2p =0, (38)

2 2
vo' + g[(% +v’)sin2<p +(w’ -{——7'—013--{— Q——%)sinzpcosqo——%%ucoszqa] =0
iiber.

Ist v(x) # O fiir z ¢ J, so kann man die Differentialgleichung (38) auf

A . N
tp’=——?[sm<p+(P _I_w)cosqo]-l—[zlviz(v"-{-.zgﬁw)_
(w + -l— Q)] cos? ¢ (39)

bringen.

1 P(z) v'(x)

Setzt man y(x) = arc tg [w(x) -+ 5 @) ], — —g—< p < g , S0 geht

die Differentialgleichung (39) in

. v P, szz]siﬁ
‘P——F‘F;L—vv—i——ﬁ‘ n? (p + ) +

P v , 2 .
+ [402 ( + Pw) p (w + % + Q)] cos? ¢ iiber. (40)
Bezeichnen wir die rechte Seite von (40) §(%; ¢) und nehmen wir
P 20w , . w?
TR R ™
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an. Dann ist 6(z, ¢) =< 0, so daB der Grenzwert lim p(z) = m (es kann m =
T—0

= — oo sein) fiir jede Losung ¢(x) von (40) vorhanden ist. Folglich gilt
Oz, ) = 6(x, ¢ + mx), n =1, 2, ... und es geniigt, die Differentialgleichung
{40) nur im Intervall — 3z < ¢ < 4w, z, = =z < o© zu betrachten. Gleich-

zeitig sieht man, daB entweder m = — oo fiir jede Ldsung ¢ von (40) ist,
oder es gibt mindestens eine Losung ¢(z) derart, daBl — in < lim @(z) < in

gilt. Hieraus ergeben sich unmittelbar folgende Sétze:

a) Die Differentialgleichung (6) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn
es mindestens eine Losung ¢(x) der Differentialgleichung (40) gibt, fiir welche
m = — oo gilt.

b) Die Differentialgleichung (6) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn
es keine Losung ¢(z) der Differentialgleichung (40) gibt, fiir welche 3z < m <
< 37 gilt.

Satz 10. Gibt es zwei Funktionen v(x), w(z) e CL, v(x) > 0 fiur xeJ derart,
daf} (40) und
o) 4 P(z) v'(z)

Zo

gilt, so ist die Diffefentialgleichung (6) oszillatorisch.

Beweis. Es sei ¢(x) eine beliebige Losung der Differentialgleichung (39).
Ist (o) = — oo, so ist (6) oszillatorisch. Es sei also ¢(o0) = m(+ — o0).
Dann gibt es g(x) derart, daB — }n < @(c0) < }m. Ist cos (o) * 0, so ist
wegen (42) und (39) @(o0) = — o0. Ist cos g(00) = 0, so ist sin g(o0) = — 1
und wegen (39) ist wieder @(c0) = — oo. Die Differentialgleichung (6) ist
also oszillatorisch.

Bemerkung. Die Bedingungen (42) kann man ersichtlich durch

lim apr inf @) > 0, lim apr [w(x) +

»( P(z) v'(z)
P(z)

20() ] = — 00 ersetzen.‘

Satz 11. Gibt es zwei Funktionen v(x) und w(x) mit stetigen Ableitungen,
v(x) > 0 derart, daf

lim apr inf [U—(E)— P(@) {'v'(x) + M}] =1>0 (43)

o0 P(x) 4v(x) P(x)
gilt und
B P(z) v'() . .
Hm apr | w(z) + 2@ nicht vorhanden ist , (44)

dann st die Differentialgleichung (6) oszillatorisch.
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In der Tat gebe es g(z) derart, daB lim g(z) = m gilt. Nach (44) ist lim apr .

. () nicht vorhanden, so daB} bei passender Konstante C' die Ungleichung
sin? (¢ -+ 1p) = C > 0 auf irgendeiner Menge M, ¢ J, m(M,) = oo gilt. Wegen

(43) ist = + ——( 4 .,;)w) > 1 auf einer Menge M, die von der Form

J—N, m(N ) < co ist. Es gilt also ¢’ > — K2 bei passender Konstante K
auf der Punktmenge M, n M, m(M, n M,) = oo, was unmoglich ist, denn es
gilt lim g(z) = m.
Z—>c0
Die Bedingung (41) kann man dadurch befriedigen, daBl man v(z) =1,
w(x) = — [Q(t) d¢ ersetzt. Die Differentialgleichung (39) liefert
To

@ = — 1—%—) [sin @ — | Q(t) d¢ cos (p] 10) (45)

und die Differentialgleichung (40)

‘7"=_ﬁ[1 -|—{fQ(t)dt}]sinz(<p+’lP): (46)

wobei p = y(x) = arc tg (— me(t) d?) ist.

Hieraus ergibt sich unmittelbar die in Satz 3 enthaltene hinreichende Be-
dingung mit allen Folgerungen, wie gezeigt worden ist.

Folgerung. Ist hmaprmf > 0 und hm apr fQ(t)dt— o, oder

P()

nicht vorhanden, dann ist die Differentialgleichung (6) oszzllatomsck

Aus der in der Einleitung angefithrten Bemerkung iiber den Zusammenhang
zwischen den Grenzwerten und approximativén Grenzwerten folgt unmittelbar:

x

Wenn hm Q(t) dt nicht vorhanden ist, hm aprmf ( )

Funktion F(x) = f Q(t) dt irgendeine der Bedingungen A, B, C oder D erfillt (es

> 0 gilt und die

handelt sich um dve in der Einleitung angefishrten Bedingungen), so ist.die Diffe-
rentialgleichung (6) oszillatorisch.

Mit diesen Untersuchungen beschiftigten sich fiir p(z) =1 die Verfasser
C. Olech, Z. Opial, T. Wazewski [29].

10) Die Umformung der Differentialgleichung (1) firr p(x) = 1 in (45) findet man schon
in der Abhandlung [37] von U. M. Co00.1.
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Den angefiihrten Satz mit der Bedingung C hat P. B. Ilerponapmosckas [30]
bewiesen mit der Folgerung:

Ist
gz) =M > — © (47)

g(z) = Konst und f q(t) dt eine fastperiodische Funktion, dann ist die Differen-

tialgleichung (1) oszzllatomsch

Die Giiltigkeit dieser Behauptung hat 1. M. Co6ox [37] ohne der Voraus-
setzung (47) bewiesen.

Fiir den Fall p(z) == Konst. hat M. Zldmal [42] bewiesen:

x

Es sei fﬁ% = o0, p(z) ¢(x) = M > — oo, lim sup fq(t) dt = . Dann

ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch.

R. Moore [26]: Es sei
p(x)qx) = M < ©. (48)

x

Dann ist die Bedingung lim sup f (¢) At = oo hinreichend und f (x)

notwendig dafir, daB die szfereMzalgkzchung (1) oszillatorisch zst
"~ Satz 12. Es ser

lim apr inf fQ(t) dt =1, , hm apr inf ——
&—>00

fP(x)[ fQ‘” d‘] =

dann st die Differentialgleichung (6) oszillatorisch.

P( y > 0
> (49)

Beweis. Es gebe eine Losung der Differentialgleichung (46) derart, daB
@(00) = m € {(— 3=, ¥7) gilt. Setzt man arc tg l, = m, = lim apr inf [—y(x)],
Z—>00

so ist fiir m € (— 4w, m,) wegen (46) ¢(x) - — o0, so daBl die Voraussetzung
falsch ist.

Fiir m e {m,, 3n) ergibt sich durch Integration von (45)

@z

P(x) = ¢(%o) — f ?%5 [sin P — f Q(s) ds cos (p] df =

Zo

364



= o(w,) — chs(t(p[t gp— fQ ds]dtg

Ly

< o) — K f P—l(t; [tg m + o(1) — f Qs) ds] a

wobei K eine passende positive Konstante, o(1) > 0 ist.

Der letztere Ausdruck ist aber von oben durch ¢(z,) — K f P )[tg m —

» ——fQ ] dt - — oo beschrénkt, so daBl ¢(x) - — oo fiir x - o gil.

D1e Differentialgleichung (6) ist also oszillatorisch, was zu beweisen war.

Bemerkung. Die Voraussetzungen (49) sind gewiB erfiillt, wenn lim inf .
1 . e
‘IT(x—)>0’,1;1_ﬂmf Q) dt = T¥,

Lo
©

frali - fonsTa-

Diese Ergebnisse sind fiir den Fall f(z) =1, p(z)=1 in der Abhandlung
[29] eingefithrt worden.

P(z) v'(z)

Wiéhlt man in der Differentialgleichung (38) w(x) = — 50)

, 80 kann

man sie in der Form

o) ., 1 1 [P@)v'(@@)* [P)v'@))
7 = Pt "’“M[Q(x)‘LP(w){ () }“{ 20(@) }]““"2‘”’

oder
, 1 Px)v'2(x) [P@)o'(z))
) [Q(”) T @ { 20(@) }] -
v(x) 1 |P(x) v'%(x) P(x) v'(x) 2 g
- [1—3(5) o Rx—){ 4v%(x) - ( 2v(x) ) + Q(x)}] sin
schreiben.

Hieraus ergibt sich leicht
Satz 13. (bt es eine Funktion v(x) € C2, v(x) > 0 fir x e J derart, daf

v(x) 1 [P(x) v'2(x) . {P(x) v'(z) '

Pa) 0@ | @) 50(@) } + Q""] =0
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) - 1 [P@) o> P(t)v'(t)]
ERYEN LTI e P

dann ist die Differentialgleichung () oszillatorisch.

Fiir v(z) = Konst, f(z) = 1 liefert der Satz 13 den ersten Teil der Behaup-
tung (48).

Wihlen wir in der Differentialgleichung (38) w(x) = 0, so erhalten wir:

¢ = 1%((—5;)5 sin? ¢ — Z((Z)) sin @ cos ¢ — Q(( )) cos? g,
folglich )
P v(E) Q) v(x) Q) (x) .
¥ = " 3P@) 2@ T [2P(cc) 2v(x)] 0820 — F@) SR 2P
und schlieBlich
N GO o) Q@) v'(x)
= [P(x) + v(x)] TP @ | T v
Hieraus folgt unmittelbar

Satz 14. G1bt es eine Funkiion v(x) € CL, v(z) > 0 fir x € J derart, daf

“lof@) | Q)
o {Pm o)

@) Q)|
P(x) lv(x)

v'(x)
v(x)

}dx=oo gilt ,

dann ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch.
Fiir f(z) = 1 hat diesen Satz J. H. BarrET [1] abgeleitet.
Durch die Wahl [P(z) Q(x))} = v(x) folgt hieraus:

P()

Ist Q@) > 0, [P(@) Q)] < 0 und gm{ f [Q‘” ] &t + 3l [P@) Q(x)]} =
dann ist die Differentialgleichung (6) osziiiatomsch.
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Vytah

KRITERIA PRO OSCILACI RESENT
DIFERENCIALNI ROVNICE [p(z)y'] + g(z)y = 0

MILOS RAB, Brno
(Doslo dne 24. zé#i 1958)

V préci jsou studovany oscilagni vlastnosti feSeni linedrni diferencidlni rov-
hice 2. f4du v kanonickém tvaru

@) y]T + =)y =0, (1)
p'(x), g(z) jsou spojité v intervalu J = (x,, o). v
V prvni &asti je ke studlu pouzito transformace diferencidlni rovmce (1)n

Riceatiovu rovnici %' + — + g(z) = 0. Je dokazana véta:

( )
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Diferencidlni rovnice (1) je oscilatorickd prave tehdy, kdyf existuje funkce
g(x) e C*, g(x) > 0 pro x € J takovd, Ze

. 1 1 2 /2 =
il_?i @) exp{2f <MJ [q(t) g2() — p(t) g"*(t)] df — a,> dS} dz; = ©

, @,
pro kazdou konstantu a.

Tato véta umoZiiuje podat piehled dosud zndmych postadujicich podminek
pro oscilaci FeSeni diferencidlni rovnice (1) s vyjimkou t&ch, v nich% se nepfed-

@x

pokldds existence vlastni nebo nevlastni limity lim [ ¢(f) d¢. Tomuto p¥ipadu

Z—>0 Xy

je vénovana pozornost hlavné v druhé &asti ¢lanku, jejiz podkladem je price
autort C. OLEcH, Z. Or1aL, T. WazEWSKI [29] a kterd je zpracovana metodou
transformace diferencidlni rovnice (1) do zobecnénych polarnich soufadnic.
StéZzejnim pojmem je pojem ,,aproximaédni limity* definovany v dvodni ka-
pitole. Také v této &asti prace byla metoda volena tak, aby uvedené vysledky
obsahovaly dosud zndmé postadujici podminky pro oscilaci FeSeni diferencidlni
rovnice (1) odvozené transformaci do polarnich soufadnic.

K posouzeni struktury a plisobnosti jednotlivych kriterif, jakoz i k odvozeni
souvislost{ mezi nimi, se ukédzalo v obou kapitoldch namnoze vyhodné, uvazo-
vat soubasné s diferencidlni rovnici (1) diferencidlni rovnici [P(z) 2']’ + @Q(z) z =
=0, P =9, Q={fp/] + ¢qf2, kterd vznikne z (1) substituci y = f(z) 2,
feC? f>0vJ.

V préci jsou zpracovany vysledky celkem 43 dosud publikovanych pojed-
nani zabyvajicich se touto problematikou.

Pesome

KPUTEPUU JJIA KOJEBAHUS PEMEHUI
IUOOEPEHIIUATILHOTO VPABHEHUSA [p(x)y'] + q(x) y = 0

MMJION PAB (Milo§ Réb), Bpuo
(Hocrynmio B pegakmmio 24/IX 1958 r.)

B paGore wmccaenyorca Kome6GaTelbHEe CBONCTBA DPEMeEHHil IuHedHOTO
IupdepeHINANBHOIO YPaBHEHUA BTOPOTO HOPANKA B KAHOHMYECKOM BHNE

[p(x)y'] +q(x)y =0, (1)

P'(%), q(x) menpepuBHEL B mATEpBase J = (%, C0).
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B mepBoil wacTu HMccnenoBaEre TPOM3BONUTCA IPHU IOMOINM NpeolpasoBaHmsa

+ q@) =

u2
nudepennuanprOoro ypasuenus (1) B ypasuerue Puxxary v’ + @)
= 0. [lokassiBaeTcsa Teopema:

Huppepernyuarvroe ypasuerue (1) asasemea kosebamesvHelm mozda U moavko
mozda, ecau cywecmeyem gynryus §(z) e C1, g(x) > 0 dus z € J makaa, 4mo

® @,

1 1 i 2 — /2 —_ —
i [ 1 exp{z f <p(8) = f [9(6) g°() — p(t) g'2(1)] &t a)ds}dxl =

o

das A060TT NOCMOSHHOL a.

9Ta TeopeMa MO3BOJAET JATH CBOJKY M3BECTHHIX [0 Cero BPeMEHU JOCTATOY-

HEIX YCJIOBEH AN Konebamwsa pemeHni auddepeHummanbHOTO ypaBHeHus (1)

38 MCKJIIOYEHMEeM TeX, B KOTOPHX He IPequoJaraercs CymecTBOBaHue COGCTBEH-
x

HOro miu HecoGerBeHHOro mpemerma lim [¢(f) dt. Ha sror caywait o6pameno

20 2,
BHUMAaHuE TJIaBHBIM 06pa30M BO BTOpOﬁ JacTy CTaThby, KOTOpasg LIPHMBIKaeT

K pa6oram asropos L. Omex, 3. Onuaxn, T. Basescruii [29]; ara Bropas wacts
HCIOIb3yeT MeTON peodpa3oBanusa quddepeHnuaabEOro ypaBHenus (1) B ypas-
HeHue, BhIpameHHoe B 0000CIIEeHHBX NOMAPHHIX KoopAuHaTaX. OCHOBHEIM IO-
HATHEM sIBIsieTcsi TOHATHE ,,allIPOKCHMAIMOHHOrO Ipenesa‘, oIpelereHHOe
B BBelenuH. V B 9TOH JacT paboThl MeTO GbUI BEIGpaH TaK, YTOOE! HIPUBEIeHHEE
PesyabTaTH CONEpP KAl U3BeCTHBe KO CHX IOP HOCTATOYHBIE YCIOBHA AIA KO-
snefanusa pemneHumil guddepernmanbHEOTO ypaBHeHusA (1), BEIBeIEHHEBIE IPH IO-
MOIIE TPeo6pa30BaHAA K IOIAPHEIM KOODPIHHATAM.

I oneHRy cTPYKTYPH ¥ 9QQeKTUBHOCTH OTHENbHHX KPHTEPUEB, & TaKMe
IJIs1 BEIBOZA CBSBM MEKIY HUMH, OKa3ajoch B 00eMX IJIaBaX 4acTo BEITOJHEIM
paccMaTpHBaTh OXHOBpPeMeHHO ¢ nuddepeHnnalbHEIM ypaBHenumem (1) mudde-
peHnumansHOe ypasHenme [P(z) 2] +Q(x)z= 0, P = pf%, @ = flpf'] + 9f%,
B KoTOpoe nepexonut (1) mpu momomy moacTasoBrA ¢ = f(x) 2, f € C2, f > 0B J.

B craree ofpaGorann B oflmeM pe3ynbraTsl 43 OonyGIMKOBAHHBIX IO CETo
BpeMeHH paboT, TOCBAMIEHHHX 3TOI mpobieMaTUKe.
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