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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

KRITERIEN FÜR DIE OSZILLATION DER LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 

[p(x) y'Y + q(x) y = 0 

MILOS RÄB, Brno BT: 517.941 
(Eingelangt am 24. September 1958) 

Gewidmet dem Prof. Otakar Borüvka zu seinem 60. Geburtstag. 

In der vorliegenden Abhandlung werden die Sätze abgeleitet, 
welche die bißher bekannten Kriterien für die Oszillation der Lö­
sungen der Differentialgleichung [p(x) y'J -f ,q{x) y == 0 zu vereini­
gen ermöglichen. 

Einleitung 

Es sei die Differentialgleichung 

[<p(x)yj +q(x)y = 0 (1) 

gegeben. Wir setzen weiterhin stets voraus, daß die Koeffizienten p'(x) und 
q(x) im Intervall J = < x0, oo) stetige Funktionen sind und p(x) > 0 gilt. Eine 
Lösung der Differentialgleichung (1) heißt oszillatorisch, wenn sie in J unendlich 
viele Nullstellen hat. Die Lösung y(x) = 0 schließen wir aus den Betrachtun­
gen aus. Wenn alle Lösungen der Differentialgleichung (1) in J oszillatorisch 
sind, so sagt man kurz, daß die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist. 

In der vorliegenden Abhandlung werden einige Sätze eingeführt, welche 
die bißher bekannten hinreichenden Bedingungen für die Oszillation der 
Lösungen von (1) zu vereinigen ermöglichen. In der Literatur wurden bißher 
zur Herleitung dieser Bedingungen folgende Methoden benützt: 

a) Die Umformung der Differentialgleichung (1) in die Riccatische Diffe­
rentialgleichung. (Diese Methode benützt man am häufigsten.) 

b) Die Reduktion der Differentialgleichung (1) auf ein System und seine 
Umformung in die Polarkoordinaten. 

c) Die Methode der Eigenwerte [27], [33]. Mit den Ergebnissen dieser 
Behandlungen werden wir uns nicht beschäftigen. 
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Man kann auch eine Reihe allgemeiner Ergebnisse durch die Kombination 
der Methode a) oder b) mit der Transformation y = f(x) z ableiten. Dabei 
bedeutet f(x) zweimal stetig differenzierbare Funktion, f(x) > 0 für xeJ 
[8], [26]. 

Erwähnen wir, daß die in der Abhandlung abgeleiteten Ergebnisse auch die 
Betrachtung der Differentialgleichung 

y" + r(x) y' + s(x) y = 0, (2) 

r(x), s(x) stetig in / , ermöglichen. Man kann nämlich die Differentialgleichung 
X X 

(2) auf die selbstadjungierte Form [exp {fr(t) dt} y'J + exp {fr(t) di} s(x) y = 0 
x0 x0 

X 

bringen, oder man kann sie durch die Substitution y = exp {— \jr(t) dt} u in 

die Differentialgleichung 
u" + S(x) u = 0, (3) 

S(x) = s(x) — %r2(x) — %r'(x) umformen. 
Eine besondere Aufmerksamkeit wurde in der Literatur gerade der Differen­

tialgleichung (3), also der Differentialgleichung (1) im Falle p(x) == 1, gewidmet. 

Vorläufige Betrachtungen 

1. Bezeichnen wir E{v(x)} die Menge von reellen Zahlen x, welche die Eigen­
schaft v(x) haben, m(M) das Lebesguesche Maß der Menge M. Wir führen den 
Begriff des approximativen Grenzwerts einer Funktion f(x) an, den die Herren 
0. OLECH, Z. OPIAL und T. WAZEWSKI in der Abhandlung [29] eingeführt 
haben. 

Definition 1. Man sajgt, die Funktion f(x) habe den approximativen unteren 
Grenzwert l für x -> co, geschrieben hm apr inf f(x) = l, wenn m(E{f(x) fg 

3e~»co 

=ä h}) < °° für l^^ h < l i an(i rn(E{f(x) gj 7J) = oo für jedes l% > l gilt. 

Definition 2. Man sagt, die Funktion f(x) habe den approximativen oberen 
Grenzvert L für x -> oo, geschrieben lim apr sup f(x) = L, wenn m(E{f(x) ^ 

2> Lt}) = oo, für jedes Lx < L und m(E{f(x) ^ L2}) < oo für jedes L2> L 

Zu jeder Funktion f(x) gibt es offensichtlich nur einen approximativen 
oberen und einen approximativen unteren Grenzwert. Wenn l = L = % ist, 
so schreibt man lim apr f(x) = L Bezeichnen weiter lim inf f(x) = l*, 

X—»CO #—»00 

lim sup f(x) = L*, lim f(x) = X*, so gilt offenbar l* ^ l ^ L ^ L*. 
X—»CO X—»00 

Die Gleichheiten l* == l, L* = L gelten damals, wenn f(x) irgendeiner der 
folgenden vier Bedingungen genügt: 
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A. Zu jedem s > 0 gibt es ein d > 0 derart, daß für alle x* S> d + x0 und 
alle x die in (x* — d, x*) oder in <#*, x* + <3> liegen, die Ungleichungen f(x) ^ 
^ /(a?*) + e, /(#) ^ /(&*) - e gelten. 

B. /(#) £s£ e^e gleichmäßig stetige Funktion in J. 
C. f'(x) ^k < cofürxeJ. 
D. f'(x) ^ & > — oo /ür x e J. 

Beweis. Die Bedingung A umfaßt jede der Bedingungen B, C und D. Es 
gelte also A und nehmen wir an, daß l* <l ist. Man kann s > 0 so wählen, 
daß l* < l* + 2e < l ist. Es gibt eine Folge {xn}, xn -> co derart, daß f(xn) < 
<l* + s gilt. In einem von den Intervallen (xn — d, xn}, (xn, xn + ö}, das 
wir 0n bezeichnen, gelten die Ungleichungen f(x) fg f(xn) + e < l* + 2e < l. 

Setzt man 6 = 2 @«> s o g ^ m(@) = oo und /(sc) < Z für # € 0, was der De-
1 

finition der Zahl l widerspricht. Es ist also l* = Z. Ähnlich kann man L* = L 
beweisen. 

2. Man kann sich leicht überzeugen, daß folgende Behauptungen gelten: 
a) Wenn y^x) und y2(x) zvjei beliebige unabhängige Lösungen der Differential­

gleichung (1) sind, so genügt die Funktion Q(X) = ]/yl(x) + y\(x) der Beziehung 

\Pix)e'y+q(x)e = 1 ^ , (*) 

wobei M = p(x) W(x) und W(x) die Wronskische Determinante der Lösungen 
y±(x) und y%(x) bezeichnen. 

b) Genügt die Funktion f(x) der Gleichung 

Mx) rr + q(x) f = c2 

p{x) f 
Konst # 0, dann ist x 

cät y = C, sin | j ^ ^ ^ + C2\ -) (5) 

eine allgemeine Lösung der Differentialgleichung (1). 
Daraus folgt unmittelbar, daß man die allgemeine Lösung der Differential­

gleichung (1) stets in der Form (5) schreiben kann, wenn man f(x) == Q(X) 
wählt. Durch passende Wahl der Lösungen yx(x) und y%(x) kann man c = 1 
erreichen. 

c) Die Funktion f(x) sei in J zweimal stetig differenzierbar. Die Differential­
gleichung (1) geht für y = f(x) z in die Differentialgleichung 

[P(x) z'y + Q(x) z = 0 (6) 

*) Ähnliehe Formeln kann man schon bei P. BOHL [2] finden, der sie zur Betrachtung 
der Eigenschaften der Lösungen linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung be­
nützte . 
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über, wobei 
P(x) = p(x) /-(.-) , Q(x) = f(x)[p(x) f'(x)y + q(z) f*(x) *) (7) 

Die Differentialgleichungen (1) und (6) sind gleichzeitig oszillatorisch oder 
nich^oszillatorisch. Dieser Umstand ermöglicht aus jeder hinreichenden Be­
dingung für die Oszillation der Lösungen der Differentialgleichung (6) eine 
hinreichende Bedingung für die Oszillation der Lösungen von (1) unmittelbar 
ableiten, die von einer beliebigen Funktion f(x) abhängt. Hieraus folgt be­
sonders: 

Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch in J, wenn 
00 00 

J p(t) e*(t) = J p(tM(t) + yl(t)] = °° 3) (8) 

x0 x 0 

gilt; Q(X) genügt dabei der Gleichung (4). 
Aus (4) und (8) folgt unmittelbar folgender 

Hilfsatz. Wenn die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist, dann gibt es 
CO 

eine Funktion Q(X) e C2, Q(X) > 0 für xeJ, so daß f {Q(%)IP(%) Q'(X)Y + 

+ Q(x) Q2(X)} da; = oo gilt. 
Eine andere unmittelbare Folgerung der Beziehung zwischen den Differen­

tialgleichungen (1) und (6), also auch (3) und (6), ist der Satz [er folgt aus (8) 
und (4)]: 

Die Differentialgleichung (3) ist dann und nur dann Oszillatorisch, wenn es. 
eine solche Funktion f(x) e G2, f(x) > 0 für x eJ gibt, welche die Bedingungen 

I ßL -=> co und 8(x) = -gjL - LH erfülü. 
a?0 

Diesen Satz hat Prof. 0. BOBÜVKA [5] bewiesen, der die Funktion f(x) in 

der Form f(x) = _, gewählt hat. Durch spezielle Wahl der Funktionen 
]/X'(x) & 

X(x) und mit Hilfe des Vergleichssatzes hat M. LAITOCH [20] die bekannte 
logarithmische Skala der Vergleichskriterien abgeleitet. Die Vergleichs­
kriterien werden wir später betrachten. 

Ist endlich die Differentialgleichung (1) der Form ——- y' I + co(x) y = 0, 

das heißt y" y' + co2y = 0, so hat sie die allgemeine Lösung y = 
UИ-

2) Diese Umformung hat schon W. LEIGHTOH [24] und später R. MOOKE [26] benützt . 
oo 

3) Das Symbol / f(x) dx bezeichnet in der ganzen Abhandlung den Grenzwert 
os %„ 

lim ff(t)dt. 
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= C! sin { fco(t) dt + C2} und der Koeffizient S(x) in der Differentialgleichung 
x0 

(3) hat die Form S(x) = a>2(x) - ? U ^ | + \^~* Wählt man co(x) = 
4L co(x) J 2 co(x) 

= & exp {~-2jj(p(x) dx dx}, wobei k eine positive Konstante und <p(x) e C° 
in J eine beliebige Funktion bezeichnen und benutzt man den Vergleichssatz, 
so folgt hieraus: 

00 

Gibt es eine stetige Funktion (p(x), die den Bedingungen fexp{—2ff(p(x) . 
x0 

. dx dx} dx = oo. S(x) ^ k2 exp {—Af f<p(x) dx dx} — {f<p(x) dx}2 —- <p(x) ge­
nügt, so ist die Differentialgleichung (3) oszillatorisch. 

Diesen Satz hat M. IELCHIN [15] abgeleitet. Speziell für cp(x) = — lj2x2 

folgt hieraus das Kriterium von A. KNESER [18]. 
Bemerkung. Aus der Form (5) der allgemeinen Lösung von (1) folgt 

auch unmittelbar: Wenn eine Lösung der Differentialgleichung (1) in J oszilla­
torisch ist, dann sind alle Lösungen Oszillatorisch. Bezeichnen yx und y% zwei 
beliebige unabhängige Lösungen von (1), so liegt zwischen je zwei aufeinander 
folgenden Nullstellen von yx genau eine Nullstelle von y2. 

Kriterien für die Oszillation der Lösungen der Differentialgleichung (1) 

I 

In diesem Absatz werden einige hinreichende (und auch notwendige) Be­
dingungen für die Oszillation der Lösungen von (1) abgeleitet. Für die Un­
tersuchung der Oszillationsfragen wird eine Riccatische Differentialgleichung 
aufgestellt, die zu der Differentialgleichung (1) gehört. 

Hauptsatz. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch, 
wenn es eine Funktion g(x) e C1, g(x) > 0 in J gibt, welche die Bedingung 

X %t S 

s H{x)=s /*b ex4/(^)W) fm m -m g'm * -a, 
X0 XQ 2/0 

. dsm^i = o o 

für jede Konstante a erfüllt. 
Beweis, a) Die Differentialgleichung (1) sei nichtoszillatorisch. Nehmen 

wir an, y(x) sei eine Lösung der Differentialgleichung (1), die in J keine 
Nullstelle hat, was offenbar keine Beschränkung der Allgemeinheit bedeutet. 
Für u = -i-i-i-^- geht die Differentialgleichung (1) in die Riccatische Glei-
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u 
chung v! = — — q(x) über. Multipliziert man diese Gleichung mit 

X 

g2(x) und integriert sie zwischen den Grenzen x0 und x, so ergibt sich Jg2(t). 
x0 

X X 

. u'(t) dt = — I ^ ^ ̂  ^ ̂  d£ — / q(t) g\t) dt. Durch partielle Integration auf 
x0 a?0 

der linken Seite bekommt man 

X x x 

g\x) u(x) = a + 2 ^ ( 0 p'(Q «(*) d* - f *&&- d* - / s ( 0 02(*) & -= 
a?o «o * o 

a? x 

=- a - f p ^ S " - W ) e'(')T<-* + f &>(*) g'* (t) - g(0 fl"(0] ̂ , (9) 
X 0 #o 

wobei a = <72(#0) w(as0) ist. Hieraus folgt die Ungleichung 

X 

P{X^IX) = «(*) == - ^ {« +/öK*) *"<*) - s(*) f(t)l d*} 

und durch Integration zwischen den Grenzen x0 und x 

ig l i l s/řwWf +fww> - *) »*»] *} d«, 
SC 3 

|j,(.*)| ^ 0 exp{ J ^ i ^ { « + f W) 9'2(t) - q{t) g*(t)ldtj d*| . 
»o #o 

Bezeichnen y^x) und 2/2(̂ ) z w e i behebige unabhängige Lösungen der Diffe­
rentialgleichung (1), die in J keine Nullstelle haben, so kann man leicht aus 

der obigen Ungleichung ableiten, daß I .,., . ' ,—STT^ -^ KH(x) gilt, wobei 
j v(t)bW) + yl(t)l ~" 
«o 

K eine passende positive Konstante bezeichnet. Die rechte Seite divergiert aber 
00 

gegen oo für x ~>,oo, so daß I — _ - — _ — — - = oo, was der Voraussetzung, 
a 0 

daß (1) in J nichtoszillatorisch ist> widerspricht. 

b) Die Differentialgleichung sei oszillatoriscb. Aus dem Hilfsatz folgt die 
Existenz einer solchen Funktion g(x) e C1, g(x) > 0, die der Bedingung 
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CO 00 

J M2 C 

^ y ^ y dx = J ^{x) g*(x) + g(x){p(x) g'(x)}f] dz = oo genügt. Wir wer-
» o -»<, 

den zeigen, daß diese Funktion der Forderung H(co) = oo genügt. 
Aus der Beziehung fg(x){p(x) g'(x)}f dx = p(x) g(x) g'(x) —- /p(a;) sr'2(;r) dx + 

+ Konst folgt nähmlich, daß man den Ausdruck H (x) auf folgende Form 
bringen kann 

x a;.. s 

H(x) =I^k) M 2 / i ^ W ) {J[q(t) g2(t)+9{t){p(t) g,(m dt ~ 
xa a?0 xQ 

— g(s) g'(s) p(s) -f Konst y ds \ dxx = 

=/p(k)exp {2fp&¥(d\f[q(t) g2(t)+g(t)m g'm d<+Konst}ds -
«o 03 0 iC 0 

- / i s ö W j e ]4/*>W> (/[s(f) »* w + m m °'m *+ 

x0 x0 x0 

+ Konst ) ds > dxx, 

so daß H(x) -> oo für x -> oo. Hiermit ist die Behauptung voll bewiesen, 
00 

/

dx 
— - = oo. Gibt es eine Funktion g(x) > 0, g(x) e G1 für 

XQ 

x e J, so daß 

I [${x) g2(x) — p(x) g'2(x)] dx = oo (10) 

gilt, dann ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch. 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz. 

Diesen Satz hat für p(x) == 1 B. A. KOH^PATBEB [19] abgeleitet {r(x) = 
— 92{x)}-*) Der Satz verallgemeinert den Erfolg von M. ZLÄMAL [42], wo die 

CO CO 

Bedingung (10) durch die Bedingungen fg2(x)q(x) dx = oo, fp(x) g'2(x) dx < 
x0 x0 

< oo ersetzt wird. (M. Zlämal hat diese Voraussetzungen in einer anderen 
4) Der in [19] auf Seite 743 angeführte Satz 4 ergibt sich aus unserem Satz durch die 

Wahl g(x) = r(x) ]/#. 
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Form angeführt; um sie beizubehalten, soll man g(x) = ]/co(x) setzen.) Ist 
besonders p(x) ss l, so kann man fortschreitend g(x) = xla, a > 1; 

x2lg 2 2av^ 2 lg2 #lglg 2~2ir, ..., « > 0 wählen. Es ist offenbar ]g'*{x). 

. da; < oo? so daß eine jede der folgenden Bedingungen die Oszillation der 
Lösungen von y" -f q(x) y = 0 garantiert: 
00 

/<B°-g(aO dx = oo, <r < 1 (M. Zlamal [42], J. G. MIKUSINSKI [25] für q(x) ^ 0) , 
»0 

OD 

/ x l g - 1 - * # #0*0 da; = oo , oc > 0 , 
a?o 

CO 

/ x lg # lg lg - 1 ""* x q(x) dx = oo , oc > 0 usw. 
a?o 

Diese Kriterien hat schon E. HILLE unter der Voraussetzung q(x) 3j 0 be­
wiesen [14, S. 242]. 

Satz 2. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch, 
wenn es eine Funktion f(x) > 0, f(x) e C% für x e J gibt, die der Bedingung 

X Xt 8 

2-*w = b / ж i ) Ч2/ҷ(/[/ww)mү 

+ ?(0 /2(*)] dt — a)üs\ &%i = °o 

für jede Konstante a genügt. 

Beweis. Die Tatsache, daß die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich aus 
dem Hauptsatz, wenn man H(x) auf die Form (9) bringt. Die Notwendigkeit 
der Bedingung ergibt sich aus dem Hilfsatz. 

Satz 3. (R. MOORE [26]). Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann 
oszülatorisch, wenn es eine Funktion f(x) > 0, f(x) c C2 für x e J von solcher 

00 

/

dx 
, = oo, 

p(x) J (X) 

f[f(x){p(x)f'(x)}' +q(x)nx)]dx=<x> • (11) 
«0 

gilt. 

Beweis. Die Tatsache, daß die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich aus 
Satz 2, die Notwendigkeit folgt aus dem Hilfsatz. 

Im Falle p(x) == 1 hat schon E. GAGLIARDO [8] bewiesen, daß die Bedingun-
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gen (11) zur Oszillation der Lösungen von (1) hinreichend sind. Durch die Wahl 
f(x) == 1 ergibt sich hieraus folgende hinreichende Bedingung: 

00 CO 

/

dx f 

~— = oo, I q(x) dx = co => (1) ist oszillatorisch. (12) 
Diesen Satz hat schon W. B. FITE [7] in Falle p(x) == 1 und q(x) > 0 be­

wiesen. A. WINTER [39] hat gezeigt, daß die Voraussetzung q(x) > 0 wegge­
lassen werden kann. Für die selbstandjungierte Differentialgleichung (1) hat 
diesen Satz zuerst W. LEIGHTON, wieder mit der Voraussetzung q(x) > 0, 
in den Abhandlungen [23] und [24], später in der Form (12) in [21] und [22] 
bewiesen. 

Eine andere notwendige und hinreichende Bedingung für die Oszillation 
der Lösungen der Differentialgleichung (3) ist von M. H. EJIBDIHH [6] abge­
leitet worden: 

Die Differentialgleichung (3) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn es 
eine solche Funktion 0(x) e O1 für x e J gibt, welche folgende Bedingungen er­
füllt: 

1. &(x) + G2(x) + S(x) ^ 0, 2. / exp {-2 / 6(t) dt} dx = oo , 

3. / e x p {2 fß(t) dt}[e'(x) + 6\x) + S(x)] dx =- oo . 
a?o ®o f(x) 

Wählt man 0(x) = ++-, so kann man diese drei Voraussetzungen auf 
f(x) 

eine einfachere Form bringen: 
00 

1'. f(x) + f(x) S(x) S> 0 , 2'. / - ^ -= 00 , 

3'- /[/(«) f"(x) + f2&) S(x)] dx = 00. 
»0 

Hieraus ergibt sich leicht der Zusammenhang zwischen Satz 3 und dem Satz 
von M. H. EJIBIUHH. 

Wir werden jetzt zeigen, daß durch Anwendung des Hauptsatzes auf die 
Differentialgleichung (6) keine allgemeinere hinreichende Bedingung für 
die Oszillation der Lösungen von (1) hervorgeht. 

Wählt man im Hauptsatze g(x) = f(x) h(x), f(x) e C2, h(x) e C1, f(x) > 0, 
h(x) > 0, so bekommt man mit Rücksicht auf die Beziehung fh2(x) f(x) . 
. [p(x) f(x)]' dx = h2(x) f(x) p(x) f(x) - fp(x) f(x)[2h(x) h'(x) f(x) + h2(x) . 
. f'(x)] dx folgendes: f[q(x) g2(x) — p(x) g'2(x)] dx =* f[q(x) f(x) h2(x) — p(x) . 
. {f2(x) h2(x) + 2f(x) f(x) h(x) h'(x) + f2(x) h'2(x)}] dx = f[q(x) f2(x) h2(x) + 
h2(x) f(x){p(x) f(x)}' - p(x) f2(x) h,2(x)] dx — h2(x) f(x) f(x) p(x), so daß 
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X O&x s 

H(x) =/^(k)exp \2I~wm\ Im) hHt) ~ P{t) h'2{t)] dt ~ a)ds}dXi • 
XQ <ß0 «o 

Es gilt also 

Satz 4. Die Differentialgleichung (1) ist dann und nur dann oszillatorisch, 
wenn es die Funktionen f(x) und g(x), f(x) e O2, g(x) e O1, f(x) > 0, g(x) > 0 für 
x € J gibt, welche die Bedingung 

00 x S 

fmвip f fm-я {f m)вҢt) ~ m в"m * " " ) ЉJ *• oo 

für jede Konstante a erfüllen, (Die Funktionen P und Q sind durch (7) erklärt.) 

Bemerkung 1. Dieses Ergebnis kann man auch durch Anwendung des 
Hauptsatzes auf die Differentialgleichung (6) ableiten. 

Bemerkung 2. Aus dem Beweise des Hauptsatzes folgt unter der Voraus­
setzung g(x) e O2, daß H(x) = K(x) gilt, so daß der Hauptsatz und der Satz 
2 ,,fast äquivalent" sind. 

Den Satz 2 kann man folgenderweise leichter beweisen: analog, wie bei dem 
Beweise des Hauptsatzes, kann man herleiten, daß die Differentialgleichung 
(6) oszillatorisch ist, wenn 

as xx t 

Lm
œ
 m = S / p®>exp {2 Iw) (IQ{S) ds ~a)dt} ** = oo 

gilt (man setzt g(x) == 1). Hieraus folgt leicht der Satz 2 und auch die Antwort 
auf die Frage, ob man durch wiederholte Anwendung des Satzes 2 auf die 
Differentialgleichung (6) irgendeine allgemeinere hinreichende Bedingung für 
die Oszillation der Lösungen von (1) ableiten kann, liegt auf der Hand. 

Wir werden jetzt die sogenannten Vergleichskriterien betrachten, die ihren 
Ursprung in der klassischen Abhandlung von C. STTJBM [38] haben. Die wich­
tigste Rolle spielte da der Vergleichssatz, der auch später in manchen Ab­
änderungen von anderen Verfassern abgeleitet wurde und zwar nicht nur 
für die Differentialgleichung (1) sondern auch (2) und Systeme von zwei 
Differentialgleichungen erster Ordnung. Zum Beispiel: M. BOCHEB [3], [4], 
M. H. EJIBIHHH [6], G. LA^BOLINO [9], E. KAMKE [16], [17], C. O. OAKLEY [28], 

W. T. REID [36]. Für die Differentialgleichung (1) ergibt sich der Vergleichs­
satz aus dem Hauptsatze: 

Die Differentialgleichung (1) sei oszittatorisch. 
Ist 

Pl(x) g p(x) , qi(x) ^ q(x) , pl qi stetig in j ? (13^ 
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so ist auch die Differentialgleichung 

rpi(*) y'Y + <ix(*) y = o (i4> 
oszillatorisch. 

In der Tat, weil (1) oszillatorisch ist, so gibt es nach dem Hauptsatz eine 
Funkt ion g(x) eC1, g(x) > 0 derart, daß \im.H(x) = oo gilt. Mit Rücksicht 

05—>0O 

auf (13) ist q(t) g*(t) — p(t) g'*(t) ^ qx(t) g*(t) — p±(t) g'\t), so daß wieder 
l im H[x) = oo gilt, wenn man die Funktionen p(x) und q(x) d.urch px(x) und 

qx{x) ersetzt. Die Differentialgleichung (14) ist also oszillatorisch. 

Es entsteht das Problem, ob solche Funktionen r(x) und s(x) existieren, daß 
die Differentialgleichung (1) für p(x) ^ r(x), q(x) ^ s(x) in J oszillatorisch 
u n d für p(x) > r(x), q(x) < s(x) nichtoszillatorisch ist. Die Antwort auf diese 
Frage ist negativ. Es gilt nämüch 

Satz 5. Die Lösungen der Differentialgleichung (1) seien in J oszillatorisch. 

Dann gibt es eine solche Funktion s(x) e 0°, daß s(x) < q(x) für x e J gilt 
und daß die Differentialgleichung 

[p(x) y']' + s(x) y = 0 (15) 
oszillatorisch ist. 

B e w e i s . Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (1) hat die Form 
X 

y = Gxg(x) sin I —7-r——r + 02 und weil (1) oszillatorisch ist, so gilt 15A U P(t) Q2(t) 2J V ' ö 

dx I p(x) Q2(X) 
= 00 . (16) 

Die Funktion Q(X) befriedigt die Differentialgleichung (4) {M = 1 } . Man kann 
1 \p(x) Q'(X)Y 

also q(x) in der Form q(x) = ——r—-rr-r- — , x schreiben. Wählt man 
* V(x) Q*(x) e(») C2 

ietzt eine Konstante c, 0 < c < 1 und bezeichnet s(x) = ———-rr-r- — 

r (x) '(x)r p^e ^ 
— LPv Q LJ_ ^ gQ j g ^ 0ff e n-b a r s ^ ) < (̂a?) j m ganzen Intervall J und die 

Differentialgleichung (15) hat die allgemeine Lösung 
X 

y = C^(x) sin \c I —~—r—r- + C72 L so daß sie wegen (16) oszillatorisch ist. 
L J Vv) Q v) \ 

X0 

B e m e r k u n g . B. A. KoH^paTBeB [19] und A. Wintner [41] haben folgendes 
Vergleichskriterium abgeleitet; 
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Es seien r(x) und q(x) in J stetige Funktionen, welche die Ungleichungen 

0 <£ fr(f) dt _g f q(t) dt < oo erfüllen. Wenn die Differentialgleichung y" + 
SS x 

+ r(x) y = 0 oszillatorisch ist, dann ist auch y" + g(#) y — 0 oszillatorisch. 

E. Hille [14, S. 145] hat diesen Satz unter der Voraussetzung r(x) S> 0 ab­
geleitet. 

Die oszillatorisehen Vergleichskriterien,5) die sogenannte logaritroische 
Skala, ergibt sich wie ein spezieller Fall folgenden Satzes. Bezeichnen wir 

X 

/

A+ n 

—r; lg-x u = 1, lg0 « = «,..., lg, « —. Ig lg,,-!«; Ln(u) = J~ lg»« 
n 

/?-,(«)--0, Ä.(«) = - g ^ - y -

Satz 6. jEJ8 8ei 
CO 

/"-£-«>. (17) 
J p(*) 

Ist für irgendein e > 0 

/fe^h-«siH^=™' ' (l8) 

£o ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch. 

Beweis. Wir werden zeigen, daß die Behauptung aus Satz 4 durch die 
Wahl 

i _L_i 
f(x) = ]/Ln(u), g(x) = lgS+i ^ Ign+2 2 w folgt . 

Es gilt 
A 1 

~ - i n W = Pg^lg 2 ^ . . . lg n ^ + lg2^lg3^. . . lgn^ + ... + \gnU + 1]---A== 

[í____l + ^ M _L -L. n̂W.1 J__ = 
[ u ulgu '" Ln(u)Jp(x) 

_ [ i i i i i 

Hieraus ergibt sich 

f(x) - IVZIUTY - L^U) 1 - V1^ [ * 4- - 1 - 4- 4- —L_l 

/(*) - tKA,(«)> - 2 y Z Ä p ( a ; ) - - ^ [Lo(tt) + Li{u) + - +Ln(u)\ 
5) Das auf passende Form gebrachte Vergleichskriterium, das manche hinreichende 

Bedingungen für die Oszillation der Lösungen von (1) herzuleiten ermöglicht, führt 
auch A. d>. 3y6oBa [43] an. Es ist aber nicht genau formuliert. 
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[ ř W ' w = [iЩí{xÆ.+-+_я} + Џju) J цм 
Ll(u) 

-здli - __ K м J i i i i ľ i 
£_(«)JJ 2»(*) 4 [__„(«) + - + __И(«)J ?(*) 
УШ í_j L. + _____ [_i_ 4- _L_1 

2 Џ0(u) L0(u) ••" __,(«) [_,„(») "*" J_-(«)J 

___ШIÄ + " ' + з д J j i 

+ ... 
00 )J 

1 "' + r — r - r ' -">w 
_______.{_____,_ + ___} = _ _ _ M Ä ^ 

43,(3;) l_8(«) + - • + L2(tt)J 4p(*) * * w • 

Endlich bekommt man 

Q(x) = f(x)[p(x) /'(*)]' + g(_0 /«(*) = - | Ä _ _ » 4. q(x) Ln{u) 

und weiter 

ff'(^) = [_ ig^h «i.-1(«) ig;ir»« - (. + H igt i« igni r 1 «-^(«n ^ = 

= i&i «A. » [*!&. t r ' « - (_ + .e) igB~!r * «i ^ • 

gr'2(a;) = lg.+i «_-»'(»)[./.]- - ^ ^ C lg»+x wi„s(_) Ig»+- * « -_nx 

für genug große x, wobei c eine passende Konstante bezeichnet. Es ist also 

00 00 00 

/_W. w d. - / . . ) / •<*). •(*) d. S fj-^L—Q _ 
00 

-0/wfwa.-PB"f<n'-
co 00 

/«(*) f(x) dx = / | g ^ [-<*> - W H to = -
wegen (18), so daß die Differentialgleichung (1) nach Satz 4 oszillatorisch ist. 

Aus Satz 6 folgt eine Reihe von Folgerungen. 

Bemerken wir vor allem, daß die Bedingung {18) für n = —-1, 0 folgende 
Form hat: 

n = - - : J lgiZ.. «(*) <-* = °° > 
u 
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n 

oo 

A f ulgu f . . 1 l ] _ 

1-1 
Durch die Wahl g(x) = lg|+1

2^ oder gr(a?) == 1 ergibt sich statt (18) 

00 

J £n(w) lg£+} u \q(x) - —^Sn(u)\ dx = co , 3 > 0 , (19) 

oder 
oo 

jLn(u) \q(x) - i—-fifn(*)J dx =- co . (20) 

Man kann leicht erkennen, daß die Bedingungen (19) und (20) schärfer als 
1 ]p* u 

(18) in dem Falle sind, wenn q(x) — $n(w) =" 0 ist- denn es gilt -p£i~ • oo 
439(0;) Ign + | u 

für jedes 8 > 0 und £ > 0, 
CO 

Eür n = — 1 ergibt sich aus (19) jvP-~*q(x) dx = oo, was mit (17) eine hin­
reichende Bedingung von R. Moore liefert [26].6) 

Die Bedingung (20) hat für n = -—1, 0 die Form: 
00 

n = — 1 : I q(x) dx = oo , 

% 

: I g(æ) ăx = 

= 0 : j Ҷ g ( z ) - - ^ - - 1 ] dx =- co 

Die Bedingungen (18), (19) und (20) kann man auch so befriedigen, daß 

man verlangt, der Integrand wäre größer oder gleich —————, denn es ö ° ö . Ln(u) <p(x) 

/

da; 
T —— = [lgn+i ^]°° = oo. Die auf diese Art erhaltenen Bedingungen 
Ln(u) p(x) 

aus (19) und (20) sind schärfer als die Bedingung, welche wir aus (18) bekom­
men: 

Г dя? 6) R. MOOBE be racҺ e auch den Fall 1 -~--r < 00. 

ÍC0 

1 __^ < oo und für irgendein m < 1 
J p(x) 

x0 

00 00 
. = > ( ! ) ist oszъllatoriscћ 

/ q(x) hm(x) ãx = 00, wobei ћ(x) = í —-~ľ 
a?ft x 

m 

Die Behaup шig folg aus đem Sa z 3 duгeh die Wahl j(x) = ћ2 (x). 
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oder 
li+íir [q{x) ~ špič)Sn{u)\ - LMPW) 

im b>(*)«(*) - i«»(*)] fer^ ^ £ • (21) 

Diese Bedingung wird sicher erfüllt, wenn 

Ll(u)[p(x) q(x) - !$,(«)] 2> « (22) 

gilt. Führen wir folgende Fälle an: 

n _ _ i : /p(a;) #;(#) ^ e , 

1 +8 
n = 0 : £>(#) ç/(cr) ^ 

áu2 

: P(x)q(x)^\\^ + ^^ii 

(23) 

Die Beziehung (22) kann man auch in der Form 

lim inf Ll(u)[p(x) q(x) - \Sn(u]\ > 0 , 
a?-»oo 

oder 
lim inf L2

n(u)[p(x) q(x) — \8n^(u)] > £ 
sc—>00 

schreiben. Für n = 0 ist 
lim inf p(x) q(x) u2 > £ . 
03—>00 

In einem engen Zusammenhang mit den oben angeführten Bedingungen 
ist die Bedingung von R. L. POTTER [31]: 

dcc d 
----- — oo , lim p(x) -— {p(x) q(x)}-* = V < 2 => (1) ist oszillatorisch. (24) 

P\X) sc—>oo dx 

+ 

oc 

/ 
X 

Aus der zweiten Voraussetznug folgt nähmlich [p(%) %(%)]"*< I —r~\ ^ 

-f. 0 = fo(sc), Z' < l < 2 von einem gewissen sc, also p(a?)-g(a;) > ~ — = 2 , 

•so daß die Bedingung von R. L. Potter schärfer als (23) ist. 

R. Moore hat in [26] folgenden Satz bewiesen: 
00 CO 

f q(t) dt < oo , £ < c ^ u(#) /#(£) d£ 5S d < co => (1) ist Oszillatorisch. (25) 

(Ist q(x) ^ 0, SO kann d = co sein.) 

Dieser Satz ergibt sich aus Satz 3 durch die Wahl f(x) = yu(x). 
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00 

/

dx --------- = 
P(x) 

co x x 

= J QJ^X) = P« l«(*)IK = °° g ü t- E s i s t weiter J Q(t) dt = J q(t) u(t) dt -
x„ x0 x0 

X 

/

dt . -.-:—77: und hieraus folgt durch partielle Integration 
4p(t)u(t) 

x0 

t 
X X # r / \ J X 

r r r J ?(*) ds r 

i <*> * - »<*>J »» * - J h * T * - J «MO " 
#0 #0 # 0 # 0 

00 00 

r r r 1 f !"?(s) ds ~ 1-"(*) ds r 
-= | J 3 (0 di - J 3(t) dt] u(x) - J * ^ d* - J 

đІ 
4p(t) u(t) 

щ 

00 

г . r /<?(*) <^ «(í) ~ 
= - / j(ř) dtu(x) + / * ... „. dť - / . .ľГ ... + Z ^ 

J J P(t) «(*) J ép(t) u(t) 

00 05 

^-u(x)Jq(t)dt + \ c - ^ j + ÜГ -> 00 , 
г»(0 «(<) 

wobei KT eine passende Konstante bedeutet. 

Der letztere Teil der Behauptung (für q(x) 2g 0) folgt durch einfache Modi­
fikation des Beweises von E. ffille [14, S. 245], der die Differentialgleichung 
(1) im Falle p(x) == 1 betrifft. 

Satz 6 und alle Folgerungen wurden bißher nur für den Fall p(x) == 1 be-

ţ åz 
J P(%) 

wiesen. Die Voraussetzung I ~y-r = 00 ist offenbar erfüllt, so daß eine jede 
a?o 

der weiter angeführten Bedingungen I—X zur Oszillation der Lösungen von 

y " + ? ( a ) y = 0 (26) 
hinreichend ist: 

00 

I- / *t« I Q(x) "" I ^«(^ <^ = °o /^r irgendein s > 0, M. RÄB [34]. 
a?o 

00 

IL / T^TT— ?(#) db 00 
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oo 

III. [**&£_ U ) _ 1] dx = 00 . 
J lglg1+*# L 4x2J 

«o 

oo 

IV. J Ln(x) \g~l;ex \q(x) - i £B(a,) dx = oo . 

00 

V. I x*-*q(x) dx = oo , M. Zlamal [42]. 

00 

VI. /*£„(*) L(z) - - Sn(x)\ da; = oo, M. Zlamal [42]. 

VII. 2£(a,) La;) - 1 £«(*)] ^ a , oder lim inf ££(*) \q(x) - \ Sn^(x)\ > I , 

P. HABTMAN [12], E. Hüle [14], M. Laitoch [20]. 

VIII. lim inf x2q(x) > - , A. Kneser [18]. 

IX. lim inf g(#) > 0, oder q(x) ^ e, C. STURM [38], 
a—>oo 

lim q(x) > 0, A. Kneser [18]. 
SB—>CO 

00 00 

X. a) Mm inf x I q(t) dt>~) lim sup x I q(t) dt < oo (folgt aus (25)); 
£B—>CO J * £C—>0O * J 

o; OJ 

00 

6) g(») ^ 0, lim inf x f q(t) dt > j , E. ffille [14, S. 245]. 

Wir sollen noch die Tatsache erwähnen, daß die Differentialgleichung (1) 
für z = p(x) y' in die Differentialgleichung 

[4T*T+-^*=° (2?> 
lq(x) J p(x) 

übergeht, wenn nur p(x) > 0, q(x) > 0 in J ist. Offensichtlich ist diese Diffe­
rentialgleichung gleichzeitig mit der Differentialgleichung (1) oszillatorisch 
oder nichtoszillatorisch. Durch Anwendung der früher angeführten Sätze auf 
diese Differentialgleichung kann man neue hinreichende Bedingungen für 
die Oszillation der Lösungen von (1) ableiten. Zum Beispiel: 

Satz 7. Es sei p(x) > 0, q(x) > 0 für x e J. 
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Gibt es eine Funktion g(x) e O1, g(x) > 0 für x e J derart, daß 

/*»-»-. im-m 00 

<lifö, -so is£ die Differentialgleichung (1) oszillatorisch. 

Der Satz folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes 1 auf die Diffe­
rentialgleichung (27). 

Zur Betrachtung der oszillatorischen Eigenschaften der Lösungen von (1) 
benutzte die Differentialgleichung (27) schon R. L. Potter [31]. Auf diese 
Art hat sie folgenden Satz abgeleitet: 

ў(x) > 0 , q(x) > 0 für x є J , * 

00 

fq(x) áx = oo , 

lim p(a,) -r~- [p(aO î(ж)]-* > - 2 
£C->CO QX 

(1) i8ŕ oszillatoriscћ. 

Die Behauptung folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes (24) auf 
die Differentialgleichung (27). 

Wir führen noch die Ergebnisse von R. L. Potter [31] an, welche die Diffe­

rentialgleichung 

„ . 1 
У h2{x) y = Ù (28) 

betreffen und welche aus den oben angeführten Sätzen folgen. 

Wählt man in Satz 3 f(x) = hi(x), so bekommt man 

åx 

x) 

cc 

/ 
x& 

fl"1 *"(«) i * ' (») ! to 
J U(x) 4A(x) ^ 2 J 

00 

(1) isč oszillatorisch. (29) 

Die Voraussetzung (29) ist gewiß erfüllt, wenn h'2(x) ^ k2 < 4 gilt. 

Eine andere hinreichende Bedingung für die Oszillation der Lösungen von 
(28) ist Hm ¥(x) < 2, die unmittelbar aus (29) folgt. 

«—!ЮO ř 

Die bißher angefülrrten hinreichenden Bedingungen für die Oszillation der 
Lösungen folgten aus dem Hauptsatz und zwar so, daß die Voraussetzung 
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(21) erfüllt wurde. Wir zeigen nunmehr, wie diese Voraussetzung verallge­
meinert werden kann. 

Wählt man im Hauptsatz g(x) = [p(^)]i, so bekommt man: Ist 
X t 

q(s) 1 <D'*la)\ , 1 , . K 
00 

Yp(8j 4 pz(s)/ J J 

für jede Konstante a, so ist (1) oszillatorisch. 

^-!^ПШ-ìШh-'Њ 

Bezeichnen F(x) = f[$• - ± g | ] d* , ö(«) = l / ^ ( * ) d*, 

M[On, Z J = ^{a;: z "^ X„, (?(x) "^ on}, so ist 

oo oo 

^ ( C 0 ) J ? f e ^ ^ L 0 ^ - o + a ^ J | da = erp {2ax0} J — . 

•J pfö) 

inf ------- ^ s > 0 für # e J, so ist offensichthch K(oo) > 
*«J p(») "" 

CO 

^ exp {2a#0} e / exp {2x[G(x) — a]} äx ^ e exp {2aa;0} exp {NXn} m(M[N, Xn]) 

für N > 2a. Daraus ergibt sich 

Satz 8. Es sei p(x) e C1, lim inf —--- > 0. Gibt es zwei Folgen von reellen 
x->co Pv*^) 

Zahlen Xn -> oo, <7n -> oo derart, daß 

exp {CnXn} m(M[Cn, Xn])-^ OD gilt, (30) 

50 is£ die Differentialgleichung (1) oszillatorisch. 
Diesen Satz hat C. R. PÜTNAM [34] für den Fall j(a?) = 1 mit folgender 

Folgerung abgeleitet: 
X 

Wenn lim sup ö(a?) = oo und Jq(t) dt > — exp {Cx} für irgendeine Kon-
US—>OD %0 

stante C gilt, dann ist die Differentialgleichung y" -f- q(x)y = 0 oszillatorisch. 

Es sei bemerkt, daß die Bedingung (30) gewiß erfüllt ist, wenn m(M[Cn, X0]) = 
= oo für jedes Cn gilt, besonders wenn lim apr G(x) = oo oder Hm G(x) = oo 
ist. Für p(x) = 1 ergibt sich hieraus: a~>c0 a-̂ °° 
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Ist lim apr - I l q(s) ds dt = oo, so ist die Differentialgleichung (26) oszil-
£C-»00 *& J J 

latorisch.1) 
A. WrNT3STEB hat diesen Satz unter der Voraussetzung 

X t 

lim - I i g(8) d8 dt = oo bewiesen [39].8) 
sc-^oo % J J 

Es entsteht die Frage, ob zur Oszillation der Lösungen von (26) nicht die 

Bedingung lim sup - I I q(s) ds dt = oo, oder sogar lim sup I q(t) dt = 
#-~>oo X J J £C—>00 J 

00 

hinreichend ist. Man kann leicht zeigen, daß es nicht der Fall ist. Ein Ge­
genbeispiel hat schon P. Hartman [11] angegeben: 

Es sei eine Riccatische Differentialgleichung x' + x2 -f- q(t) = 0 gegeben, 
q(t) stetig in <£0, oo). Durch zweifache Integration über tQ ... t bekommt man 

* t s t s 

j I x(s) ds + -7 I i x2(u) du ds = - x(tö)(t — t0) — - I J q(u) du ds . 
to tu tQ tff t(f 

(31) 
Um das Gegenbeispiel zusammenzustellen, genügt es die Existenz einer 

7) Den. Fall, wenn der Grenzwert lim fq(t) dt nicht vorhanden ist, betrachtete auch 
iE—>oo x0 

P . Hartman. Eine interessante hinreichende Bedingung für die Oszillation der Lösungen 
von (26) folgt zum Beispiel aus Satz [11]: 

Eine notwendige Bedingung für die Nichtoszillation der Lösungen von (26) ist entweder 
T t T t 

lim mf T~1f{fq(s) ds} dt = — oo oder lim T~1f{fq(s) ds} dt = M < oo. 
T->8 0 0 tf-=*oo 0 0 

8) E . Gagliardo betrachtete den allgemeineren Fall und hat folgende Behauptung 
eingeführt: 

Gibt es eine Funktion f(x) > 0, f(x) e C2 so, daß 

/
ÛX 

Fӣ = 0 0 ' 

lim ì Г ÍQ(s) ds dt = oo , (*) 
C-»ч» % J J 

ж0 «» 

so ist die Differentialgleichung (26) oszillatorisch. 
Der Beweis ist aber unrichtig, die Voraussetzung (*) soll die Form 

OS t 

1 ^~tfw)fQ(s)d*dt 

J p(t) 

haben. 
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splchen Funktion mit der stetigen Ableitung zu beweisen, daß lim iirf X(t) = 
as—•*•<» 

= —- oo gilt, wobei X(t) die linke Seite von (31) bezeichnet. Dann gilt nämlich 

MS wegen (31) lim sup 7 I I q(u) du ds = 00 und die Differentialgleichung (26), 
t<3 tţ> 

wobei q(t) = — x'(t) — x2(t) ist, besitzt die nichtoszillatorische Lösung y = 
t 

= exp{fx($) ds}. 

Es sei also {en} eine Nullfolge von positiven Zahlen, oc = - > en > 0. Die 

Funktion x(t) sei im Intervall tQ = 1 — oc __̂  £ < 00 folgendermaßen definiert: 

x(t) = 7 --=— für n —- oc <__ t <_: n — en , 
(n — t)lg(n — t) 

x(t) = 0 für n — £n<Lt = n-{-l~~öc, w = 1, 2, . . . 

Dann ist für n — en^T<.nJ
rl — oc 

T n fc-e« 

««/»w«-'»i/(t-.<,^-.„-
n « 

= _ r-i 2 lg I lg (fc -1)|_ :? = - T-1 2 ig % f • 
fc«l fc=l fc 

T t T 

Aus der Beziehung f f x(s) ds dt = f(T — s) x2(s) ds folgt 
bO lo *o 

I t T T 

J(T) = T-1 / / z2(s) ds d« = / a:2(s) ds — 31-1 / «B-(«) ds = 
»0 *o * 0 «0 

= y r df r-ix- r *d* 
£_ J (&-*)2ig

2(&-*) £_ J (k-tyig*(k-t)-
"* Tc—oc *" fc—oc 

Durch Substitution k — t = s ergibt sich hieraus 

*»-if&-^2 {&•*•-«-« 

= ?iV rjj-*-«•« ^ í l U - i i " 

Í ( I - ? ) / ^ + r-Í'1+^^' 
fc«l \ f J & kmml 
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Es sei jetzt T = n; der Beitrag des Intervalles n —-oc ;_C t <S n — en zu X(t) 

ist gleich — (1 + lg""1 e.̂  — lg lg —1. Durch die Wahl von sn kann man bei 

festem n leicht erreichen, daß dieser Ausdruck kleiner als eine vorgegebene 
Zahl ist. Der Beitrag des Intervalles t0 ;g t < n —- oc zu X(t) hängt nur von 
et, e2, ..., sn-1 ab und hat den Wert 

- »-* 2 ig ig {+2 f1 - £) /?£-.+w_12(1+lg_1 *>• Der letz-

tere Ausdruck ist aber größer als — > J I n t n lg lg — k so daß er ge-

» 

gen oo strebt, weil / 0 1 <> ~ —=—r— und —---r lg lg > co für 
ö J 8 2 l g 2 8 £*lg2*fc %lg2% 6 Ö % 

ч ek -> 0 gilt. 
Zu jeder Folge {Cn} von reellen Zahlen gibt es eine Nullfolge {en}, sn -> 0, so 

daß X(t) ~ Cn, für T = n gilt. Wählt man Cn = — n, so gibt es eine Null-
folge {en}, so daß lim inf X(t) = —- oo ist. 

t~iVOO 

Bemerkung. Die Funktion x(t) hat zwar abzählbar viele Unstetigkeiten, es 
liegt aber auf der Hand, wie man sie vermeiden kann um die Gültigkeit der 
Beziehung Hm inf X(t) = — oo beizubehalten. 

£-»oo 

Die Ergebnisse, die in den vorhergehenden Absätzen niedergelegt sind, 
wurden unter der Voraussetzung (10) oder (11) abgeleitet. Das ist eine natürli­
che Forderung dafür, daß Mm H(x) oder Hm K(x) bei beHebiger Konstante 

£C~»00 # - » 0 0 

a unendlich groß ist. Es ist sogleich offenbar, daß man bei der Kenntnis der 
Konstante a die Voraussetzung (10) oder (11) durch eine allgemeinere ersetzen 
kann. Besonders einfach ist der Fall, wenn a = 0 ist. 

Zur Betrachtung wird uns wieder der Zusammenhang zwischen den Diffe­
rentialgleichungen (1) und (6) zum Nutzen. 

CO 

/

äx 
p(x) 

dann gibt es mindestens eine Lösung von (1), die in J unbeschränkt ist. 

Beweis. Weil die Differentialgleichung (1) nichtoszülatorisch ist, so gilt 
00 CO 

wegen (8) J _ * _ . = / ^ ) M ( * + m ] < » . Wäre jede Lösung von (1) 
x 0 '• xB 

beschränkt in J, zum Beispiel y\{t) g. M, i = 1, 2, so müßte 



CO CO 

r dt 1 r dt . , _ 
J P(t)[yl(t) + y\m >2jMW)~Q° sem ' was wegen der V o r a u s s e t e n u s 

Ä » aj0 

unmöglich ist.9) 
00 00 

/

C dx 
q(x) dx < oo, I -y-r == oo. Ist die Differentialgleichung 

(1) nichtoszillatorisch und bedeutet y(x) eine unbeschränkte Lösung von (1), eföe 
in J keine Nullstelle hat, so strebt die Funktion 

mit wachsendem x gegen Null. 

Beweis. Die Funktion u(x) genügt der Riccatischen Differentialgleichung 
u2 

u' >j— _L. q(x) = 0. Hieraus ergibt sich durch Integration zwischen den 
p(x) 

Grenzen x0 und x x x 

u(x) + f ^ d i ^ u(x0) - jq(t) dt, (33) 
%o £»o s 

C uHt) 
so daß der Grenzwert der linken Seite für x -> oo vorhanden ist. Weil I —TT? dt 

p(t) 

eine wachsende Funktion ist, gilt entweder lim u(x) = c oder lim u(x) = -— oo. 
x—»oo aj—>oo 

Es kann aber nicht u(x) < 0 sein, denn es müßte wegen (32) y'(x) < 0 gelten, 
was der Voraussetzung widerspricht, daß y(x) von oben unbeschränkt ist. 

00 

Wäre c > 0, so würde die linke Seite von (33) gegen oo streben, also fq(t) dt = 

= — oo im Widerspruch zu der Voraussetzung sein. Es gilt also Hm u(x) = 0. 
£B—>00 

Satz 8. Gibt es eine Funktion f(x) e C2, f(x) > 0 in J derart, daß 
00 

— co < fQ(x) dx < oo, 
So 

lg-* x <; P(x) ^ lg x, ' (34) 
00 « 0 0 

fexp {- 4 fj— fQ(s) ds dt\ dx < oo (35) 
-C0 X0 t 

gilt, dann ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch. 
9) Aus dem Beweis folgt: Ist für jede Punktmenge M €J, m(M) < oo, das Integral 

/
cLx 

~—- divergent, dann gibt es mindestens eine Lösung von (1), so daß lim apr sup y(x) = 
P(X) aj->co 

J-M 
= oo. Besonders: Ist (26) nichtoszillatorisch, dann gibt es mindestens eine Lösung y(%) von 
(26) so, daß lim apr sup y(x) = co. 

£«—»00 
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Beweis. Die Differentialgleichung (1) sei nichtöszillatorisch. Dann ist auch 
die Differentialgleichung (6) nichtöszillatorisch. Bezeichnen wir z(x) eine 
unbeschränkte Lösung von (6), die in J keine Nullstelle hat und setzen u = 

z' u* = P(x) —. Di£ Funktion u(x) genügt der Differentialgleichung u' + pj~r + 
Z F\X) 

CO 

/

dx 
—-- = oo; durch Integration 
F(x) 

x0 

der vorangehenden Differentialgleichung über (x, oo) ergibt sich nach Hilfsatz 
0 0 00 CG 

2: u(x) = f ^ dt + f Q(t) dt. Bezeichnen U(x) = f ^ dt und V(x) = 
X 

Ңx) = / Q(t) dt, so ist U'(x) + -^-r [U(x) + V(x)f = 0 und hieraus U'(x) £ 
X X 

— ~ Pik u^x) v^f so daß ° - u^ - ^exp i 4 / W) dt\güt'wobei 

ac0 

C = I -^- i d£. Daraus ergibt sich durch Integration / U(t) dt <g (7 I exp . 

tf CO 

• f —4 / -^i-~ dsf dt. Es gilt also wegen (35) / U(x) dx < oo, was mit der 
xa x9 

oo 

/

uHx) 
x —~~~1 dx = D2 < oo äquivalent ist, wie man sich leicht 

"(x) 
x0 

durch partielle Integration überzeugen kann. Wählen wir x0 derart, daß 
1/2 

D ^ L ist. Aus der Schwarzsehen Ungleichung und aus (34) folgt 
u 

f _w d* „ ngw. * d, <A/ rW)d, r d* ] / r I^er J mi/tvm -\J~rndtJ-m~DVJ 
sc ac 

«o ar0 

so daß * ) S | > 1 S - endlich / j ^ S j ^ / f f j = 
0 »0 «9 

X 
-== ° pg lg t]g -> oo, Das ist aber unmogheh, denn es kann nicht für 

z (xQ) • 

t 

шm 



alle Lösungen der Differentialgleichung (6) im nichtoszillatorischen Fall 
00 

fpwm = ° ° g e l t e n * 
x0 

In der Tat, bezeichnet z(x) eine Lösung der Differentialgleichung (6), die 
für x < XQ keine Nullstelle hat, sagen wir z(x) > 0, so liefert Z(x) = z(x). 

# J eine auf z(a?) unabhängige Lösung von (6). Nun ist notwendig 

Жo 

/

rlf 
p.,. < oo ; in der Tat, die Wronskische Determinante ist Z(x) z'(x) — 

r(t) z*(t) 
x° 

- Z'M *(*) = -p^y a l s o | j | | ] = ~P(x)Z*(x) u n d d u r c h ^Z™*™ 
x oo 

W) = K o n s t - fpmW) •Wäre / pmzut) = °°' so "**>*die linke 

Seite gegen — oo streben, was unmöglich ist wegen z(x) > 0, Z(x) > 0 für 
x e J. Damit ist der Satz bewiesen. 

Für p(x) == 1, f(x) = 1 hat diesen Satz P. Hartman [10] bewiesen. A. Wintner 
00 » 0 0 

[40] hatte ihn unter der Voraussetzung Jexp {—2ffq(t) dtds} dx < oo be-

wiesen. 
In diese Gruppe von Bedingungen, die zur Oszillation der Lösungen von 

(1) hinreichen, gehört auch die von B. A. KoH^paTLeB [19], die ein Sonderfall 
von folgendem Satz ist. 

00 

/

dx 
----- == oo. Gibt es eine Funktion g(x) e C1, g(x) > 0 für x e J, 
p(x) 

so daß 

f[q(x) g\z) - p(x) g'*(z)] dx ^ M > - oo , (36) 

oo oo 

0-(X) A I. • 
da; = oo , wobei p(x) gr2(x) 

G¥) = ${9'\t) p(t) - 9%t) q(t)} ät + C- p(x) g'(x) g(x), 

G+ = max (0, G), GL = min (0, G), dann ist die Differentialgleichung (1) 
oszillatorisch. 

359 



Beweis. Nehmen wir an, daß die Differentialgleichung (1) nichtoszillato-
risch ist. Man kann sich ähnlich, wie im Beweise des Hauptsatzes überzeugen, 

v'(x) 
daß wieder die Gleichung (9) gilt. Wäre für jede Funktion u(x) = p(x) ~-~. 

y(x) 
wobei y(x) eine Lösung von (1) ist, y(x) > 0, lim sup y(x) = oo, das Integral 

oo x—»co 

f \ gj*L?ffl 1 / F W / ( 0 ] 2 &t divergent, so müßte wegen (36) und (9) 

u(x) < 0 sein, also y'(x) < 0, was unmöglich ist. Es gibt also u(x) so, daß die 
Funktion 

]fp(t) 

in J beschränkt ist. Nach (9) ist 

'0>-/[s?jf-wИ* 

wobei 

JW-/{ш»Þ+вw-'™ľ*-

ò = đ - / [ ж - ^ H 8 d ж ist-
X 

f G\{ 

J 92(t)í 
Es sei b > 0. Dann ist J(x) > \ " Í ^ ' dř -» oo, bei 6 < 0 

-J 9'( 
C2 l ^ 

J(x) >̂ | - ~- . d£ -> oo. Das ist aber unmöglich, weil J(.r) in J beschränkt 
" W W) 

ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Durch die Wahl g(x) == xiot folgt aus diesem Satz eine hinreichende Bedin­
gung von B. A. KoEßpaTBeB [19]: 

«tf 00 

/
f Q2 (%) q(x) x* äx ^ M > — oo, I +^ tib = oo, 

00 « 

I iz±J da; = oo, wobei <?(#) = —- I g(.r) #a dx -f — — - I a?"-1, rfa^/i 

is£ die Differentialgleichung (26) oszillatorisch* 

360 



II 

In dem "letzten Absatz zeigen wir noch, wie man zur Herleitung der zur 
Oszillation der Lösungen von (1) hinreichenden Bedingungen die Umformung 
in die Polarkoordinaten benutzen kann. Zum erstenmal findet man diese 
Umformung bei H. PRÜFER, [32]. 

Wegen der Einfachheit werden wir in diesem Absatz die hinreichenden 
Bedingungen für die Differentialgleichung (6) formulieren. Aus der Bemer­
kung auf Seite 338 folgt unmittelbar, wie man aus ihnen leicht die Sätze 
ableiten kann, welche die Differentialgleichung (1) betreffen. 

Ersetzen wir die Differentialgleichung (6) durch das System 

P(x) z' = u, u' = — Q(x) z . (37) 

Durch z = o cos 9?, u = Q[V sin <p -f w cos <p~\ geht (37) in das System 

v2 l2vw \ I w2 \ 
V(p' _L_ gin2 y _|_ l__^ _|_ v'\ s J n (p c o g y _]_ 1^ ' _|_ _L_ Q\ c o g 2 ^ _-: 0 , (38) 

11 VW 1 / w2 v2\ . vw I 
vQr + Q\ l~~p~ + v) ^n2 9 + \w' + -p + Q -— -p) sin <p cos (p p cos2 <p = 0 

über. 

Ist v(x) #- 0 für a; € J, so kann man die Differentialgleichung (38) auf 

*[• ^lPv'__ \ T^.[p /,_.M* 
<p = - -p | a n 9p + | — + wj cos ?J + [— \v + -p-J ~ 

-^ (w '+^+eJ jcoB-?» (39) 

bringen. 

o _ _ / v x r / x , l P(%)v'(x)~\ n n l x 

Setzt man \p(x) = arc tg w(x) + - — 1 ^ _ ^ _ _ 1 __ < ^ < g 0 g ^ t 

die Differentialgleichung (39) in 

'̂ = -[F + £f'+^)2] s ia2^+^ + 
+ [ S (v' + TT,'- ̂  (w' + 7 + Q)] cos2 * über' (40> 

Bezeichnen wir die rechte Seite.von (40) <5(#, <p) und nehmen wir 

P / 2vwY I ™% \ 
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an. Dann ist ö(x, cp) g 0, so daß der Grenzwert lim <p(x) = m (es kann m = 
a5->oo 

= —- oo sein) für jede Lösung <p(x) von (40) vorhanden ist. Folglieh gilt 
ö(x, <p) = ö(x, <p + niz), n = 1. 2. .. . und es genügt, die Differentialgleichung 
(40) nur im Intervall —- \n ^ <p < \n, x0 < x < oo zu betrachten. Gleich­
zeitig sieht man, daß entweder m == — oo für jede Lösung cp von (40) ist, 
oder es gibt mindestens eine Lösung <p(x) derart, daß — \jt ^ lim <p(x) < \n 

gilt. Hieraus ergeben sich unmittelbar folgende Sätze: 

a) Die Differentialgleichung (6) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn 
^s mindestens eine Lösung <p(x) der Differentialgleichung (40) gibt, für welche 
m = — oo gilt. 

b) Die Differentialgleichung (6) ist dann und nur dann oszillatorisch, wenn 
•es keine Lösung <p(x) der Differentialgleichung (40) gibt, für welche \TZ = m < 
< irc gut. 

Satz 10. Gibt es zwei Funktionen v(x), w(x) e G1, v(x) > 0 für x eJ derart, 
daß (40) und 

I v(x) A # . , P(X)V(X) . . . . 

gilt, so ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 

Beweis. Es sei <p(x) eine beliebige Lösung der Differentialgleichung (39). 
Ist 99(00) = — oo, so ist (6) oszülatorisch. Es sei also <p(co) = m(+ — co). 
Dann gibt es cp(x) derart, daß -— \n ^ <p(co) < \jt. Ist cos cp(co) 4= 0, so ist 
wegen (42) und (39) ^(00) = — oo. Ist cos <p(oo) = 0, so ist sin <p(co) = -— 1 
und wegen (39) ist wieder <p(co) = — oo. Die Differentialgleichung (6) ist 
also oszillatorisch. 

Bemerkung . Die Bedingungen (42) kann man ersichtlich durch 

T •" * *>(*) ^ A r [ / v , P(x)v'(x)l 
lim apr mf p—~ > 0, hm apr w(x) -j > = — oo ersetzen. 
#—>oo -T\X) X-*CQ L *V\Z) J 

Satz 11. Gibt es zwei Funktionen v(x) und w(x) mit stetigen Ableitungen, 
v(x) > 0 derart, daß 

,. . Av(x) . P(x) \ . . , 2v(x)w(x)Yl 7 A 

gilt und 

Җ*)*Щ 
ix) J 

lim apr I w(x) ^ I nicht vorhanden ist, (44) 
a*-H» - L ÄV[X 

dann ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 
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In der Tat gebe es cp(x) derart, daß lim <p(x) = m gilt. Nach (44) ist lim apr . 
X—>00 X—5-00 

- y(#) nicht vorhanden, so daß bei passender Konstante G die Ungleichung 
sin2 (99 + y) 2> G > 0 auf irgendeiner Menge Jf-, e J, m(Jfx) = 00 gilt. Wegen 

v P I 2vw\% 

(43) ist -=5- -f j - p ' H—p-J > Z auf einer Menge M2, die von der Form 
J — .N, m(N) < 00 ist. Es gilt also <p' > — K% bei passender Konstante JK 
auf der Punktmenge M2 n -Mi, m(üf 2 n Jf x) = 00, was unmöglich ist, denn es 
gilt lim <p(x) = m. 

X—ä-00 

Die Bedingung (41) kann man dadurch befriedigen, daß man v(x) === 1, 
X 

w(x) == — jQ(t)dt ersetzt. Die Differentialgleichung (39) liefert 
fco 

^ = "~ Tfö [sin v "" J Q(t) dt cos ^J 10) (45) 

und die Differentialgleichung (40) 

9'= "" ?b f1 + {fQ(t) d7 ]sin2 ̂  + v)' (46) 

x0 
X 

wobei rp = tp(x) = arc tg (— jQ(t) dt) ist. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die in Satz 3 enthaltene hinreichende Be­
dingung mit allen Folgerungen, wie gezeigt worden ist. 

X 

Folgerung . Ist lim apr inf -=5-—- > 0 und Mm apr 1 Q(t) dt = 00, oder 
x—i-00 x (SC) x—s-00 « / 

nicA^ vorhanden, dann ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 

Aus der in der Einleitung angeführten Bemerkung über den Zusammenhang 
zwischen den Grenzwerten und approximativen Grenzwerten folgt unmittelbar: 

X 

Wenn lim I Q(t) dt nicht vorhanden ist, lim apr inf -—-r > 0 gilt und die 
«—>co J <B-»CO I:(X) 

X 

Funktion F(x) = fQ(t) dt irgendeine der Bedingungen A, B, C oder D erfüllt (es 

handelt sich um die in der Einleitung angeführten Bedingungen), so ist die Diffe­
rentialgleichung (6) oszillatorisch. 

Mit diesen Untersuchungen beschäftigten sich für p(x) = 1 die Verfasser 
C. Olech, Z. Opial, T. Wazewski [29]. 

10) Die Umformung der Differentialgleichung (1) für p(x) == 1 in (45) findet man schon 
in der Abhandlung [37] von H. M. COÖOJI. 
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Den angeführten Satz mit der Bedingung C hat P. B. IleTponaBJiOBCKaH [30] 
bewiesen mit der Folgerung: 

Ist 

q(x) ^ M > — oo (47) 

q(x) == Konst und fq(t) dt eine fastperiodische Funktion, dann ist die Differen-

tialgleichung (1) Oszillatorisch. 
Die Gültigkeit dieser Behauptung hat H. M. COÖOJI [37] ohne der Voraus­

setzung (47) bewiesen. 
Für den Fall p(x) 4= Konst. hat M. Zlamal [42] bewiesen: 

/
—— = oo, p(x) q(x) Ş> M > — oo, lim sup I 
P\X) a;--»oo J 

Es sei \ ~j~^ = oo, p(x) q(x) 2>. M > — oo, lim sup \ q(t) dt = oo. Dann 
xQ 

ist die Differentialgleichung (1) oszillatorisch. 

R. Moore [26]: Es sei 
p(x) q(x) <£ M < oo . (48) 

X 00 

/

r dx 
q(t) dt = oo hinreichend und I -7--- = 

J P(«) 
Dann ist die Bedingung lim sup I g(£) dt = oo hinreichend und I ----- == 00 

a—>oo J J "* 
ac0 35«, 

notwendig dafür, daß die Differentialgleichung (1) oszillatorisch ist. 

Satz 12. Es sei 

lim apr inf I Q(t) dt = i 0 , Hm apr inf - ^ - > 0 
đî—>oo »/ æ—>oo *̂ 

1 
P~) 

(49) 

/-4" l> ~ /ö(t) - L - = ° ° ' 
da?m ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 

Beweis. Es gebe eine Lösung der Differentialgleichung (46) derart, daß 
<p(oo) = m c <— £-;, 4:rc) gilt. Setzt man arc tg l0 = m0 = lim apr inf [—y>(x)], 

sc—>oo 

so ist für m e <— |:/T, m0) wegen (46) <p(x) -> — oo, so daß die Voraussetzung 
falsch ist. 

Für m e <m0, \TI) ergibt sich durch Integration von (45) 

X t 

(p(x) = <p(xQ) — J --— sin 9̂  — / Q(s) ds cos <p \di = 
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< 

X t 

9>(*o) ~ J ^yjjr I tg V — / Q(s) ds\ dt á 

X t 

<p(x0) - KJ~ [tg m + o(l) -JQ(S) ds\ dt, 
X0 Xt> 

wobei K eine passende positive Konstante, o(l) > 0 ist. 

Der letztere Ausdruck ist aber von oben durch <p(xQ) —- K I —---I tg m — 
t x0 

— i Q(s) d8 d£ -> -— oo beschränkt, so daß q>(x) -> —- oo für x -» oo gilt. 

Die Differentialgleichung (6) ist also oszillatorisch, was zu beweisen war. 

Bemerkung. Die Voraussetzungen (49) sind gewiß erfüllt, wenn liminf. 
x a?->co 

. ^ > 0 , liminf \Q(t)dt = l*, 
±{X) ic—>oo J 

«o 
oo x 

Diese Ergebnisse sind für den Fall f(x) = 1, p(x) = 1 in der Abhandlung 
{29] eingeführt worden. 

P(x) v'(x) 
Wählt man in der Differentialgleichung (38) w(x) = J, x , so kann 

' 2v(#) 
man sie in der Form 

sm2 9? r T $(#) + p ^ l \' : \ — 4 0 , , f cos2 p . 
v(a;) |_ P(x) [ 2v(x) J [ 2i?(x) J J r 

1 foM l -»""(*) ÍP<fi)t>'(x)V\ . 
( í > r J t " 4»-(.-) I 2»(*) JJ 

oder 

^ ' = - « ( i 

schreiben. .; 

Hieraus ergibt sich leicht 

Satz 13. Gibt es eine Funktion v(x) € C2, v(x) > 0 für x e J derart, daß 

«(*) _ 1 T-°(s) *'-(») _ \P(X)V'(X)\ ,1 
P(s») »(*) [ 4v*(x) \ 2v(x) J ~*~ V W J = '. 
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Ssup J iw L M*) " \~~WÍ + Qi)\dt 00 ist , 

<fcm% is£ die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 

Für t?(a?) = Konst, /(#) -== 1 liefert der Satz 13 den ersten Teil der Behaup­
tung (48). 

Wählen wir in der Differentialgleichung (38) w(cc) == 0, so erhalten wir; 

v(x) v'(x) 9 v V"/ ' Q(%) 

sin2 <p — -^~- sm cp cos <p — ~+ cos2 <p * P(x)~~ T v(x) ' T V(X) 
folglich 

95 = - W(xj - -2vM + LäP̂LÖ ~ 2^)J « » ^ - 2^) *m2(p> 
und schließlich 

+ 
»'(*) 
v(x) ^ = [P(x) ̂  v(j-)l ^ I P(x) »(*) I 

Hieraus folgt unmittelbar 

Satz 14. oito es eine Funktion v(x) e C1, v(x) > 0 für x e J derart, daß 
X 

JÍ Ф) ,Q(X) 
ЛSj lP(i) ' v(x) 

v(x) Q(x) v'(x) 
v(x) 

dz = oo gifö , 
\P(x) v(x) 

dann ist die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 

Für f(x) == 1 hat diesen Satz J . H. BAKRET [1] abgeleitet. 

Durch die Wahl [P(x) Q(x)]i = v(x) folgt hieraus: 
X 

IstQ(x)>0,[P(x)Q(x)y^Ound^f[^J<lt +|]g[P(.-) <2(.r)]J: 

rfanti istf die Differentialgleichung (6) oszillatorisch. 

0 0 , 
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Výtah 

KRITERIA PRO OSCILACI ŘEŠENÍ 
DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE [p(z) ý]' + q(x) y = 0 

MILOŠ RÁB, Brno 
(Došlo dne 24. září 1958) 

V práci jsou studovány oscilaění vlastnosti řešení lineární diferenciální rov­
nice 2. řádu v kanonickém tvaru 

tp{x)y'Y +q{x)y = 0, (1) 

p'(x)3 q(x) jsou spojité v intervalu J" = <(x0? oo). 

V první ěásti je ke studiu použito transformace diferenciální rovnice (1) nai 

u 
2 

Riccatiovu rovnici u' ~\—-—- + q(x) = 0. Je dokázána věta: 

tm 



Diferenciální rovnice (1) je oscilatorická právě tehdy, když existuje funkce 
g(x) e C1, g(x) > O pro x € J taková, ze 

X xt s 

í s fm exp{2/ (*>W) /t,(,) a'm ~ m g"m dl - •) *•} * - °° 
#0 «0 * 0 

2>ro každou konstantu a. 

Tato věta umožňuje podat přehled dosud známých, postačujících podmínek 
pro oscilaci řešení diferenciální rovnice (1) s výjimkou těch, v nichž se nepřed­

áš 
pokládá existence vlastní nebo nevlastní limity lim / q(ť) dt. Tomuto případu 

je věnována pozornost hlavně v druhé části článku, jejíž podkladem je práce 
autorů C. OLECH, Z. OPIAL, T. WAŽEWSKI [29] a která je zpracována metodou 
transformace diferenciální rovnice (1) do zobecněných polárních souřadnic. 
Stěžejním pojmem je pojem ,,aproximační limity" definovaný v úvodní ka­
pitole. Také v této části práce byla metoda volena tak, aby uvedené výsledky 
obsahovaly dosud známé postačující podmínky pro oscilaci řešení diferenciální 
rovnice (1) odvozené transformací do polárních souřadnic. 

K posouzení struktury a působnosti jednotlivých kriterií, jakož i k odvození 
souvislostí mezi nimi, se ukázalo v obou kapitolách namnoze výhodné, uvažo­
vat současně s diferenciální rovnicí (1) diferenciální rovnici [P(x) z']' + Q(x) z = 
= 0. P = pf2, Q = f[pf']' + qf2, která vznikne z (1) substitucí y = f(x) z, 
f e O2, / > 0 v J . 

V práci jsou zpracovány výsledky celkem 43 dosud publikovaných pojed­
nání zabývajících se touto problematikou. 

Резюме 

КРИТЕРИИ ДЛЯ КОЛЕБАНИЯ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ [р(х) у']' + ^(x) у = 0 

МИЛОШ РАБ (Ш1о8 ВаЪ), Брно 

(Поступило в редакцию 24/1Х 1 958 г.) 

В работе исследуются колебательные свойства решений линейного 
дифференциального уравнения второго порядка в каноническом виде 

[р(х) у']' + й(х) у = 0 , (!) 

р'(х), ^(x) непрерывны в интервале ^ = <#0, оо). 
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В первой части исследование производится при помощи преобразования 

дифференциального уравнения (1) в уравнение Риккати и' Н — + д(х) = 

= 0. Доказывается теорема: 

Дифференциальное уравнение (1) является колебательным тогда и только 
тогда, если существует функция д(х) € С1, д(х) > 0 для х е ^ такая, что 

0 0 

й?о 350 Я>0 

для любой постоянной а. 

Эта теорема позволяет дать сводку известных до сего времени достаточ­
ных условий для колебания решений дифференциального уравнения (1) 
за исключением тех, в которых не предполагается существование собствеи-

X 

ного или несобственного предела Ит ^^(^) дЛ. На ЭТОТ случай обращено 
аз—>со ха 

внимание главным образом во второй части статьи, которая примыкает 
к работам авторов Ц. Олех, 3. Опиал, Т. Важевский [29]; эта вторая часть 
использует метод преобразования дифференциального уравнения (1) в урав­
нение, выраженное в обобщенных полярных координатах. Основным по­
нятием является понятие ,,аппроксимационного предела", определенное 
в введении. И в этой части работы метод был выбран так, чтобы приведенные 
результаты содержали известные до сих пор достаточные условия для ко­
лебания решений дифференциального уравнения (1), выведенные при по­
мощи преобразования к полярным координатам. 

Для оценки структуры и эффективности отдельных критериев, а также 
для вывода связи между ними, оказалось в обеих главах часто выгодным 
рассматривать одновременно с дифференциальным уравнением (1) диффе­
ренциальное уравнение \Р(х) г']' + ^(x) г = О, Р = р!2, ^ = /[р/']' + ^^2

^ 

в которое переходит (1) при помощи подстановки у = 1(х) г, / е С2, / > 0 в /. 

В статье обработаны в общем результаты 43 опубликованных до сего 
времени работ, посвященных этой проблематике. 
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