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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

SLOZENA POISSONOVA ROZLOZENI

JOSEF BILY, Praha DT: 519.214.3
(Doslo dne 13. za¥{ 1958)

Je odvozeno explicitni vyjadieni pro rozloZeni soué¢tu ndhodnych
veliéin majicich Poissonovo rozloZeni, jestlize podet s¢itanych nédhod-
nych veliéin je ndhodné velidina majici Poissonovo rozloZeni, jakozto
zvldstni pFipad vétvici se ndhodové posloupnosti, v niZz podet prvka
vznikajicich z jednoho prvku uréité generace v nésledujici generaci
je ndhodnd velidina majici Poissonovo rozloZeni. Pro tento piipad
jsou odvozeny rekurentni vzorce umoZnujici vypolet rozloZeni
pravdépodobnosti poétu prvkid jednotlivych generaci. K vyjadieni
uvedenych pravdépodobnosti se uZivéd Steffensenovych polynomit
a jejich zobecnéni pro vice preménnych.

Pfedmétem tohoto é&ldnku . je niZe uvedeny zvlastni ptipad vétvicich se
stochastickych posloupnosti s jednim typem é&astic. Necht v podatku sledovani
vétvici se stochastické posloupnosti je jediny prvek, ktery nazveme prvkem
nulté generace a jenZ s pravdépodobnosti py(x,) ddvad vznik £k prvkam, jez

oznadéime jako prvky prvni generace; x, je vektor parametrd, k = 0, 1,2, ...,
" .

> pu(ovy) = 1. Kaizdy prvek prvni generace davé nezavisle na ostatnich prveich
k=0

téZe generace s pravdépodobnosti p,(x,) vznik k prvkim druhé generace, pfi
Gem?Z rozloZeni pi(w,) je téhoZ funkciondlniho tvaru jako p.(x,), aviak s obecns
ruznym parametrem, k = 0, 1, 2, ... Prdvé popsanou vétvici se posloupnost
budeme dale znadit VP1. Téazeme se, jaké je rozloZeni pravdépodobnosti
P oy, gy ooy y), b =0,1,2,...,7r=1,2, ..., %e v r-té generaci bude celkem
k prvka vzeslych z jediného prvku nulté generace, jestlize py(e;) jsou rozlozeni
Poissonova, 7 = 1, 2, ..., r. Ulohu lze formulovat jako tlohu najit rozloZeni
absolutnich pravdépodobnosti v nehomogennim Markovové fetézei, ktery
konstruujeme takto:

Casem 7, jenz nabyva hodnot 0, 1, 2, ..., rozumime pofadové &islo generace
prvki, systémem rozumime prvky uréité generace, stavem systému v dase
r rozumime podet vS8ech prvki r-té generace, které vzesly z jediného prvku
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nulté generace; systém mize byt ve stavu 0, 1, 2, .. Pravdépodobnost pfechodu
systému ze stavu 4 v ase r do stavu j v dase r 4 1 je

p§,’;-”1’ = Zpkl(“7+1) Prey(Krg1) oo Pryf(&ria) s O = k=7, 121]01 =7. (1)

Ulohou je uréit P{(cy, &, ---, &), tj. pravdépodobnost, e systém je v &ase
7 ve stavu k, jestlize P = 1 a jestlize

Y b =0,1,2,..,r=1,2 0 2
pk((xr)_ k! > =0V 4L5..,r=1,4..., [X,-> . (-‘)
Vétvici se posloupnosti lze studovat nejlépe pomoci vytvoiujicich funkei
GOAs) = 3 Puloxr) o, (3)
Iy, ctg, ooy 005 8) = > PO (o, o0, ooy 1) 85 (4)
k=0

pii éemZ s je redlnd proménnd takovd, aby fady v (3) a (4) konvergovaly; to
je zaruéeno, kdyZ 0 << s << 1. Podrobnosti viz v literatute, z niz uvadim jen
B. A. Sevastsaxova [1], M. S. BartreETTA [2] 2 L. TRURSU [3], obsahujici
prehled teorie vétvicich se procest. I za predpokladu, Ze rozloZeni p,(x;) jsou
stejnd ve v8ech generacich, ktery se dini v teorii vétvicich se procesii, nelze
obecnd obdrzet explicitni vyjadieni pro P{’. Studuji se ptipady se specidlnim
tvarem vytvofujici funkce G(s), kdy G(s) je kvadraticky trojélen, linedrnf
lomen4 funkce, hledd se P{’, momenty rozloZeni P{’, asymptotické rozloZeni
P{. Viz o tom T. E. Harris [4] a M. S. BARTLETT [2], str. 41 a 43.

Z vyjadfeni pro p{y’*" je zfejmé, %e podstatné vic lze obdrZet pro
PO (xy, o, -, &), jestlize py(x,), 7 = 1, 2, ..., jsou rozloZeni, kter4 se konvoluci

reprodukuji; t. j. soudet ndhodnych velidin, z nichz kazdd ma totéz rozloZeni,
m$ rozlozeni téhoZ funkciondlnfho tvaru, ale s jingmi parametry. Poissonovo
rozloZeni je rozloZzeni toho druhu. Pro né obdrzeli vysledky R. A. FisHER,
J. B. S. HALDANE (o0 nich viz [2], str. 42 a 43). '

Cilem této prace je za predpokladu, Ze p,(x;) jsou rozloZeni Poissonova, od-
vodit metody vypodtu pro P{(x,, &, ..., «,). Studium uvedeného rozloZeni
mé vyznam nejen z hlediska aplikaei v biologii a demografii, jez byly pie-
vainé studovany, nybrz i z hlediska aplikaci fysikalnich, kdykoli jde o Fetéz
jevil, z nichz kazdy vyvolava nahodily podet daliich jevi, 1ze-li pFedpokladat
Poissonovo rozlozeni pro poéet dalsich jevt vzchizejicich z jevu predchozi
rady.

K feSeni tlohy odvodime tyto véty.

Véta 1. Pro vytvorujict funkce absolutnich pravdépodobnostt VP 1 plati
H(r+1)<oc1: Koy «v ey DC,-_H_; 8) = H(r)[(xl; Koy oo ey X G(r+1)(s)] ’ (5)

H(H-l)("‘l: gy veey Opyy; 8) = GOUIM 0y, g, -y Kpigs )] - (6)
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Dukaz. Ze zdkladniho transitniho vztahu pro absolutni pravdépodobnosti

0

P;cr-l-l)(ocla O‘Za ey 0‘7‘+1) = Z 'Pglr)(‘xh 0‘2: L) 0‘?‘) p‘gi?r.’-l) (7)

=1
plyne po dosazeni z (1) ,vynésobeni s* a seéteni podle %
<] 0
1 1
kz -chr+ )(‘xl, Koy ooy Kpt s) sk = P%T)(“la Koy oees 0‘7‘) +£z PS:T)(“I’ Koy ooy “r)(G2;)+ ))‘ H
=0 ' = 1

coZ je (5). Abychom obdrZeli (6), vyjdeme ze zédkladniho transitniho vztahu pro
absolutni pravdépodobnosti ve tvaru

=]
P Do, g, veey 0pg) = 2 PP(ory) piTHY (7
T=1
a uvézime, ze P{(x,) = p;(x,) a dile, Ze
2!

ey N v :
ot = z AEANA (P (0tgy 0gy -y 0pty)) o (PP (0 Ky onny Opty)™ o

o (PP (oxg, oty ey 0pn))
pii éemZ se sedita pies g, %1 %y, .., %, tak, aby bylo
bo by + et =10, 4 + 2% +... +0i,=k.
Vynésobime-li (7') po dosazeni ¢lenem s* a sedteme-li podle %, obdrZime

o« (=] o]
> PU (0, gy e s Opin) 85 = > py(06a)( D Pk, g, vy 0rig) 8F)F
#=o =0

i=0
coz je jiz (6).

Disledek 1. Je-li o; = &, ¢ = 1,2, ...,7 (coZ je pkipad zpravidla studo-
vany), je pro I («y, oy, « -5 %5 8) = II(")(s)

TIC(s) = IT(G(s)) = G(IT,(3)) - (8)
Disledek 2. Jestlize pr(x,) ma tvar (2), je
H('+1>(oc1, Koy +eny Ky 8) — eocl[ﬂ(r)(a,,oc,,...,a,+,;a)—1] (9)

X dukazu dusledku 2 stadi si v8imnout, Ze pro Poissonovo rozloZeni
o parametru « je G(s) = €**™,

Pro rekurentni vypodet hodnot P{(x,, s, ..., x,) miZe slouZit

Véta 2. Jestlite p,(x,) md tvar (2), platt pro absolutnt pravdépodobnosti VP 1

rekurentnt vztah
(ry1) —
P""+ (061, Koy ooy ‘xr'*‘l) -
n

(r) __,__.._Di;i .........
= exp [— oy(1 — PPy, oy, -y )] Z Z UANE AR

p=1l v
. (P:(lr)(“Z: LR} 'xr-l"l))v1 (P‘zr)(zxz, R 0"1“"1))11a .. (Pg)("‘z, SR 0‘7""1))% > T = 17 27 e
4 k k (10)
PFi Sem¥ se sefitd pres vy, Ve -+, vy tak, aby > v, = p, > w; = n.
i=1 i=1
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Ditkaz. Hledanou pravdépodobnost obdrZime, jestliZe derivujeme (9) n-krat,
délime 7! a polozime s = 0. Jde o n-tou derivaci sloZené funkce. UZijeme-li
vzorce Faa de Brunova (viz E. GoursaT, [5], str. 80), obdrzime ihned (10).

Diasledek 3. Plati
P oy, gy eny 00p) = E(oty, otg ..., &) 5 (11)
pti Semi B (x,) = e, By, ..., o) = e Eepsn o]
Priklad. Vzorce (10) pouzijeme k vypottu PP(x,, x,). Zavedeme-li

Bs = x,e” %2, obdriime

P(2)( ) B ) oy Z z B3 n!

0y, o) = H(oy, y) =1 - = 5

7 A\ T2 L2yl o e vl wal o el (WD(20)ve Ll (R!)%
k k.

¢ili
“n
P oy, 00) = Blovy, o00) 5.8, (By) (12)
pii demZ dosazenim obdrzime

So(ﬂs) =1, 81(Bs) = Ba s Sz(ﬁz) =B, + ﬂg )
Sa(Bs) = o + 363 + B2 Su(Ba) = Ba + T3 + 663 + B4 .

Vyhodné&jsi metodu vypodtu Si(f:) dostaneme, viimneme-li si, ze Sy(B,) jsou
polynomy Steffensenovy G,(¢, ©) pro{ = — B,, ® = 0. Steffensen v [6] zavedl
polynomy G,({, ), n-tého stupné v { = ¢* a s parametrem @ timto vztahem:
Pm(z) = G,(e7, O) D(z), (13)
pii demzZ :
Olz) = o= (%)
a PM(2) je n-t4 derivace funkee D podle z. V citovaném dile uvedl tyto vlast-
nosti polynomiu @,(¢, ©):

Gosa(C, ©) = LDGAE, 0) + (0 — 1) Gu(t, 6) (14)
6.2, 0) = 2(— 1S pon, (15)
DyG,(L, 0) = Ga(t, ) — G2, 0 + 1), (16)
Gria(l, 0) = OG.(,0) — LG, 6 + 1), (17)
|G.(L, 0)] = (ICI +16] + 25 1)". (18)
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V uvedenych vzorcich, je# se snadno odvodi pifmo z definice, znadi D, deri-
vaci podle {. Zavedeme

Z (15) plyne
S, = > 2 wor, (20)

pii gem# AsOn, tzv. ,diference mocnin nuly“, jsou obséhle tabeloviny; viz
napt. 8. MigeLADZE [7], J. F. STEFFENSEN [8] aj.
Z (14) plyne uZiteény vzorec

Sn+1(ﬂ2) = ﬂz(Sn(ﬂz) + Sa’m(ﬂz)) (21)

(84rka znadéi derivaci podle 8,). S,(z) budeme nazyvat zékladni Steffensenovy
polynomy. Plat{

Véta 3. Steffenseniv polynom parametru @ mo#no vyjddfit pomoct Steffense-
novijch polynomi parametru 0 timto vztahem

n

6t 6) = > (1) 06,40, ). (22)

k=0

Dikaz. Z definice Steffensenovych polynomu plyne, Ze

eOt-i(ei-1) — Z Gu(¢, 0) % (29)
N=0 ’

¢ili

©

(>: %Tt) (i (GalC, 0) %) = i Gult, 0) o -

k=0 N0
Srovnénim koeficientl u stejnych mocnin ¢ na obou stranéch posledni rovnice
obdrzime (22). Dosadime-li do (17) ® = 0 a pouZijeme-li pak (22) pro @ = 1,
obdrzime, klademe-li
" {=— /32 »
Sunlf) = £ 3 (1) Sunp), m=0 2 SB) =1, @)
. k=0

Vzorec (24) umotiiuje snadny rekurentni vypodet, Sinfef tabelaci polynomi
téméi zbyteénou.

Ze polynomy S,(8,), zavedené v (12), jsou toto¥né s polynomy zavedenymi
v (19) s tymZ oznalenim, dokiZeme takto:

Z (9) plyne

n—(z)((xl- %o} 8) — eu;(,“x(s—l)_l) — e“"‘(l"“_"")e‘”l(“""s—l) — E'(ocl, th) eﬂ:(ta"—l) )
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Qdtud

i

1 (A IT®)(xy, x5 8) & e
P® {0ty o0y) = ;LT(”‘**ES—— ) = Blo 29 o (d—t" : 1))t=°=
= B(x,, “2) | 8.(B2) 5

pii bom? S, (6y) je Go(¢, ) z (23) pro { = — f,, O = 0, co je (19).
Zajimavé vyjadieni obdrzime pro kumulanty rozloZeni PP (x,, x,). Kumu-
lantovéa vytvoiujicf funkee tohoto rozloZeni je

E®(0) = ") — s, (25)

takze
1D = 2;,8,(wxy) ' (26)
pii demzZ S,(x,) je v-ty zédkladni Steffensentiv polynom argumentu «,. Proto
p— (27)
P = 0q00y - otx5  atd. (28)

Tyto vysledky pro prvni dva momenty plynou téZz z vyrazi pro momenty
sou¢tu mahodnych velidin, je-li pobet séitanch ndhodnéd veli¢ina; viz napf.
A. N. Kormocorov-J. V. PROCHOROV, [9]: .

Pro » > 2 je moZno k vypostu Py, &, - .., &,) zavést polynomy nékolika
proménnych — bylo by moZno nazvat je Steffensenovy polynomy né&kolika
proménnych — postupem, ktery bude niZe uveden pro r = 3. Z (10) plyne

P
P;?)(ocls X, 0‘3) = E(o‘la Ko, “3) z z m .
p=1 w»
- (PP(oxg, o0g) ) (P ‘2’(062, og)) - (P i (0, o) (29)

pfi CemzZ se seitd pies »; tak, aby Evz =P, Zw = n. Dosadime-li do (29)

=1

podle (12)
Pftz)((xzs 0‘3) E(“Z’ 0‘3 S (/33) B

pti éemzZ B, = x,e”*, obdrZime

.Pf,i”(fxl: X295 “3) = (X], 42D 0"8 z Z 11 v (2'),, (L' . ¥3 .
(S (SalBe)> (SulB))

! v, V!

; (30)

pii demiZ y, = o, B(os, &y). Zavedeme-li S.(Bs, ¥s) pro soudet &lend na pravé
stran& za soudtovym znamenim, miZeme psit

P®(oty, g, xg) = B0y, 0a 0‘3) ] S(Bs, Ys) - (31)
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Uvedme nékolik prvnich polynomt pravé zavedenych

81(Bs, Ys) = Y3Bs s SaBs vs) = ys(fs + /33) + Vgﬂg >
S;(Bs, Ys) = ?3(/33 + 3/3§ + ﬂg) + 37’;33(/93 + ﬂg) + /Sg'}’g .

Steffensenovy polynomy dvou proménnych moZno definovat pomoci vytvo-
fujicf funkce
ey(ew(et-l) -1)

tak, Ze n-ty polynom 8§,(z,y) je koeficient u i* v rozvoji vytvotujici funkce
podle ¢. Studium vlastnosti téchto polynomii a obdobné definovanych polynomii
vice proménnych by mohlo pfinést vhodnéjsi vzorce pro jejich vypodet.
Odvozeni snadnych rekurentnich vzoreh pro momenty rozloZeni
PO (oxq, g, - -y ), plati-li (2), ponechavam &tend¥i. Poznamendvam toliko, %e
je Bk, = xy0¢5 ... &,
Uvedu nékolik otézek souvisicich s dlohou:
Plati-li (2) ajeli oy =0a,4=1,2,...,7, a jeli 0 < < 1, je lin P’ = 1;
T—>00

jeli & > 1, existuje kladnd lim P§’ (jde o tzv. pravdépodobnost vymient

potomkit jednoho prvku). Viz M. S. BARTLETT [2], str. 42, A. J. LoTrA [10],
str. 123 a daldi. Jsou-li «; obecné navzdjem riznd, ziejmé existuje kladnd
lim Py (ocq, oy, ...y x,) = lim B(oq, &g, ..., ,) < 1, je-li jen konedny podet

prvki v {&;} mensi ne% jedna.

Dilezité je otazka, jaky tvar md asymptotické rozloZeni ndhodné velidiny
krf(ogexg ... 00,) = z,, p¥i demZ k, je ndhodnd veli6ina majici rozloZeni
P oy, otg, - -0y 00,), Plati-li opét (2). Je-li oo, = x> 1,5=1,2, ... a oznadi-
me-li @,(t) charakteristickou funkei ndhodné velidiny z,, plati rekurentni
vztah

0, = 17671,

Pro charakteristickou funkei asymptotického rozlozeni pak plati funkciondlni
rovnice

¢
D(t) = exp o [CD (;) — ].] . (32)
Vlastnosti charakteristické funkce asymptotického rozloZeni odvodil T. 1.
Harris [4], jenz podal YeSent i pro specidlni tvar G(s).
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Peswome

COCTABHBIE PACIIPEIEJEHHUSA IIYACCOHA

VO3E® BUJILI, (Josef Bily) Ipara
(ITocrynuno B pepaxnuio 13/IX 1958 r.)

B craTee mcemenyerca ocoOBl ¢ciyuall BeTBAIMEXCA CTOXACTHYSCKHUX IOCIHE-
JOBaTEeJIHLHOCTeH, B KOTOPOM BEPOATHOCTH TOTO, YTO OJWH 3JEMEHT 7-I'O HOKO-
JIGHU S IIOPOIKIAeT He3aBHCHMO OT OCTAIBHEIX 37IeMeHTOB k 51eMeHTOB (7 + 1)-ro
1IOKOJIeHUs, HaHA pacupenenermeM Ilyaccoma (2) m 4ro HymeBoe mOKOIeHme
COCTOHMT M3 OJHOrO d7eMeHTa. IIpw aTUX yCIOBUAX I NPOU3BOAAME (yHKIUE
(4) BeposarHocrell P{)(xy, &y, ..., &,) TOTO, UTO 7-¢ NOKOJIEHHE COCTOMT M3 k ie-
MEHTOB, MMEeT MecT0 COOTHOmeHue (9), ¥ OTCIofA I YKAa3aHHEIX BepOATHOCTEH
BeITekaeT coorsomenue (10). Peaynbrarsl (5) u (6) oTHOCATCA K ciIy9amo, KOrga
BOPOATHOCTH TOrO, YTO ORUH HIEMEHT r-I0 MOKOJIEHWA MOPOKIAAET & 2IeMEHTOB
(r 4+ 1)-ro mnowomieHua, mmeer oO0mmiA BuL. ns r = 2 MOMKHO BBYHCIUTEH
PP(ex,, o) npw momomu mosmHOMOB S,(B,), 9To maer cooTHomemme (12), mpm-
ueMm H(o¢q, o,) uMeer snavenme (11); 9TH TNOIXHOMEI ABIAIOTCA JACTHEIM CIIyIaeM
nonHOMOB, BBegeHHbX k. @. Creddencenom B pabore [6]; w3 aTOM paGoTsl
B3ATHI IIPOM3BOAANIKe YHKIUY YKAa3aHHEEX IOIMHOMOB (13), a TakKe COOTHO-
menust (14)—(18). dna mux BHBOAWTCA HalibHefmee cooTHOmeHme (22), Ko-
Topoe misa S,(f;) npmammaer supg (24). Ilepsrix gBa MoMeHTa pacmpenencEHA
peposarHOCcTel PP(x;, ,), BHTEKAOMEE TakKe ®3 PAGOTH 9, HPHBOAATCS
B (27) ;m (28). B (31) mpepmaraerca soramcierme PP(x,, oy, ;) Tpu moMommu
noyuaoMOB Creddencerna 1ByX mepeMeHHEIX.

B crarbe obpamaercs sHuMaume Ha paboTHl, KOTOPHE BHIIOJNHEIMW, B 9acT-
nocru, B. A. CeBacroamos u T. 9. Tappuc B Teopmm BeTBAMUXCSA CIY-
YalHBIX IIOCJIEJOBATEILHOCTEH, PABHO KaK ¥ HA IPUMEHEHHs 9TUX HOCIe0Ba-
TEIHLHOCTEH K PemeHmio AeMOrpaduyecKUX 3afad, CONePIRAmMuXcs B paborax,
IIPUBEIICHHEIX B COUCKE JIUTEPATYPLL

431




Zusammenfassung
ZUSAMMENGESETZTE POISSONSCHE VERTEILUNGEN

JOSEF BILY, Praha
(Eingelangt am 13. September 1958)

Es wird die Anzahl von Elementen desselben Typus im Verlaufe von Gene-
rationen (eine verzweigende stochastische Folge) unter der Annahme studiert,
dass aus jedem Element der r-ten Generation unabhingig von den iibrigen
Elementen mit der Wahrscheinlichkeit py(x,.1), £ = 0, 1, ..., & Elemente der
(r 4+ 1)-sten Generation entstehen und dass die nullte Generation aus einem
einzigen Element besteht. Es wird die Wahrscheinlichkeit P{(«x,, &, ..., &)
gesucht, dass die 7-te Generation aus # Elementen besteht. Es handelt sich
hier um eine nicht homogene Markoffsche Kette, der Parameter (Schritt)
bedeutet die Ordnungszahl der Generation, der Zustand des Systems ist die
Anzahl der Elemente der betreffenden Generation. Fiir die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p{;"*", dass das System im (r 4 1)-sten Schritt aus dem
Zustand 4 in den Zustand j itbergeht, gilt (1). Es soll P{(,, &y, ..., &,) unter
der Voraussetzung ermittelt werden, dass p;(«,) eine Poissonsche Verteilung
(2) ist. Zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen pi(x,) und P{(x;, &y, ... &,)
werden durch (3) und (4) erzeugende Funktionen definiert, fir (4) werden in
(5) und (6) rekurrente Beziehungen abgeleitet. Falls p;(x,) eine Poissonsche
Verteilung (2) ist, nimmt (5) die Form von (9) an. Aus (9) wird in (10) eine
rekurrente Beziehung fiir P{(x,, xs, ..., &,) abgeleitet, wobei fir den Wert
dieser Wahrscheinlichkeit fiir ¥ = 0 die Bezeichnung (11) eingefithrt wird.

Fiir r = 2 konnen P{(x;, «,) mit Hilfe von Polynomen S,(8,), f; = x,e™*
berechnet werden. Diese Polynome stellen einen speziellen Fall der Polynome
dar, die von J. F. STEFFENSEN eingefiihrt wurden. Der unter [6] zitierten Arbeit
werden die erzeugende Funktion (13), (13a) dieser Polynome und fiir sie gel-
tende Beziehungen (14) bis (18) entnommen. Der Zusammenhang zwischen den
Polynomen 8§,(f;) und den allgemeinen Steffensenschen Polynomen wird
durch (19) hergestellt; fiir die letzteren wird in (22) eine neue Beziehung ab-
geleitet, die fiir S§,(8,) die Form von (24) annimmt. Die ersten zwei Momente
der Verteilung P{(cxy, ;) werden in (27) und (28) angegeben. Fiir PS)(x,, oy, ot;)
wird in (30) bis (32) die M6glichkeit der Berechnung mit Hilfe von Steffenschen
Polynomen zweier Verdnderlichen erwihnt.

Im Artikel werden einige Resultate von B. A. Sevastsanov, T. E. Harris
fiir die verzweigenden stochastischen Folgen und die in der zitierten Litera-
tur angefithrten demographischen Anwendungen erwéhnt.
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