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Casopis pro p&stovani matematiky, ro<. 84 (1959), Praha

VYJIMECGNE BODY NA KRIVKACH V RIEMANNOVYCH
PROSTORECH

CESTMIR VITNER, Praha DT: 513.813
(Doslo dne 15. #jna 1958)

Price se zabyvd vysetfovdnim téch bodd analytickych kiivek

- , . dM

v Riemannovych prostorech, ve kterych absolutni derivace T
DM D"M . DR R y .

—qE v Tam %oU linedrné zdvislé. V téchto bodech jsou de-
finovény limitnim prechodem normély e, e, ..., e, a kiivosti
Ry, Hyy -.vy %,. PTO tyto normély a kfivosti jsou nalezeny explicitni
vzorce analogické vzorctim, které v pripadé nevyjimeénych boda
nalezl W. BrascEkE. Déle je v préci zkoumdno, jak se méni orientace
normdl pri prachodu vyjimeénym bodem a jak se méni k¥ivosti a
orientace normél ve vyjimeéném bodé pfi zméné orientace kiivky.
V ptipadé koneénych kiivosti jsou odvozeny zobecnéné Frenetovy for-

mule. Koneéné obsahuje préce jedté rozvoj kiivky podle lomenych moc-
1

nin oblouku s* a jednu novou geometrickou interpretaci k¥ivosti.
1. Uvod

Cilem této Gvodni &asti je formulovat thema této price a zavést zdkladni

pojmy, které budeme v dal§im potfebovat.
- Budeme se zabyvat jednoduchymi analytickymi kfivkami v Riemannové
prostoru V,,. Riemanniv prostor je jak zndmo n-rozmérnd varieta, na které je
dana metrika pomoci kvadratické diferencidlni formy
n
ds? = > g,, dat da . (L,1)
ij=1
Omezime se v dal§im na positivné definitni metriku. O funkeich g;;(x) bude-
me predpokladat, Zze jsou analytické.

Kvadraticky kovariantni symetricky tensor g¢;; ndm umoziuje definovat
skaldrni soudin, thel a délku vektorit v tetném prostoru v pevném bodg
Riemannova prostoru. Skaldrni souin (a, b) dvou vektora a(al, a?, ..., a®),
b(d1, b2, ..., b") v pevném bodé () je ddn vzorcem

(a,b) = 3 gusle) ' . (1.2)

Q=1



Délka |a| vektoru a thel w vektort jsou pak definoviny vzorei

la] = V(a, a), (a,b)=|a||b|cosw. (1,3)

Jednoduchd kfivka je homeomorfnim obrazem otevieného intervalu. Je
dana v soufadném systému (22, 22, ..., ") parametrickymi rovnicemi

2t =ait), te(a,b). (1,4)

V daldim budeme piedpoklidat, Ze kiivka je analytickd, tzn., %e p¥ipoult
analytickou parametrisaci (1,4).
Metrika (1,1) ndm umoziiuje, jak zndmo, definovat délku kfivky pomoei

vzorce
dz? dx‘
S '—fv u d d.T (115)

(Vynechali jsme, jak je v tensorovém poétu obvyklé, summadéni znameni.)
Bod kfivky odpovidajici parametru ¢ budeme oznadovat M(¢). Vektor,

ktery dostaneme derivaci podle parametru ¢, oznadime analogicky %

nebo M’(t). Vzorce (1,5) lze pak prepsati
t
s = [IM]dr. (1,6)
t

Pomoci vztahu (1,5) lze na kiivce zavést oblouk s jako parametr. Rovnice
(1,6) totiz pFipousti inversni YeSeni ¢ = f#(s), takZe mdame pro kfivku para-
metrické vyjadieni

xt = 2(H(s)) . (1,7)
Bod kiivky budeme pak struéné oznalovat M(s). Parametrisace pomoci
oblouku nemusi byt v pfipadé M" = 0 v bodé ¢, analytickd. Bod, ve kterém
pfi né&jaké diferencovatelné parametrisaci M(f) plati M" %= 0, se nazyvé
reguldrni. Ostatni body se nazyvaji singuldrné. Z analytiénosti vyjadieni
(1,4) plyne, Ze v dostatedné malém okoli singuldrnfho bodu jsou vSechny
body s vyjimkou jeho samého reguldrni.

Méme-li podél k¥ivky dano vektorové pole a(t), pak mazeme ziejmé mluvit
o limité a spojitosti tohoto pole v bodé M(t,). To muzeme délat na libovolné dife-
rencovatelné varieté, nebot souhrn vektor ve viech bodech n-dimensionalnf di-
ferencovatelné variety X, tvoii diferencovatelnou varietu 7', dimense 2n.
Jsou-li lokalni soufadnice bodu M variety X, 2%, 22, ..., 2" a soufadnice vektoru
a v piirozené lokilni basi teéného prostoru v bodé M al, a?, ..., a”, jsou sou-
Fadnice vektoru a na zminéné varieté T,, 2!, 2, ..., 2" ai, a?, ..., a®.

Podél kiivky M() mé&jme dino vektorové pole a(t). Obydejnd derivace
da (dd

T T ) tohoto vektoru podle ¢ neni vektorem. Za tim udelem se zavadi
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tak zvand absolutni derivace —— , kterd mé obvyklé vlastnosti derivace a

d b

v Da . N . .y , .
Yitom —— je opét vektorem. Tato derivace je dana pomoci vzorcla
p ]

de¢
Dat
o= g (1.8)
ve kterych I, jsou zndmé Christoffelovy symboly
i L (% WG e
Ih= 7 ¢ (8:6" + oxt dx> (1,9)

(9> jsou kontravariantni slozky metrického tensoru g;;).
Pomoci Christoffelovych symboli lze definovat pojem paralelismu podél
kiivky: Vektorové pole se nazyva paralelni podél kiivky M(t), jestlize plati
Da ’

=% (1.10)

Nelze tedy obecn& hovofit o tom, Ze dva vektory ve dvou riznych bodech
V. jsou paralelni, ale %e vektor se posunuje paraleln$ podél jisté kiivky, anebo
také, Ze dva vektory v raznych bodech jsou paralelni vzhledem ke kiivce.
Vzhledem k této kiivee pak muZeme zavést dhel vektord a(t,), b(t) ve dvou
riznych (dostateénd blizkych) bodech krivky. Bude to thel vektoru a(ty) s ve-
ktorem b(t,), ktery dostaneme z vektoru b(¢) paralelnim posunem podél kiivky.

Je znama Fermiho véta, Ze v prostoru V,, lze zavést soutadnou soustavu tak,
%e Iy, = O podél dané k¥ivky. V této souiadné soustavs, tzv. Fermiho souradné
soustavé, pak absolutni derivace splyvéa podle (1,8) s derivaci obvyklou. Vektor
paralelné posunovany podél té kiivky mé potom ve zminéné soustavé
konstantni soufadnice.

Na jednoduché kiivce miuzeme definovat dvojim zplsobem orientaci. Bu-
deme-li mit na mysli orientovanou k¥ivku, budeme brat orientaci pomoci
rostouciho parametru ¢ (anebo pomoci oblouku definovaného vzorcem (1,5),
coZ je totéz).

Na orientované kiivce muZzeme definovat jednotkovou orientovanow teénu

t, kterd v pripadé dm #+ 0 je ddna vzorcem

de
DM
dr
t= DM (1,11)
_ dt
Predpoklidame-li, ze vektory
M DM DM (1,12)

ds’ ds2 ’°77 ds»
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jsou linearné nezdvislé, mfZeme zndmym ortogonalisadnim procesem

E. Schmidta definovat vedle teény DM

jesté n — 1 jednotkovych normdl e,

S
pro néz jsou znamy nésledujici explicitni vzorce [1], [2]:
u
€, = —*——_.__k__—'—, (1’13)
VD 1D

kde } : ‘
(M, M) ... (M, MG-1) M’
L , (1,14)
(M3, M) ... (M, M*-D) M)

(M, M) ... (M", M®)
Dy=1| ... , , (1,15)
(M3, M) ... (M3, M®)

kde Sarky znamenaji absolutni derivace podle oblouku. D je znamy Gramiv
determinant, ktery je > 0. Tyto vzorce plati i v pfipadé k¥ = 1, poloZime-li
e =1t D, =1 :

Vektorovy prostor vytvofeny normalami ey, e, ..., e; se nazyva (k + 1)-
-rozmérny oskulaéni prostor v bodé k¥ivky. S

Pro absolutni derivaci normal podle oblouku plati zékladni Frenetovy
vzorce [1]

eo = xlel N
4
€ = — %,€) + %€y,
JRRETETEEEERTTR PR (1,16)
€y = — %p—1€p—3 T %€,
!
€no1 = — %Xp_1€p_s

Skalary s, ..., %,_; se nazyvaji proni a# (p — 1)-td kfivost. Plati pro né
explicitni vzorce [1] '
r = VDk-le+1 3 ‘ (1317)

k

%,

kde D, jsou dény vzorci (1,15).
V piipadé, Ze derivace .
DM DM DM
& @
jsou linedrné nezdvislé, budeme bod M nazyvat obecnym bodem k¥ivky (pfes-
né&ji obecnym bodem parametrisace M(f)). V tomto bodé pak existuji derivace
podle oblouku (1,12) a lze definovat k¥ivosti, normaly, oskuladni prostory a
plati Frenetovy vzorce. V této pracise budu zabyvat vyjjimeéngmi body kiivky,

(1,18)
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které p¥i pevné zvolené analytické parametrisaci nejsou obecné. Pritom budu
predpoklidat, Ze ostatni body kiivky v dostatetné malém okoli jsou obecné.
Mezi vyjimeéné body ziejmé patii body singuldrni, inflexni atp.

Cilem této prace bude definovat kiivosti, normdaly a oskulaéni prostory ve
vyjimeénych bodech a odvodit pro né vzorce analogické vzorcim (1,13) az
(1,17). Z téchto vzorch budou pak odvozeny nékteré jednoduché disledky.
Vedie toho bude ukizin jeden jednoduchy geometricky vyznam k¥ivosti.

2. KFivosti a normadly

Mégjme analytickou orientovanou jednoduchou kiivku, kterd je ddna ana-
Iytickou parametrlsam M(t). Budeme piedpokladat, Ze vSechny body jsou
obecné nejvyse snad s vyjimkou bodu M(0). V tomto bodé budeme definovat
normaly a k¥ivosti limitnim pfechodem.

e,(0) =t1i131 et), k=0,1,...,(n—1); . (2,1)
—>0 4
23,(0) ~_—t1n:1 x(t), k=1,2,..,n—1. O (2,2)
—0 -+

(Pn roustime nekonedné velké kiivosti.) Pomoci normél pak jiz obvyklym
zplsobem definujeme oskulaéni prostory.

W. BrascekE odvodil ve své praci [1] vzorce (1,13) az (1,17) s obloukem jako
parametrem. ProtoZe ale oblouk nemusi davat v singularnich bodech analy-
tickou parametrisaci, vyjdeme od analogickych vzorci pro obecny parametr ¢.
Plati nasledujici:

V&ta 2.1. PFi obecném parametru plati v obecném bodé kiivky M(t) vzorce

iuk

€| = i, 2,3

k-1 Vt.Dk—lt_D; ‘ ( )

v = VDD 29
tD,)/*D,

kde tD,, tU, majt obdobny vijznam jako D,, Uy ze vzorch (1,14) a (1,15), jenomZe
derivace v nich jsou absolutni derivace podle parametru .

Diukaz. Ztejmé plati

DM DM (dt
& A (ds) +Z“' &

i=1

Dosazenim do vzoreca (1,14) a (1,15) dostaneme po vynechdni nulovych élent

FACCETES +k)
ds

-

dt 2 +2+ ... +(k-1)+%
.2 )

] Uk = ulc (dS
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Dosazenim t&chto vzorcet do vzoreu (1,13) a (1,17) dostaneme ihned (2,3), (2,4),

avédomime-li si je¥ts, fo = = .
ds V D,
Pro dalsi vySetfovani budeme potfebovat rozvoj pro kfivku M(t) v okoli
bodu M(0). Budiz Qf:ﬁ{—gl prvni nenulovéd derivace. Budiz _D"%_I;I’(Ql v po-

D=M(0)
dg=
muZzeme postupné definovat soustavu » vektora [3]

D=M(0)  D=M(0) DM (0)

fadi prvni dalsi derivace, kterd je na linedrné nezavisld. Takto

ST T R . (2,8)

. . o ) D=M(0 “M(0
takovou, Ze «; je nejmensi &islo té vlastnosti, Ze vektory dt”‘t( ) Y eees D 3 t“‘( ) R
1 < 7 < n, jsou linedrné nezavislé. Cisla &y o .., &, nN6z4Visi na volbd soutadného

systému, zdvisi viak na volb& parametru nakiivce. Mdme-li jinou parametrisaci
a k ni odpovidajici &isla 8, ..., B, plati &; = kf; pro ¢ =1, ..., n, kde & je
néjaké racionalni é&islo. Viz F. LEvr [3].

Existence téchto n linedrné nezavislych vektort (2,5) plyne z analytiénosti
kiivky. Dokazme to.

Volme podél kiivky Fermiho soufadny systém. Predpokladejme nyni, Ze
z nekonedéné posloupnosti vektora

dM(0)  d2M(0) d*M(0)
e 7 der T A T

nelze vybrat » linearné nezavislych vektori. Uvazujme determinant D, jeho#
- sloupei jsou soufadnice vektorit M, M, ... M®™: D =[M M", .. M)
Nyni plati D* =[M",M”, ..., M*-D), M(»+D]. Podobné v8echny ostatni derivace
determinantu D se daji vyjadfit jako linearni kombinace determinanti
[IME M M)V bodé t = 0 jsou viechny tyto determinanty rovny
nule. Tedy vSechny derivace determinantu D jsou v bodé ¢ = 0 rovny nule.
ProtoZe determinant D ziejmé je v ¢ analyticka funkce, plati identicky D = 0.
To ale neni mozné, nebot jsme piedpokladali, Ze ¢ = 0 je isolovany vyjimedny
bod a Ze tedy v jeho okoli s vyjimkou ¢ = 0 plati D =+ 0.

Nyni odvodime lemma, které budeme v dal§im dasto pouZivat. V prostoru
V, volime pfitom Fermiho soufadny systém podél kiivky.

Lemma 2.1. Ve Fermiho soufadném systému plati rozvoje:

M) = m() + 0 [f—— + o(t“x)J 4 L8O [ﬁj + o(t“:)] +

0!
d=M(0) [ 1= . .
+.. +—W[ﬂ + ot )] + o(tw), (2,6)

kde 1 < &k < n. Pfitom o(t%%), o(t°*) jsou zndmé symboly malé o.
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Pro dertvace plati analogické rozvoje:

dm() _ d=M(0) [ -t 4 O(tul_,.)] + d=M(0) [ fea—t +O(M_i)] +
' ( dt (

dt? di= | (o — 12)! % oty — 1))
d=M(0) gon— i i 9
+ o4+ T l:(ock—i)!+o(tk )] -+ o(t~7) . (2,7)
Pritom je treba kldst =3 =0, ot*~%) = o(1) pro o, —8 < 0a 0l =1.
Dikaz plyne ihned z rozvoje
. d=M(0) d=Mm() .,
MO) = M(O) + e 1% oo F gy e
d=M(0)

T g o) -

Kazdy z vytedkovanych ¢&lenti je linedrni kombinaci pfedchozich napsanych
¢lent. Dame-li k sobé éleny patiici k téZe derivaci, dostaneme rozvoj (2,6).
Odtud pak postupnym derivovanim plynou rozvoje (2,7). Pfitom &k muZe
nabyvat vSech prirozenych ¢&isel od 1 do n.

Pro dalsi tidely je tieba najit hlavni &leny rozvoji determinantt D, a
tU,. To je predmétem nasledujicich dvou lemmat.

Oznaéme pismenem §; determinant
(M, M) ... (M, M{)
R o (2,8)
(Mg“k), M%"l)) . (ngk)’ Ms)“k))
D=M(0)
dix
V. budiZz Vandermondiv determinant V(xy, -.., o).

kde M§*® znamend

Lemma 2.2. Pro tD, plati rozvoj
Vi
(e — 1)2 00 (0 — 1)

D, = 8, 3 8% + oft®) (2,9)

kde
=0 + g+ .. o — (L +2+...4Fk). (2,10)

Dikaz stadi provést pro Fermiho soufadny systém. Diikaz v obecné
soufadné soustavé plyne pak z toho, Ze determinant D, se p¥i transformaci
soutadnic ve V, neméni.

Pro jednoduchost polozme

fxi—7

, OV = ——— Fo(%7) . (2,11)

J— (%4)
o =M o]
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Z (2,7) dostaneme tedy rozvoje

M (t) Zacu + o(t*7 1),
z=1
M (1) =i§1aicz‘2 + o(t%"?), 2.12)
......... RRRRERTERETIEE
M®(t) = > aic 4 o(t%~F)
i=1

Dosazenim do tD dostaneme

(Zac21 —{—ot"‘"‘ Za L ot 1))

=1
EDL(E) = | oot
( 2 a;c® + o(t"), Za cl + o(t="1)) ...
2=1 im1
L (S agh o+, S ae + o(t)
o i=1 i=1

e P T
(a4 ot 7F), > aict + o(t™"))
t=1 =1

Tento determinant miZeme psat jako soulet 4* determinantd, pii demz

VY2

¢leny nejnizitho ¥adu budou ziejmé v determinantu

(2 a.ch zq 1), . ( Zaicil, Za,-c"")
! i=1 i=1

'Ak e . (2,13)
(Zac”‘ Zacfl ,(chc’c Zac?k)
i=1 i=1
Plati tedy .
t.Dk = Ak —I" “ee (2,14)

Spoéitejme determinant A4,. Ziejmé plati

a4y = (3 e zacw =13 (0 oon]

1,1=

Podle véty o ndsobeni determinantd mame

kde
cil, .. c
Co=1|ceeo.... . (2,16)
cllc . Ckk .
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Spoétéme nyni jesté determinant Cy. Plati

foa—1 A foe—1
e R G WA

+ o(t>*=1)

t* -k to;k—k

e ot L =k
Tento determinant miZeme psit jako soudet 2¢ determinantti. Cleny nej-
nizstho ¥ddu budou z¥ejmé v determinantu

s -1 -t |
(g — V777 (o — 1) =
S . (2,17)
t“"‘k tak—k

Plati tedy
Co =By + .... ' (2,18)

mizeme vytknout t%, kde

ep =04 + oo Fo— (1 +...+ k). (2,10)
Plati tedy
1 1
(g — D777 (o — 1)!
- . (2,19)
1 1
CAy R PR O
Vytkneme-li je$té z j-tého sloupce To—c—_i_l_)'— , 1 =7 =k, dostaneme
tex
B = (o — DU (e — D
} 1 s s 1
(g — 1) s e (0. — 1)

(ep—1) iy —Fk+ 1), (e — 1) oo (o — &k + 1)

Tento vysledek je zfejmé spravny, i kdyz néktery z prvkia determinantu ve
(2,19) je roven nule. Jednoduchou tGpravou zjistime koneéng, Ze plati
tex

B, = (62 — D1 . (o — 1) Vo, ey 062) s (2,20)
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kde Vi(xyg, ..., o) je Vandermonduv determinant, ktery je, jak zndmo, pro
vzajemné ruznd &isla «, ..., o rizny od nuly.
Nyni jiz plyne snadno tvrzeni lemmatu ze vztaht (2,14) aZ (2,20).

Oznaéme nyni jesté T, determinant

(MG, ME), .., (ME, MEH=2), M

(ngk), M%“z))’ - (ngk), Mgo‘k—l)), ngk)

Lemma 2.3. Pro U, plati rozvoj

Vka-lTk
(g — D .. (g — D (o — 1)1

Dukaz zase staéi provést pro Fermiho soufadny systém. Dikaz v obecné
soufadné soustavé pak plyne z transformaéniho vzorce pro vektory. Pouzije

- oxt(x(t))  dx*(x(0))
se pritom vztahu = ok —+ 0i(1).
Pomoci rozvoji (2,12), které pro druhé éleny skaldrnich soudini vezmeme

pouze od 1 do k£ — 1, dostaneme

(M, M), ... (M' MC-D), M°

U, = fortens o o(fertem) . (2,22)

(M®, M), .. (M(k> ME-1), M
k

I ( z a;cit + o(t*71), z a,ct 4 o(t™="1)), ...,

i=1 j=1

k-1
(2™ + o(t™"), 20"+ ot =), ...,

&

i=1

(za 8+ o(t**7), zq ekl L (-1 (=), Za 1+ ot 1)

i=1 i=1
Za ik o(t“"—k za Cik=1 | o(f%—1~ (k- 1))) Za cikb o(t“k"l)
j=1

VY7

To se rovna soudtu 22¢-1 determinanti, z nichZ éleny nejnizsich ¥ada budou
v determinantu P;, ktery dostaneme z Uy, kdyZ v ném zanedbdme viechny
symboly o. Plati tedy

E |
(Zac1 Zac’l (Zac1 Zac”‘—l ), > @il
i1 im1 -
WUy == | oot + ... (2,23)
k k-1 k
( Z ack z a;c1), ..., ( Z a,cix, Zajc”“l), Z a,ci
i=1 =1 iz1 j=1 i=1
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Poditejme dale determinant P;. Plati

k k-1 k k-1 k l
Z (aia Z a:icjl) cﬂ, AERE] Z (ai: z ajcj’k—l) cil: zaicil
i=1 j=1 =1 j=1 i=1
e T
x k k-1 k k-1 k
> (a;, > aen) ¢, ., > (a,, > achh-l) ¢k, > actt
i=1 =1 i=1 j=1 i=1

Podle véty o nisobeni determinant dostaneme (,,¥4dky krat sloupce‘)

k-1 k-1
11 %1 (alz z ajcﬂ): RS ] (ali Z a; cj'k—l)a a;
Cc ., C j=1 j=1
Po=|........ R (2,24)
clk ckE k-1 k-1

(aks z aicjl)a ceey (aka z a; Gj’k—l): ay,
j=1 j=2

Vytkneme-li v druhém determinantu sumaéni znameni pfed skaldrni soudiny,
dostaneme pak opét podle v&ty o nasobeni determinanti

k-1 o1 ‘
Z (a, a;) e, ..., zl(al’ a,) c#*-1 a,
i=1 5

k-1 k-1
Z (ag, a@;) e, ..., z (ax, a;) ¢#*1, a,
j=1 j=1
(@, @1), -5 (a5, @), @ oty .., 0L 0
I P : cl»k"l, ceey ck——]_,k-l’ 0l (2,25)
(ak> a]_), coey (dk’ dk_l), a; O, oaey O, 1

(V poslednim vztahu bylo provedeno nésobeni ,,po fadecich®.)
Plati tedy celkem
Wi(t) = CpCha Ty + - (2
Odtud plyne tvrzeni lemmatu podle (2,18) a (2,20).

Pomoci lemmat 2,2 a 2,3 miZeme jiZz odvodit hledané vzorce pro k¥ivosti
a pro normaly.

26)

bl

V&ta 2,2. Pro kfwost », k = 1, 2, ..., (n — 1), plati v okolt bodu t = 0 rozvoj

}/m(al — Dlog — Doty — %) -« (01 — o)
= S, t8 tf) ,
#elt) SR (s — D)Mo — 4) - (ot — ovug) it2] + o(t#)
(2,27)

kde
B = oy — o — 0y (2,28)
a 8, je ddno vzorcem (2,8). Platt tedy
%k(O) =VSIC‘1S7C+1(@ — 1)! (“k - ]‘)‘(ak"}'l - 0‘1) ... (“k“‘l — ak) lim ltﬂ{ . (2’29)
S/ Syonrr — Doty — %7) - (o0 — ) 0+
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Dikaz. Ze vzorce (2,4) a z lemmatu 2,2 plyne

1./tDk~1tDk+1 B
DD,
_ VBeSin Vi Vion(o — D .. (0 — 1)1 — 1)!%(ox,
SV oy — 1) (smy — 1)t — Dl{ogry — 1)'

x(t) =

X ] + ot
(2,30)
kde 8 = &y + &pyy — 26, — &,. Ze vztahu (2,10) plyne

=0y + ...+ — (1 +...+((k—1)+
oy gy — (LA R+ 1) —
— 2oy F e Fo) F 20+ ..+ k) —
— oy + 1 =0y — o — oy, b.j. (2,28).

Uvazime-li jesté, Ze plati
Vilogs «ny o) = (0 — oug) (0 — og) +-o (04 — 0g—1) Vier (6gs «evs ) s

dostaneme z (2,30) ihned vztah (2,27). (Pii vypoétu jsme pouZili zfejmého
vztahu Vi(o, ...y 0) > 0 pro oy < oty < ... < 0tg.)

Z vty 2,2 plyne, Ze k-td kfivost je v bodé M(0) koneénd a riznd od nuly v pii-
padé, Ze f = oy — o — xy = 0. Vechny kifivosti koneéné dostdvdme v pFipadé

Ky — Oy = 0y, Oy — Og == gy «eny Oy — Olpy = Oy -
V pfipadé konelnych a nenulovijch kitvosti plyne odtud
Gg = 2001, g == 30y, ..., Oy = N0y . (3,21)

Z véty 2,2 plyne specialné pro zx,, x:

Sz 1 1)! 2 1 : 2
) = B ) e 2.22)
VSaloy — 1)Mete — 1)Moxs — oa)ots — 23) 7o o
(0) = Sz(“s — Doy — o) t-liﬁ = 1| - (2:33)

V ptipadé euklidovského prostoru E,; dostaneme snadno
[MED X MED(xy — 1)ty — 5

D p— 1 oy~ 20y !
#,(0) Moy — 1) Jim fgraten] (2,32
[M§?, M2, MED (o, — 1) (oxg — 1)y — o) (g — %q) .
0) = 0 L lim [txs-2a-2a| |
%2( ) lng;) % ngg)IZ(D‘S _ 1)!(0‘2 _ “1) t—>0+l I

(2,33")
To jsou zndmé vysledky; viz na p¥. R. LILIENTHAL [4].

Véta 2,3. Pro normdly e,_,, k = 1, ..., n, plati v okoli bodu M(0) rozvoje

e, (f) = ex—* + o(1), (2,34)

VS k —18 k
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kde T, je ddno vzorcem (2,21), S, wzorcem (2,8) @ & = < _ i g:z ;ig’
Odtud plyne, Ze v bodé M(0) existuji véechny normdly, pri Sem# plati
e,1(0) = %%g; k=1,..,n. (2,35)
Dﬁi{az. Ze vzorce (2,3) a lemmatu 2,2 a 2,3 plyne
= -
=1k
ViViTs

{ex+Ek—1 + o(t8k+€]¢_.1)

_ {oa = D (o — D — 1)
V S, S V2 Vit
(

oy — I L (ogmy, — D)1y, — 1)12

~+ o(t3er+er—1))

Odtud plyne ihned dokazované tvrzeni, uvédomime-li si jedts, Ze plati

&t epy = (% + ..o o) — (14 ... +k)b+(°‘1 + o) —
e O — 1) = 2((og F e o) — (L (B — 1) +
+o— k.

'Ze vzorce (2,35) plyne, %e podobnd jako byly v obecném bodé definovény
normaly ortogonalisaénim procesem E. Schmidta z vektora M’, M", ..., M®™
Ize definovat normaly v bodé vyjimeéném obdobnym procesem z vektorid
M{D, MG MG, (Explicitni vzorce pro ortogonalisaéni proces viz G.
KowareEwskr [2].)

Z véty 2,3 plynou zajimavé dusledky pro orientaci normal a privodnich
n-hrant. Zavedme nejdiive nasledujici definici:

Definice 2.2. JestliZe normdla e, je v bodé t = 0 spojitd, *tkdme, Ze meméni

v tomto bodé orientaci. Jestlite plati lim e,(f) = — lim e,(t), ¥ikdme, %e v tomto
04 t—>0—

bodé méni orientact. Jestlize mént orientaci lichy pobet normdl, Ftkdme, Ze pri-
vodni n-hran méni orientaci. JestliZe méni orientact sudy polet mormdl, ¥ikdme,
Ze priwodni n-hran orientact nemént.

Nyni plati

Véta 2,4. K-td normdla e, méni anebo neméni v bodé t = 0 ortentaci podle toho,
je-li &islo o, — k liché anebo sudé. Priwodnt n-hran mént anebo nemént v bodé
orientact podle toho, je-li éislo e, = oy + ... + oty — (1 4 ... + n) Uché anebo
sudé.

Dtkaz plyne okam?zité z definice 2,2 a z vzorce (2,34) ve vété 2,3.
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Disledek v&ty 2.4. Podivejme se jedté na pripad, kdy vSechny kfivosti jsou
koneéné a nenulové. ProtoZe plats oy, = ke, plats také

i — k= (o, — 1), &, = <”+1)(1 1). (2,36)

Odtud potom plyne: Jestlife je o, liché, neméni Zddnd z normdl orientacs a tedy
amt privodni n-hran. V piipadé, Ze «, je sudd, méni anebo neméni k-td normdle
orientact podle toho, zda k je liché anebo sudé. Priwodni n-hran pak méni orientacs
n+1
2
n =4k + 1, 4k + 2 anebo n = 4k, 4k -+ 3.
V&imnéme si nyni, co se déje s kiivostmi a s normélami p¥i zmén& orientace

nebo neméni, podle toho, zda( ) je liché amebo sudé, tj. zda n je tvaru

na ki¥ivee dané vztahem *f = — {. Pro novy parametr *{ mdme ve Fermiho
soufadném systému rozvoj
*M(*) = I,\gm Mg g By ';',ﬂ *he 4
ktery dostaneme, dosadime-li do rozv01e pro M(t) t = ——k;"t tj.
(— 1)“1 M<“1’ ®e 4 (— 1) __Nﬁz_) Ko L L (— 1) [\:‘(";k) *por
Snadno se na,hledne, Ze &isla oy, ..., &, s;a pii zméné parametr *: .= — t nemé-

ni. Pro vypodet kiivosti a normal mizeme tedy pouZit vektord *M© ..
*M©»)_ Z hotejiitho viak plyne

EMPP = (—1)% M{P® . (2,39)
Ze vzorct (2,8) a (2,21) plyne snadno
* =8, a *T,=(—1)*T,. (2,40)
Plati tedy
*1(0) = #,(0) ,  *ex(0) = (—1)™7 €,(0) . (2,41)

Dosazené vysledky mizeme shrnout ve vétu:

Véta 2.5. Pfi zméné orientace na kitvce se ktivost v bodé M(0) neméni. Oriento-
vand k-normdla e, zméni nebo nezméni orientaci podle toho, zda o4y je liché
anebo sudé. Privodni n-hran mént nebo neméni orientaci podle toho, zda &« =
=&y, + ... + &, je liché anebo sudé.

Vpnpa,de koneénych, nenulovych kiivosti plati, jak vime, o4y = (kK + 1) oy,
n+1

2 .
priwodni n-hran orientaci. V pripadé lichého o, méni v pfipadé sudého k normdly
e, orientacs, v pripadé k lichého nikoliv. Priwodnt n-hran pak v pfipadé lichého
n+1

2
v pripadé Eisel n tvaru n = 4k, 4k + 3 neméni, v pfipadé n = 4k + 1, 4k + 2
méné orientacs.

x = . Vidime, ze v pfipadé sudého o, meméni ani normdly ans
1 ] 1

o, méns nebo memént orientaci podle toho, zda ( ) je liché anebo sudé, t.
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3. Frenetovy vzorce. Parametrisace pomoci oblouku

Pomoci vét 2,2 a 2,3 jsme ukézali, Ze i ve vyjimeénych bodech existuji
normaly a n — 1 nezdpornych k¥ivosti, z nichZ nékteré mohou byt nulové,
piipadné nekonetné. Normdly e, jsou pfitom v bodé t = 0 zprava spojité.
Ki¥ivosti x,, pokud jsou koneéné, jsou dokonce oboustranné spojité. Je ziejmé
jedno, méme-li na mysli parametrisaci pomoci obecného parametru anebo
pomoci oblouku. UkaZzeme nyni, jak lze na vyjimetné body rozsitit Frene-
tovy vzorce.

Véta 3.1. Ve vijjimeéném bodé kfivky, ve kterém jsou vdechny kfivosti koneéné,
plati Frenetovy vzorce

ey (0) = #,(0) ey(0)(£ 1)™~2, W

€1, (0) = — #,(0) eg(0)(= )™ + #,p(0)(£ 1)*7°,

( (3:1)

e(,”—l):i: (0) = — 2%,_1(0) e, _o(0)(% 1)"‘n—x—”+1 . J

Pritom €' (—1)+(0) znamenaji absolutni derivace podle oblouku v bodé s = 0 zprava,
€'(._1)_(0) znamenaji limity absolutnich derivact v bodé s = 0 zleva.

Dtukaz provedeme ve Fermiho soufadném systému, kdy absolutni derivace
piejdou v obyéejné. Vzorce (3,1) pak plynou limitnim pfechodem z oboustranné
spojitosti k¥ivosti, pravostranné spojitosti normal, ze vzorch (1,16) a ze vztahi

lime, ; = (— 1)* *lim e,_; = (— 1)* " e,_,(0),
10— : 10+

které jsou disledkem vzorce (2,34).

Dusledek véty 3,1. V piipadé, Ze viechny kitvosti jsou konetné, od nuly rizné
a o, je liché, existuji oboustrammé derivace normdl a plati obvyklé Fremetovy
vzorce.

Diakaz tohoto tvrzeni plyne okamZité z véty 3,1, uvazime-li, Ze v tomto
piipadé jsou vSechna &isla o, — k = (x; — 1) k& suda.

Uvedme nyni jednu zajimavou geometrickou interpretaci k¥ivosti:

Véta 3,2. Necht vsechny krivosts jsou koneéné. Potom plati

wp = lim —2% (3,2)

s_,so 8§ — 30

kde wy je ostry thel, ktery svird k-t oskulaéni prostor {e,, ey, ..., ._;} v bodé
Sy & (k — 1)-tou mormdlou e,_, v bodé s. (Za s, pripoustime 1 vijjimeény bod.)

Dikaz. Uhel w, zminény ve znéni véty je patrnd thel, ktery svird k-ty
oskulaéni prostor v bodé s, s vektorem ef_,(s,) v témZe bod$, ktery vznikne
paralelnim posunutim vektoru ex—(s) do bodu s,. Uhel w, je ztejmé dopliko-
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vym thlem k dhlu vektoru ef_;(s) s k-tou normélou v bodé& s,. Plati tedy

Wy,

sin wp, = (ex(So), € 1(so)). Misto podilu mizeme ziejmé vysSetfovat

0
sin wy

podil . Zvolme v prostoru V, Fermiho soufadny systém. V ném

0

plati e ,(sy) = e,—(s), nebot paralelnd posunovany vektor neméni v pouzitém
systému soufadném soutadnice. Mame tedy sin w, = (ex(s,), €x—1(s)). Podle
véty o stfedni hodnoté plati

e;_1(8) = €,—1(Sp) + (s — 89) ezlc-l(o') y S o<S.

(Pfedpoklady véty o sttedni hodnoté jsou ziejmé i v piipadé vyjimeéného
bodu splnény. Spojitost e,_, zprava v bodé s, je zarulena, jak jiz bylo vyse
podotknuto. Existenci e,_; v bodé s, véta o stfedni hodnoté, jak zndmo,
nepredpoklada.)

Plati tedy

sin @y, = (€4(so), €x—1(0))(s — o) -
Z Frenetovych vzoreu (1,16) plyne

e;_1(0) = — %_1(0) €;_s(0) +%k(¢) (o) .
(V piipadé & = 1 je nutno poloZit », = 0.) Odtud

sin w;,

P (ex(S0); €1—2(0)) #x—1(0) + (ex(S0), €x(0)) #x(0) -

Odtud plyne limitnim I"i’BChOdem § — 8, + vzhledem k spojitosti viech
funkei zprava v bodé s, a vztah@im (ey(sy), ex—a(So)) = 0, (€x(So), €x(sp)) = 1
dokazované tvrzeni. ‘ S .

Obratme se nyni je§té k parametrisaci kiivky pomoci oblouku s. Zabyvejme
se piitom pouze Fermiho soufadnymi systémy ve V,. Plati

(MEX0), ME)(0)
(o — DT

ds = dt)/ (M, M") = dts“x-lt“l‘lv

s lyprot=0

kde e =sgnt = < > Odtud plyne rozvedenim odmocﬁiny v moc-

—1 pro ¢ < 0.
ninnou fadu a integraci rozvoj pro oblouk
M(O‘x) 0
§ = gn~lfm l———'(—)—l r+...). (3,3)
!
Oznadime-li
1 o
= a =t (3.4)
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(sudou odmocninu bereme vidy kladng; plati tedy sgn s = sgn ¢ = sgn s%1),
dostaneme
(1)
— IM ‘(0)[ ta,(
oq!

14..). . (3,5)
Odtud dostaneme

FTE U R [

Piechodem k inversni funkei dostaneme, jak zndmo, rozvoj podle lomenych
1

mocnin s3*

V}M@ Sonet 0

Dosazenim tohoto rozvoje do rozvoje .
ME)(0
M(t) = M(0) + ——[x—,("—) 4
i

dostaneme rozvoj

M (0) a1+1
(a)(o)‘81+N18 + ... - (3,7).

Najdéme jesté prvni dalsi nenulovy élen v tomto rozvoji, ktery nasleduje po
M()(0) 2
|M©(0)]

@—Mw+w

s;. Necht je to &len Ns3* . Mame tedy

9(0) : | '
ww=mm+wwwﬁ+~w+m,, (3,8)

kde N = o. Derivujeme-li rozvoj (3,8) dvakrit podle oblouku, dostaneme

68 — o) 17

%1%,

M’ (s) = + ... (3,9)

Dosazenim do tohoto rozvoje za s,z (3,5) dostaneme

-2

Mg = 20— w[l""‘“‘),(o”]'a’ s (30

®q00 o)

Abychom na§li N a 4, najdéme rozvoj pro M”(s) podle mocnin ¢ jinym zpuso-
bem: Z prvniho Frenetova vzorce (1,16) a ze vzorct (2,32) a (2,34) plyne

V‘gz(o‘l — 1Py — &) a0 g0y —2 Typn =2

- M”( )_eo~,¢1e1—- S?’Iz(otz—— 1) k Vg__s_ -+ ..,tj.
: 1P
" _ To(oe; — 1)12(xg — y) S
M(s) = o, — 1] t 4 . (3,11)
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Porovnanim (3,10) a (3,11) dostaneme § = «, a
a0ty — 04) N IM(N’)(O)I ﬁ%‘l _ To(oy — 1)!3(op — &q)
2 oy S3 oy — 1)1 ’

*1
g — 20y

_ T2 06! o
N = S| []M("‘x)(O)[- . . (3,12)

t.

Dosazené vysledky muzeme shrnout do véty:

Véta 3,3. Ve Fermiho souradném systému plati rozvoj
M(s) = M(0) + as, + Ns7* + ..., (3,13)

MEX0) 1
= MEMT 2 o — gta—1 ay-lg
[M@3(0)] N je ddno vzorcem (3,12) a s2 & V€ s

Poznimka. Z véty 3,3 plyne, Ze ve vyjjimeéném bodé krivky existuji vidy
nenulové koneéné proni derivace podle oblouku zprava 1 zleva, které v pripadé
lichého oy splynouw, v pripadé sudého o, se lisi znamenim.

" Déle z ni snadno plyne (viz také (3,11)), Ze v pfipadé nenulové a koneéné
pront kfivosts md kftvka ve vifjimeéném bodé druhow derivact podle oblouku pFi

jinak libovolnych oy, oc,. (Presnéji febeno plati lim M"(s) = lim M"(s) < + o0.)
s—>0+ s—0—

kde a
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Peswome

UCHRJIOYUTEJBHBIE TOUK HA HPUBEIX
B PUMAHOBBIX ITPOCTPAHCTBAX

YECTMUP BUTHEP (Cestmir Vitner), IIpara
(ITocTymmio B penaxnuio 15/X 1958 r.)

PaGora craBur ceGe mensio ucclefoBaHAe HCKIOYATENLHEIX TOUSK HA aHAJM-
THYEeCKHX KpUBHX M(f) B DEMaHOBEIX IPOCTPaHCTBaX. VCKIIOUHTEIHHEIME
DM DM

ABJAKTCA TaKHe TOYKH, B KOTOPHIX abCcoIOTHEIE IIPOH3BOAHBIE —Ef_ s —W R
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DM
din
wpusoit. IIpesxme Bcero ompemenwmM I BEYHCIUM B SBHOM BUJIE KDPUBUBHEL
¥ OPHEHTHPOBAHHLIE HOPMAIX B UCKIIOYATEIBHEX TOYKAX.

TMUHEeHHO 33aBHCHMBI, KaK, Hamp., oco0Ble TOYRH W TOYKU Iepermba

RpwBu3EH 1 HOpMAaJIZ B ECKIIIOUYUTEIbHOI TOUKEe OIPeHelAIoTCA KaK IpaBo-
CTOPOHHHIE NPEIeIsl OOBYHEIX KPWBH3H M HOpMAaJed.

Ecnz M(t) — dpurcmpoBaHHAs NapaMeTPH3alyuA KPUBOI, To 0003HAYNM Yyepes
M{® mepryno Hemcye3aomyl abCOMOTHYH HPOM3BOLHYIO B HCKIIOUWTENLHOL
Toure ¢ = 0. [lycte M§® ects mepBas N0 MOPAAKY W3 HaJbHEAMEX abCOIIOT-
HEIX TPOM3BOMHEIX, KOTOpas JNmHeHHO He saBumcut oT M. Tammm oGpasom
MORHO IIOCTIeI0BATeNbHO ONPENelnTs CHCTeMY % BeKTopoB MY™, MY, ... M
TaRyIO, UTO «; — HAWMEHBINEe GHUCJIO ¢ TeM CBOMCTBOM, YTO BEKTOPH M{™, ...,

., M§? 1 < ¢ < n amEe#HO He3aBUCHMEL

Ecnu 0603ra9uTs epes x; k-10 KPEBA3HY U Yepes €, k-0 HOPMAallb B HCKIIIO-
qUTEIIHHON TOYKE, TO MMEeeM

np = VSk—ISk+1(0‘1 — Dloe — Doy — &) -oo (Mg — %) lim £ +1- oz =2
Skl/Sl(‘xkﬂ — Do — oxg) oo (0 — 0gy) -0+
k=1,..,n—1,
Ty
€y 1 = T/, k=1,2,...,'ﬂ, rjae
S [/
(MG, ME9), ..., (M5, M)
T e

( Mf]”‘k)’ Mff“)), . (M("‘Ic) M(uk))
(MED, ME9), ..., (MG, M=), MG

(M("‘k) M(“‘)) . (Mg"k), MS"‘I:—J))1 ngk)

ITH GopMyNBl COCTABIAIOT TIIABHOE cofleprRamme Teopem 2,2 u 2,3. Bropoit
naparpad cogep:suT eme TeopeMsl 2,4 u 2,5. IlepBag m3 HuUX mcciexyer mame-
HeHle OpHeHTAlIl HOPMalied ¥ cOIIPOBOKIAIONNX 7-TPAHHAKOB B OKPECTHOCTH
HCKIIOYUTENbHON TouKrA. Bropas ske, Ba06OpOT, HCCIETyeT H3MEHEHHE OPHEH-
TALEY HOPMajell M COIPOBOJKIAIINEr0 N-IPAHHVKA IPH M3MEHEHHW OPHEHTA-
IHI KPUBOM.

Tpermit maparpa¢ comepssmr oGoGIeHHBe (OPMYIISI (DpeHe oI cIy4as
HCKIIOYATENHON TOYKA ¥ KOHEYHBIX KpmBH3H (Teopema 3,1) m pasnosxeHue

1

YPaBHEHHA KDUBOH B OKPECTHOCTH MCRIIIOUATENHHOH TOUKH IO CTENeHAM 8™
TA2 s — nyra (Teopema 3,3); 3M€Ch 3Ke B IBHOM BHME BHUUCIAIOTCS IEePBBHIX [Ba
HEHYNeBBX 9YJeHA ITOrO pasiokeHuA. Tpermil maparpad COTEpIKHUT, KPoMe
TOrO, elle HOBOE IeOMETPUIeCKOe MCTONKOBAHWE KPUBH3HEI B PHMAaHOBBIX
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IIPOCTPAHCTBAX, 4 WMMEHHO WHMEET MECTO PaBEeHCTBO ; == lim
) s+ S S
0
@ — YTONI MeXAY k-BIM CONPHKACAOMIMCA IPOCTPaHCTBOM {ey, ey, ..., €.}
B TOUKe So U (k — 1)-ii HOpMAIEIO €., B TOUKe S. YIOJ MeKIY BEKTOPaMu
B IBYX PasiIm4HBIX TOYKAX KPHUBOIl onpefendercsa NP HOMOIIY I1aPallIelIbHOTO
TepeHoca BHOIb 3TOH KPHBOM.

, THe

Zusammenfassung

AUSSERGEWOHNLICHE PUNKTE AUF KURVEN
IN RIEMANNSCHEN RAUMEN

CESTMIR VITNER, Praha
(Eingelangt am 15. Oktober 1958)

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung von aussergewGhnlichen
Punkten auf analytischen Kurven M(¢) in Riemannschen Réumen. Ausserge-

wohnliche Punkte sind solche, in welchen die absoluten Ableitungen bm ,

dt
2 n
Dd;:I ) e Dd:l linear abhangig sind, also z. B. singuldre Punkte und Wende-
punkte der Kurve. Vor allem geht es daraum die Kriimmungen und orientier-
ten Normalen in den aussergewdhnlichen Punkten zu definieren und explizit
zu berechnen.

In den aussergewShnlichen Punkten sind Kriimmungen und Normalen
definiert als rechtsseitiger Grenzwert der gewdhnlichen Kriimmungen und
Normalen.

Wenn M(f) eine feste Parameterdarstellung der Kurve bedeutet, so be-
zeichnen wir mit M{™ die erste von Null verschiedene absolute Derivierte im
aussergewohnlichen Punkt ¢ = 0. Es sei M{®* in der Aufeinanderfolge die
erste weitere absolute Derivierte, die von M{® linear unabhingig ist. Auf
diese Weise fortschreitend kénnen wir ein System von Vektoren definieren
M, M2, . M) derart, dass «, die kleinste Zahl von der Beschaffenheit
ist, dass die Vektoren M{™, ..., M{*), 1 < i < n linear unabhingig sind.

Bezeichnen wir mit zx; die k-te Kriimmung und mit e, die k-te Normale im
aussergewShnlichen Punkt, so gilt:

ey — VSimsSin(os — Dl — Dlovy — ) oo (Oy = 00) e

Sl Su(0ttg — Dok — ovg) <. (0 — ) 0+
Ek=1,..,n—1,
ek‘lz—'l_—li‘:“: _1:93 s My WO

V/Se—1Sx



(M2, ME), ..., (M, MGP)
Sk T | s e et et s eo s et e cne 5
(M(()“Ic), nga)), s (M(o"‘k), ngk))

(M((]”‘x), ngl.)), ey (Mg"l)’ Mgo‘k—l))’ Mg"j.)
T ist.
(MG, MED), ..., (MED, M=), MG

Diese Formeln bilden im wesentlichen den Inhalt der Satze 2,2 und 2,3. Der
zweite Abschnitt (Paragraph) enthélt noch die Satze 2,4 und 2,5. Der erste
von beiden untersucht die Anderung der Orientierung der Normalen und der
begleitenden n-Kante in der Umgebung des aussergewdhnlichen Punktes.
Der zweite dagegen untersucht die Anderung der Orientierung der Normalen
und der begleitenden n-Kante bei Anderung der Orientierung der Kurve.

Der dritte Abschnitt enthilt die verallgemeinerten Frenetschen Formeln
fiir den Fall eines aussergewdhnlichen Punktes und endlicher Kriimmungen
(Satz 3,1) und die Entwicklung der Kurve in der Umgebung des aussergew6hn-

1
lichen Punktes nach Potenzen von sz, worin s den Bogen bedeutet (Satz 3,3);
hier sind auch explizit die ersten zwei von Null verschiedenen Glieder dieser
Entwicklung berechnet. Der dritte Abschnitt enthélt noch eine neue Inter-
pretation der Kriimmungen in Riemannschen Ré&umen. Es gilt nimlich:
%, = lim -sﬁ”-s— worin w;, den Winkel des k-ten osculierenden Raumes
88+ k° T °0

{eg, €y, ..., €.} im Punkte s, mit der £ — l-ten Normalen e,—; im Punkte
8o bedeutet. Der Winkel der Vektoren in zwei verschiedenen Punkten der Kurve
ist definiert durch Paralleliibertragung lings der Kurve.
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