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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 86 (1961), Praha

STUDIE FOKALY, II

FRANTISEK SEDLAK, Praha a LapisLav KosMmAk, Brno
(Doslo 28. kvétna 1960)

Prace navazuje na prvni &ast studie a jsou v ni poddny jednoduché dikazy
dalSich vét o fokdle.

5. Rovnice fokaly. Nechf je ddna jednoduchd*) skupina &ty pfimek, v niZ 4,, 4,
a A,, A, jsou dva pary prot&jsich vrchold, a necht GseSky 4,4,, A4, jsou zakladni
tse&ky dvou libovoln& orientovanych podobnych svazkd kruZnic. Zvolme v afinni
roving pravouhlou soufadnicovou soustavu a oznalme u,, u, jednotkové vektory
s po&atednim bodem v po&atku soufadnic a s koncovymi body (u;, vy) resp. (u,, 1),
souhlasné rovnob&Zné s orientovanymi osami danych svazkd kruZnic. Déle oznaéme
S; = (s1, 1) resp. S, = (s,, t,) stfed wsetky A4, resp. A;A,, a necht je ¢ = d,/dy,
kde d; = A,A,, d, = A;A,. Pak stfedy sob& odpovidajicich kruznic danych svazk®
jsou body

€Y Pi(r) =Sy +uy.7, Pyr)=8,+uyr.c,

kde r nabyva vSech redlnych hodnot. Ozna&ime-li X(r) = (x, y) prise&ik sob& odpo-
vidajicich kruZnic o stfedech Py(r) = (py, 41), P2(r) = (P2, 42)s pak plati

2 d2
G-pP+G-a) =L4r, (-pf o) =2 are,
a tedy vzhledem k (1)

(= 52 + (0 — ) — 2[(x — )y + (v — 1) 0] = f:-

dZ
(x =52+ (y = 1) = 2rc[(x — sx) up + (y — 1) 5] = I2
Vyloudenim parametru r dojdeme k rovnici tvaru

2 fx, y) = kx® + kyx®y + kaxy® + kyy® + ksx? + kexy + kqy? +
+ kgx + kgy + klO =0,

*) Tj. takovd, Ze 4dné t¥i z danych &ty¥ pfimek neprochazeji tym# bodem ani nejsou navzijem
rovnobézné; viz [1], odst. 2.
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v niZ
() ki =k;y=cu,—uy,
ky =ky=cv,— vy,
ks = ugs; + 2ussy + vit; — c(uys, + 2uzs; + vy1y),
ke = 2[usty + v15p — c(uats + 0551)]
ky = uys; + 205ty + vyty — c(uys, + 202t + v5t,),

2 2
d
k10 = C <S% + t% - %1‘) (Szuz +‘ t21]2) - <S§ + t% - f) (u181 + vltl) -

Jestlize tedy neni kI + k3 = 0, je k¥ivka f(x, y) = O tfetiho stupné. Je-li k, = 0,

k, = 0,jeu; = cu,; protoZe viak |u,| = |u,| = 1lac > O,musibytc = lau; = u,.
V tomto pfipadé jsou tedy zékladni GseCky rovnobézné a stejné dlouhé a svazky kruz-
nic jsou souhlasné orientovany. Vzhledem k tomu, Ze pak R

ke

keky — (7>2 (s~ 52 + (4 — 1] <0,

je k¥ivka f(x, y) = 0 kuZelosetka typu hyperboly. Kf¥ivka f vZdy prochézi body
Ay, ..., Ay Je-li f sloZena kuZeloseCka, musi tedy byt tvorfena diagonalami A;A;
a A,A,. Snadno se vSak zjisti, Ze prisecik téchto diagonal leZi na k¥ivce f jen tehdy,
kdyZ jsou diagonaly navzijem kolmé. Obracené, kdyZ se diagonaly protinaji kolmo,
je jejich priise¢ik vzdy bodem kiivky f (jakoZto priise&ik kruZnic opsanych nad za-
kladnimi dse&kami jako priiméry). Kazda z diagonal 4, 4,, 4,4, pak protina kuZelo-
seCku f ve tfech bodech a musi tedy byt jeji komponentou.

Oznadme F kiivku tfetiho stupng o rovnici F(x, y, z) = 0, kter4 odpovida kiivee f
v projektivni roving; je-li f kuZelosecka, rozumime pod F kfivku sloZenou z f a z pfim-
ky z = 0. Z (3) plyne, Ze F obsahuje priisetik A5 pfimek 4,4, a A34,; stadi zvolit
soufadnicovou soustavu tak, aby bod 45 mé&l homogenni soufadnice (O, 0, 1). Casto
bude vyhodné studovat misto f kfivku F, ktera je vzdy tfetiho stupné a na niZ Ize
prenést pojmy a véty tykajici se k¥ivek tfetiho stupng (viz nap¥. [3], [4]).

Na zékladg pfedchozich tivah mtizeme tedy vyslovit vétu:

Véta 5.1. Je-li jednoduchd skupina CtyF pFimek reguldrni, pak fokdla f ji uréend
je krivka tfetiho stupné; v opacném pripadé, kdy pFimky skupiny omezuji rovno-
béznik, je fokdla kuZelosecka typu hyperboly, kterd degeneruje prdvé tehdy, kdyZ
zminény rovnobéZnik md kolmé uhlopricky.

wevr

6. Protéjsi body fokaly. Z definice fokaly jako priseku svazki kruznic plyne, Ze
libovolné dva pary protéjsich vrcholl skupiny se z kaZzdého dalsiho bodu fokaly pro-
mitaji osové symetrickou Ctvefici pfimek; pomoci v&t 2.1 a 3.3 se zjisti, Ze jedna osa
symetrie pili tihly seviené pary promitacich pfimek prochézejicich prot&jsimi vrcholy
dané skupiny. Lze dokazat, Ze tato vlastnost je pro body fokaly charakteristicka.
Plati tedy: '

353



Véta 6.1. Fokdla uréend jednoduchou skupinou pFimek P je vytvoFena prdvé témi

vevr

body, z nichZ se dvojice protéjsich vrcholii této skupiny promitaji osové symetrickou

skupinou pFimek, jejiZ jedna osa pili uhly pfimek prochdzejicich protéjsimi vrcholy
skupiny P.

Poznidmka. Z vlastnosti rovnobéZnych tefen kuZelosetek, te€en paraboly a
asymptot hyperboly plyne, Ze véta zlstdva v platnosti i pro nevlastni body fokaly,
pfeneseme-li do projektivni roviny pojem protéjsich bodl z odst. 2; v tomto p¥ipadé
zaroven objasiiuje véta definici kfivky F.

Na zakladé véty 6.1 dokaZeme tuto dileZitou vétu:

Véta 6.2. Fokdlu Ize uréit kteroukoliv jednoduchou étverici pFimek s protéjsimi
vrcholy ve dvou pdrech ohnisek kuZelosetek dotykajicich se vSech pfimek dané
skupiny.

Dtkaz. Necht Py, P, a Q;, Q, jsou ohniska kuZelosetek, které se dotykaji pfimek
dané jednoduché ¢tvefice Py, a necht tyto body jsou prot&jsimi vrcholy jednoduché
skupiny P,. Nejprve dokaZeme: :

a) Existuje jednoduché &tvefice P’, kterd m4 s P, spoledny jeden par prot&jsich
vrchold a mé dalsi dva protéjsi vrcholy budto-v P, P, nebo Q;, Q,.

Kdyby tomu tak nebylo, musely by body P,, P, leZet na dvou riznych diagonélach
skupiny P, a spojnice P, P, by musela prochizet vrcholem skupiny, ktery neleZi na
zmin&nych diagonélach; totéZ by platilo pro body Q;, Q,. Pak by na né&které diago-
nale musely leZet 8ty¥i navzajem riizné body fokaly F, odpovidajici skuping Py, takZe
by tato diagonala musela byt komponentou fokaly. Snadno se vSak ovéfi, Ze plati:
Diagonala skupiny P, je komponentou pfislusné fokaly F, pravé tehdy, je-li osou
symetrie skupiny P,.

Je-li nyni né&ktera diagonéla skupiny P, osou symetrie této skupiny a prochazi-li
jednim z bodd P,, P, nebo Q,, Q,, musi prochazet i druhym; to je vSak spor, nebot
tyto body leZi na riznych diagonaldch. Neni-li P, osové symetricka, neleZi na Zadné
diagonale vic neZ tfi body fokaly (jinak by diagonala byla komponentou fokaly
a tedy osou symetrie skupiny), coZ je spor.

b) Podle znamé véty o kuZelosekach plati: Tedny vedené danym bodem ke kuzelo-
sefce a spojnice tohoto bodu s ohnisky tvofi osové soumérnou &tvefici primek, jejiz
jedna osa oddéluje ohniska i te€ny.

¢) Oznaéme F’, F, fokaly odpovidajici v projektivni roving skupindm P’, P,.

Necht P, obsahuje dva. pary rovnob&zek. Pak P, je stfedov€ soumé&rni a zfejmg
i P’ je tvofena dv€ma pary rovnobéZek. K¥ivky F,, F’ maji spole¢nou nevlastni pfim-
ku; oznatme H,, resp. H' jejich dal§i komponentu. Dale oznaéme A4,, A;-a 4,, A,
prot&jsi vrcholy skupiny P; anecht 4,, 45 a P,, P, jsou prot&jsi vrcholy skupiny P’.
KuZelosetka H, prochazi body P;, P,; z véty uvedené sub b) a z véty 6.1 plyne, Ze
body A4,, A, leZi na kiivce H’. KuZelosecky H,, H’ tedy splyvaji, nebot maji Sest spo-
leénych bodti.
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Necht za druhé P, je reguldrni. Pak z rovnice (2) plyne, Ze na F, leZi jediny realny
nevlastni bod o soufadnicich (— k,, ky, 0). JestliZe tedy skupiny P;, P’ nemaji spo-
ledny nevlastni vrchol, miZe nejvys jedna z nich obsahovat jednu dvojici rovnob&Zek.

Z véty uvedené v &asti b) a z véty 6.1 plyne, Ze kiivka F’ prochazi v§emi vrcholy
skupiny P, (v&etn& event. nevlastniho); pfitom dvojice vlastnich prot&jsich vrchold
skupiny P, jsou ohniska kuZelosetek dotykajicich se p¥imek skupiny P’. Opét podle
véty b) spojnice libovolného vrcholu skupiny P’ s dvéma pary prot&§ich vrchold
skupiny P, tvoii tedy osov& symetrickou skupinu vyhovujici podminkdm véty 6.1,
tak¥e podle této vty také viechny vrcholy skupiny P’ le?i na F,. K¥ivky F,, F’ maji
tedy 10 spole¢nych bodi, takZe jsou totoZné.

Snadno se nahlédne, Ze body Qy, @, jsou ohniska kuZelosecky, ktera se dotyka
pfimek skupiny P’; stadi spojit tyto body s dvéma prot&j§imi vrcholy spoleénymi
skupinam P’, P, a pouZit véty uvedené sub b). Pfedchozi tivahu Ize tedy opakovat pro
skupiny P’ a P,. Tim je véta 6.2 dok4zéna.

Pojem protéjsich bodi tedy nezavisi na volb& skupiny piimek, ktera fokalu urcuje.
Z vét 6.1 a 6.2 plyne, Ze dvojice protgjsich bodi se z libovolného bodu A dané fokaly
promitaji osov€ symetrickym systémem primek; osu symetrie, ktera oddéluje pary
protéjsich bodti, nazveme hlavni osa v bod€ A4 a oznacime o,.

Vyznaénou vlastnost ma bod fokaly, ktery je prot&jsi k jejimu nevlastnimu bodu.
Plati totiZ:

vevr

Véta 6.3. Md-li fokdla F jediny nevlastni bod a je-li P bod k nému protéjsi, pak
soucin vzddlenosti bodu P od dvojic protéjsich bodu fokdly je konstantni.

Ditkaz. Necht 4, 4’, B, B’ a C, C’ jsou dvojice protg&jsich vrcholl jednoduché
skupiny P, kterd urduje danou fokéilu, a nechf Zadny z téchto bodd nesplyva s P.
Skupina P zfejmé pak neobsahuje rovnobézky a bod P je ohniskem paraboly uréené
Styfstranem P. Podle zndmé véty je tedy bod P priseéikem &tyf kruZnic opsanych
trojiihelnik@m, tvofenym vZdy tfemi pf¥imkami skupiny P. Necht k,, k, jsou dvé&
z t&chto kruZnic a necht k, prochézi vrcholy 4, 4’, C, kruZnice k, vrcholy B, B’, C;
zvolme oznadeni tak, Ze ve vrcholu C se protinaji pfimky 4B’ a A’B. Pak z vlastnosti
obvodovych hld na kruZnici plyne, 7¢ « PAA’ = <« PB'Ba « PBB' = « PA'A,
takZe trojiihelniky PAA’ a PBB’ jsou si podobné a plati

PA:PB = PB:PA', tak’e PA.PA' = PB.PB .
Vzhledem k liboviili ve volbé skupiny P je tim véta 6.3 dokazana.

7. Dvojnasobné body. Rozbor specialnich pripadi.

Véta 7.1. Vlastni bod fokdly urcené jednoduchou skupinou P je dvojndsobny prdvé
tehdy, kdy? je stfedem kruZnice, kterd se dotykd vSech pfimek skupiny P.

Dikaz. I. Necht S je vlastni dvojnasobny bod fokaly F a S’ bod k nému proté&jsi.
Bod S nelezi na Zadné pfimce skupiny P, nebot pak by tato piimka byla komponentou
fokaly, coZ neni mozZné. LeZ-li S na diagonéle skupiny P, potom, jak vime z diikkazu
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véty 6.2, je tato diagonéla osou symetrie skupiny P a s komponentou fokaly F. Tedy
S je prisedikem diagonal jen v piipadég, Ze pfimky skupiny omezuji étverec nebo koso-
Stverec, a pak S = S” a S je stfedem vepsané kruZnice. JestliZze S leZi nejvys na jedné
diagondle, pak ani S’ neni prisedikem diagonal a existuje tedy takové dvojice protgj-
§ich vrchold P, P’, 7e Zadny z bodi S, S" neleZi na diagonéale P, P’. Pfipustme, Ze
S + S'. Pfimka SS’ neprochazi 4dnym vrcholem skupiny P (jinak by byla kompo-
nentou fokaly). P¥imky SP, SP’, S'P, S'P’ tvofi tedy jednoduchou skupinu, jeji vie-
chny vrcholy podle vét 6.1 a 6.2 leZi na F. Na pfimkach SP, SP’ leZi tedy dvojna-
sobny bod S a dalsi dva navzajem riizné body, coZ je spor. Je tedy S = S’, takZe bod S
leZi na né&které z os kaZdého hlu sevieného pfimkami skupiny P.

II. Necht S je stfed kruZnice dotykajici se pfimek skupiny P. Pokud S leZi na dvou
diagonalach této skupiny, jde o piipad &tverce nebo kosodtverce a bod S je podle véty
5.1 dvojnasobny. LeZi-li S nejvy$ na jedné diagondle, existuji dva pary proté&jsich
vrchold A4, A’ a B, B’ takové, Ze S neleZi ani na A4’ ani na BB’. Z bodl 4, 4', B, B’
miZe byt nejvys jeden nevlastni; zvolme oznadeni tak, Ze body 4, A jsou vlastni.
Pfipustme, Ze S neni dvojnisobny bod. Pak na spojnici AS leZf jediny dalsi prisecik Q
s fokalou F; oznadme Q' bod k nému prot&j§i. JeZto S leZi na osdch Ghld p¥imek
skupiny Pa 4’Q £ A'S,je Q = Q' + S a bod Q' leZi na pfimce A4S, ktera tedy obsa-
huje Sty¥i navzajem riizné body fokély F, coZ je spor. Tedy S je dvojnésobny bod a véta
7.1 je dokazana.

Prvni klasifikace pfipadd, kdy se fokala rozpada, byla poddna ve vét& 5.1. Zbyva
tedy piipad, kdy skupina P, urdujicf danou fokalu, je regularni. Snadno se zjisti, Ze
vlastni pfimka je komponentou fokaly pravé tehdy, kdyZ je diagondlou a osou sy-
metrie skupiny P; fokala tedy ma nejvys§ dv& vlastni pfimky za komponenty. Pfipad, -
kdy dvé& diagonaly skupiny P jsou jejimi osami symetrie, byl vySetfen ve vét€ 5.1.
Ma4-li P jen jednu takovou diagonélu, je fokdla sloZena z této diagondly a z kruZnice
opsané ¢tyrahelniku omezenému pfimkami skupiny P. Priisediky této pfimky a kruz-
nice jsou stfedy dvou kruZnic, které se dotykaji pfimek skupiny P. Spravnost tohoto
tvrzeni se ov&fi pomoci vlastnosti obvodovych thl kruZnice.

V ostatnich pfipadech je fokéala nerozloZitelnd; ma-li takovéa fokdla dvojndsobny
bod, nazyva se strofoida. Bez dlikazu uvadime, Ze strofoida je upatnici paraboly
urdené osami vn&jsich Ghld skupiny P (viz [2]).

8. Zavér. Je znAmo mnoho daliich vlastnosti a konstrukei fokdly. Vybrali jsme
z nich v této studii n&kolik, které jsou zajimavé a daji se dobie zvladnout jednoduchy-
mi prostfedky. I kdy# vySetfovani specidlnich k¥ivek je dnes jiZ zcela uzavienou kapi-
tolou geometrie, miZe snad v tomto pojeti oZivit tradini materidl elementarni
geometrie.
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Pe3rome

U3YUYEHUE ®OKAJIbHOV KPUBOH, I

®. CEIUTAK (F. Sedldk), Ilpara, u JI. KOCMAK (L. Kosmdk), Bpro

PaccMaTpuBaeTcs ypaBHeHHe (HOKaIbHON KPUBOM M XIPUBOIATCS SJIEMEHTapHEIC
JOKa3aTeNbCTBA HEKOTOPHIX €e CBOMCTB.

Zusammenfassung

STUDIE DER FOKALE, II ®

F. SepLAK, Praha und L. KosMAK, Brno

Man untersucht die Gleichung der Fokale und gibt elementare Beweise einiger-
Eigenschaften der Kurve.
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