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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 87 (1962), Praha

ZUM STUDIUM DER UMSCHWUNGSTRAHLFLACHEN
MITTELS DER METHODE DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Oto OBURKA, Brno

(Eingegangen am 19. Oktober 1960)

In der vorliegenden Arbeit soll bewiesen werden, dass das System der
Differentialgleichungen (1) im dreidimensionalen Raum — bis auf Kollineatio-
nen — nichtabwickelbare Regelflichen charakterisiert, die durch Rotation
einer Geraden um die o-Achse bei gleichzeitiger harmonischer Schwingung
in der o-Richtung erzeugt werden koénnen (W. KAuTNYsche ,,Umschwung-
strahlflichen‘‘). Da auf diesen Flichen, die offenbar in der Kinematik eine
wichtige Rolle spielen, die uneigentliche Kurve sowie die Striktionslinie bi-
konjugierte Leitkurven der Fliche nach A. TerRracmu darstellen, kon-
nen diese zwei Kurven als Grundkurven eines einzigen R-Systems von
Kurven auf der Fliche gewidhlt werden, deren Tangenten die Segresche W-
Kongruenz bilden. Dadurch wird eine gewisse beachtenswerte asymptotische
Transformation der Flichen des angefiihrten Typus definiert, die in einer fol-
genden Arbeit studiert werden wird.

1. Einleitung. Gegeben sei das System der Differentialgleichungen

(1) _qi}_z=_hnzsinntgz_*_aiif_}_ahnzsinnt ’
de? ) dt dt 1)
2
_d_z.z.éﬂ— 1+Q Z,
d? o dt 1)

in welchen die Grossen a, b, h, n Konstanten darstellen, ¢ die unabhingige Ver-
dnderliche und w = hn cos nt — ab = 0 ist. Durch Elimination von z aus den beiden
Gleichungen des gegebenen Systems (1) entsteht eine gewohnliche lineare und homo-
gene Differentialgleichung vierter Ordnung fiir y, und analog entsteht durch Elimi-
nation von y eine Gleichung fiir z. Seien nun y®, z( (wobei i = 1, 2, 3, 4) die vier
Losungen der ersten bzw. der zweiten dieser Gleichungen vierter Ordnung, und zwar
die linear unabhingigen Fundamentalsysteme, wobei jedes Paar y® und z? mit
festem i das System (1) erfiillt.
Die weitere Voraussetzung sei ein euklidischer Raum E; mit einem kartesischen
Koordinatensystem (0}7_2)), in welchem die Koordinaten eines Punktes durch
Y@ 3@ 43

I mit x® %0
@ 1@ @

X
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gegeben sind. Nebstdem sei S; ein projektiver Raum, der aus E; durch Erweiterung
um die Punkte der uneigentlichen Ebene x(* = 0 entsteht, so dass also xV, x®),
x®, x® (nicht alle gleich Null) homogene Koordinaten des Punktes x dieses er-
weiterten Raumes darstellen. Dann beschreibt der Punkt y bei verinderlichem z eine
eindimensionale Mannigfaltigkeit, die wir als Linie C, bezeichnen wollen; Zhnlicher-
weise beschreibt der Punkt z die Linie C,. Die Verbindungslinie beider Punkte y, z
(die zu demselben ¢ gehoren) ist die Gerade p = [y, z], welche die Regelfiiche R,
mit den Leitkurven C,, C, erzeugt. Der Kiirze wegen werden wir die Fliache R, als
Integralregelfliche des Systems (1) bezeichnen. Daraus ist leicht zu ersehen, dass man

®) y =M, y?, y*,y®) = (acos t,asint, hsinnt, 1),
z = (2, 29,23, z¥) = (—sint, cos t, b,0)
setzen kann.
Der Punkt zistalso ein uneigentlicher Punkt der Geraden p = [y, z] der Fliche S,
d. h.ihre Leitkurve C, isteine uneigentliche Kurve der Fliche (ihre Kurve im Unendli-

chen). Ein anderer beliebiger Punkt x der Geraden p stellt die lineare Kombination
der Punkte y, z von der Form

(3) x=y + uz

dar, wobei u der zweite Parameter des Punktes x auf der Fliche ist. Wenn wir die

Gleichung (3) schrittweise fiir alle Koordinaten des Punktes x entwickeln, erhalten
wir :

) XV =gcost—usint, x® =asint + ucosz,
x® = hsinnt + b, x® =1.

Werden nun die Koordinaten x (wobei i = 1,2, 3) als rechtwinklige kartesische
Koordinaten im S3 interpretiert und ersetzt man in (4) die Bezeichnung laut der
Gleichungen t = o, u = v, dann sind die Gleichungen (4) identisch mit jenen der
Arbeit [3], Seite 170. Daraus ergibt sich folgender Satz:

Satz 1. Dielntegralregelflachen R,, der Differentialgleichungen des Systems (1)
sind projektiv dquivalent den Flichen, die durch gleichzeitige Rotation einer Ge-
raden und ihre Schwingung in Richtung der Rotationsachse entstehen (W. Kautny-
sche ,,UmschwungstrahZﬂdchen“). Dabei haben die Konstanten a, b, h,n die gleiche
Bedeutung wie dieselben in der Arbeit W. Kautnys [3].

Auf Grund der Anwendung klassischer Formeln der Flichentheorie des euklidi-
schen Raumes istin der erwZhnten Arbeit eine ganze Menge von Eigenschaften des
angeflihrten Flachentypus erforscht worden. So erscheinen dort beide quadratische
Differentialgrundformen und wird das System der asymptotischen Linien bestimmt.
Das Studium des Netzes der Kriimmun gslinien auf der Flache ist jedoch nicht durch-
gefiihrt worden.

Zwei der asymptotischen Linien (sog. Liesche Asymptotenlinien) der Fliche R,
sind nach einem bekannten Satz die Komplexkurven der Fliche (WILCZYNSKISCHE
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,»involute curves*) und deshalb kann man sie ohne Integration bestimmen, weil die
Fliche dem linearen Komplex Q2 von der Gleichung in Pliickerschen Koordinaten

bpi; + apss =0
angehort. Tatsachlich ist nach (2)

y®, zW] lacost, —sint

P12 = y@ 2@ T lgsint, cost|
_ y3, 23 __|hsinnt, b b
P23 y(4)’ 2@ T .0 .

Die Komplexkurven werden dann durch den Punkt y + uz umschrieben, wo u den
einen oder den anderen Wurzelwert der Gleichung

(%) aw — bu?> =0

bezeichnet (siehe [3], Seite 186, Gl. (23)). Wir erwshnen noch, dass unter Voraus-
setzung kartesischer Koordinaten die C,-Linie eine Trajektorie der erzeugenden Be-
wegung des Punktes (a, 0, 0) ist; sie ist gleichzeitig eine Striktionslinie der Fliche.

Die Flichen kénnen — analog zu den Schraubflichen — in offene (a = 0), geschlos-
sene (a = 0), schiefe (b + 0) und gerade (b = 0) Flichen eingeteilt werden.

Da fiir die Konstante b die Beziehung b = cotg y gilt, wo y die Abweichung der
Erzeugenden von der z-Achse des Koordinatensystems darstellt, hat die Fliche einen
Rotationsrichtkegel mit der Achse z,sodass C, entweder ein uneigentlicher Kreis oder
eine uneigentliche Gerade ist. Daraus folgt, dass die Fliche der Zentraltangenten der
Fliche R,, von demselben Typ mit denselben Werten der Konstanten a, n, h ist,
wobei nur die Konstante b durch die Konstante — 1/b ersetzt wird.

Vom Standpunkt der projektiven Geometrie aus gesehen, beruht das Studium der
Integralfliche R, bekanntlich (siehe [2], Kap. IV) auf dem System der Differential-
gleichungen ([2], Seite 186, Gleichungen (11))

(6) Y =(0'-2b)y +2az +(—b +b0 +ac—b"—B—j)y+
+(@ —a® + 4z,
2= =2y +(@ +2b)z +(-¢ +c@ —C)y +
+ (' - b0 +ac—b*+B—j)z.
(Hierist an Stelle der Bezeichnungen a, b, ¢ die Bezeichnung a, b, ¢ gewahlt worden,

damit keine Kollision mit der Bezeichnung der Koeffizienten im System (1) entstehen
konnte.)

Durch Vergleich der Koeffizienten von (1) und (6) erhalten wir
hn*sinnt -

Q) ® —-2b=——""—"", 2a=a,
o

—b +b0" +ac—b*—-B—j=0,
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2 .
_ _ : ahn® sin nt
a —00' + A = ——"—,
cu

——2c=?—, O +26=0, —c +c® —-C=0,
() : :

b — b 2 — b b
b'~b@’+ac-.—b2+B—~j=_(1+g__>.
»
Aus diesem System folgt nun
(8) @/=_lhn28innt’ E_:g, __=1hn2sinnt,
2 w 2 4 o
2-
co-ib, 4 dakismm
2w 4 w
B="5@2‘[2‘0("2+2)cosnt+3hn3sin2nt],
®
C = 3 bhn® sin nt ’
4 w?
.1 lab 1 hK?n*sin’nt
j=s+:= - =
2 40 16 w?

Aus diesen Formeln erhalten wir die Ausdriicke fiir die Diskriminanten

: o 2,4 6in2 nt
9) . b2—ac=1a—b+—1—hn sin® n

' 4 ® 16 ?
und :

Lo . hznz :
10) ... B — AC = e [2w0(n® + 2) cos nt + 3hn® sin® nt]* —

w
9 abh®n* sin® nt
16 3

Dabei ist der Determinant
(11) o =1y, z,¥,2"7] = nhcosnt — ab,

und
O = %10g|nhcosnt — o|.
1. Die Gleichung @ = 0, oder auch
ab

(12) nhcosnt —ab =0, d.i. t= ! arcoos 22
n nh

charakterisiert die Torsalgeraden der Fliche. Dié Voraussetzung iiber w + 0 ist also

mit jener dquivalent, dass die betrachtete Erzeugende [y, z] der Fliche R,, keine
Torsalgerade ist. '
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2. Wie bereits bekannt, stellt die Gleichung

(13) u' +a+2bu+cu>=0

die Riccatische Differentialgleichung des Systems der Asymptotenlinien der Fliache
dar (verschieden vom System der erzeugenden Geraden); oder mit anderen Worten
ausgedriickt, die Linie C,,,,, die durch den Punkt y + uz erzeugt wird, ist gerade
dann eine Asymptotenlinie dieses Systems, wenn u die Losung der Gleichung (13) ist.
Aus den Losungseigenschaften der Gleichung von Riccati folgt, dass die System-
linien auf den Erzeugenden projektive Punktreihen bestimmen. Systeme von Flichen-
linien, welche diese Eigenschaften aufweisen, werden wir als Riccatische Systeme
(Doppelverhiltnissysteme) bezeichnen; demnach gehdrt zu diesen auch das System der
Asymptotenlinien der Fldche.

3. Die Gleichung
(14) Fluy=A+ 2Bu + Cu* =0,

deren linke Seite die sogenannte fleknodale quadratische Form F(u) der Fliche R,,
darstellt, charakterisiert ein Paar sogenannter Fleknodallinien der Fliche; anders
gesagt, die Linie C, ., ist gerade dann eine Fleknodalkurve, wenn u die Losung der
Gleichung (14) ist. (Das Verschwinden des Diskriminantes (10) stellt die notwendige
und hinreichende Bedingung dar, dass die beiden Fleknodalkurven zusammen-
fallen.)

2. R-Systeme von Kurven auf der Fliche R,,. Mit der Theorie der R-Systeme von
Iy(urven auf nichtabwickelbaren Regelfiichen haben sich eingehend der ruménische
Mathematiker O. MAYER [6] und der deutscke Mathematiker M. BARNER [1] befasst.
Aus der Fiille der im Zusammenhang mit diesen Systemen definierter Begriffe wollen
wir wenigstens den Begriff des sogenannten Grundkurvenpaares des R-Systems
anfiihren. Ist ndmlich

(15) u' +a+2Bu +yut =0

die Riccatische Gleichung des erwogenen R-Systems, das mit dem System der Asym-
ptotenlinien nicht identisch ist, dann ist

(16) «—a+2B-Dbu+(y—cu*=0

die Gleichung beider Grundkurven des erwogenen R-Systems. Offenbar ist dies der
Ort der Punkte der Flache R, in welchen die Tangente der Systemlinie eine asympto-
tische Tangente der Fliche ist.

Auf der Fldche R, existieren einige bedeutsame R-Systeme, die fiir unsere weiteren
Erwidgungen von grundsitzlicher Wichtigkeit sind.

a) Vor allem ist dies das Liniensystem von der Gleichung
(17 u =0
das ist mit u = konst. Die Linie C, ., dieses Systems weist eine einfache geometrische
Bedeutung auf: Jeder Punkt y + uz dieser Linie hat dieselbe Entfernung vom Zentral-~
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punkt y der Erzeugenden [ ¥, Z], auf dieser Geraden gemessen. Wir kdnnen also sagen,
dass diese Kurven ein System der Aquidistanten der Striktionslinie darstellen. Und
tatséchlich, weil doch die Koordinaten des Punktes z = (— sin 1, cos t, b, 0) (siche
Gl. (2)) die Relation

(= sinf)® + cos®>t + b? =1 + b* = konst * 0,

erfiillen, sind diese die mit dem Faktor (1 + b)* multiplizierten Richtungskosinusse der
Erzeugenden, so dass also u die mit dem konstanten Faktor (1 + b)~* multiplizierte
Entfernung des Punktes y + uz vom Zentralpunkt y darstellt.

Ist nun x = y + uz die parametrische Darstellung der Fliche R,,, dann bilden die
Geraden t = konst das eine Liniensystem des Koordinatennetzes und die Aqui-
distanten u = konst das andere System. Das Grundkurvenpaar des Aquidistanten-
systems hat nach (13) und (18) die Gleichung

(18) a+ 2bu + cu* =0,
oder
(19) aw + hn?*sin ntu — bu* = 0.

Auf Grund des Vergleiches mit (5) folgt

Satz 2. Das Linienpaar, das sich aus der Striktionslinie und aus der uneigentli-
chen Linie der Fldche R,, zusammensetzt, das Paar ihrer Komplexlinien, sowie das
Grundkurvenpaar des Aquidistantensystems (mit der Striktionslinie) bilden drei
Linienpaare einer und derselben quadratischen Involution der Flichenlinien.

b) Als zweites bedeutsames R-System der R,,-Fliche bestimmen wir das System

= u(t) der Orthogonaltrajektorien des Systems der erzeugenden Geraden. Zu diesem
Zwecke stellen wir die Riccatische Gleichung dieses Systems auf, und zwar so, dass
wir die Summen der Produkte der Richtungsparameter der erzeugenden Geraden
[y, z] und der Tangente der Linie C,+u, (d. i. die Summe der Koordinatenprodukte
der uneigentlichen Punkte z und (y + uz)’) gleich Null setzen. Es ist

z = (- sint,cost, b, 0),
(y +uz) =(—asint—u'sint —ucost,acost + u’ cost — usint,
nhcosnt + u'b, 0) ;

die gesuchte Gleichung erhilt also die Form

a + bnh cos nt _
1+ b?

Aus Gleichung (20) ist ersichtlich, dass das Aquidistantensystem ein System von
orthogonalen Trajektorien gerade dann bildet, wenn a = b = 0 ist, das ist also dann,
wenn die Flache R, eine geschlossene und gerade Fléche ist.

¢) Zu weiteren wichtigen R-Systemen der Fliche R,, fiihrt die beachtenswerte
Eigenschaft des Linienpaares C,, C,, von welchen die erste eine Striktionslinie und die
zweite eine uneigentliche Linie der Fliache R, ist. Es gilt demnach

(20) u +
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Satz 3. Die Striktionslinie und die uneigentliche Linie der Fliche R,,, welche durch
Rotation der Geraden [y, z] bei gleichzeitiger Schwingung in Richtung der Rotations-
achse entstand, bilden ein nach A. TERRACINI konjugiertes Leitlinienpaar der
Fldche.

A. Terracini definierte in seiner Arbeit [7] aus dem Jahre 1949 die Konjugiertheit
zweier Leitlinien C,, C, einer nichtabwickelbaren Regelfliche R, auf eine ziemlich
komplizierte Weise, und zwar entweder auf Grund der Abbildung des Geradenrau-
mes in die Kleinsche quadratische Hyperfliche eines projektiven fiinfdimensionalen
Raumes, oder durch die Anwendung eines quadratischen Komplexes, welcher Tangen-
tenbiischel der Fliche im Punkt y und in weiteren zwei unendlich benachbarten
Punkten der Linie C, enthélt; und auch &hnlich im Punkt z und in weiteren zwei
unendlich benachbarten Punkten der Linie C..

Eine einfachere und anschauliche Definition der Terracinischen Konjugiertheit
zweier Leitlinien ist im Satz von J. BREJCHA aus dem Jahre 1958 enthalten, den man
wie folgt formulieren kann:

Zwei (nichtasymptotische, nichtfleknodale) Leitlinien C,, C, der Regelfldche R,,
mit verschiedenen fleknodalen Linien sind nach Terracini gerade dann konjugiert,
wenn beide durch dieselben bestimmte Riccatische Systeme Ly und L, nach Dupin
konjugiert sind. '

Dabei versteht man unter dem System L, bzw. L, ein Riccatisches Liniensystem,
dessen beide Grundkurven fleknodal sind und das die Linie C, (u = 0) bzw. die Linie
C, (u = o) enthilt. Man erinnere sich, dass L, bzw. L, nichts anderes darstellt, als
nach Terracini zu C, bezw. zu C, assoziierte Kurvensysteme, d. h. mit C, resp. C,
konjugierte Kurvensysteme (siehe [7]). Die Differentialgleichungen der Systeme L,
und L, erscheinen dann miihelos in der Form

2 o3 2

(21) Li: u + hn smnt_*_ln +2cotgnt u—b—uz=0,
o)} 3 n w
1n?+2

L,: u'+a—§ cotgnt.u=0.

]

Zum Beweis des Satzes 3 ist demnach notwendig und hinreichend (nach dem Satz von
Brejcha) zu beweisen, dass die Systeme L; und L,, die durch die Differentialgleichun-
gen (21) von Riccati gegeben sind, konjugierte Systeme sind, d. h. dass die Tangenten-
paare zu den Linien des Systems L, und L,, die durch den allgemeinen Punkt x =
=y + uz der Fliche hindurchgehen, das aus der asymptotischen Tangente im
Punkte x und der erzeugenden Geraden, welche gleichfalls durch den Punkt x hin-
durchgeht, zusammengesetztes Paar harmonisch teilen.

Die Werte u' fiir diese Fldchenlinien im Punkte x sind gemiss den Differential-
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gleichungen (21) und gemiss der Differentialgleichung der Asymptotenlinie der
R,,-Fliche § durch folgende Beziehungen gegeben

2 o 2 2 b
(22) uy = — hnsinnt 1+ cotgnt | u + —u?,
[0 3 n w
2
u'2=——a+1n+2cotgnt.u,
3 n R
, a 1 hn*sinnt 16 ,
U3 = — = — ——————— U + - —u";
2 2 () 2w
0 .

Das Doppelverhiltnis dieses Quadrupels ist

Uy — Uy
womit die Konjugiertheit beider Systeme L; und L,, die durch die Riccatische Glei-
chungen (21) gegeben sind, zur Génze als bewiesen erscheint. Hiemit ist auch Satz 3
-als bewiesen zu betrachten.")
Fiigen wir noch hinzu, dass die Striktionskurve C, sowie die uneigentliche Kurve C,
von Flachen der erwogenen Art nicht nur kohjugiert, sondern sogar bikonjugiert
nach A. Terracini sind. Aus den Gleichungen (8) folgt ndmlich, dass der Ausdruck

(24) N =3 — ac’ + 4abe
gleich Null ist, und deshalb gilt ebenfalls die Bezichung
(25) 30'N — oN’' + 12NB =0,
wobei
(26) 0= g =<

a ¢

ist. Die Beziehung (25) ist jedoch eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Bikonjugiertheit der Leitlinien C,, C, der Fliche R, (siche J. KLAPKA [5], Seite
164). Die Behauptung ist hiemit als bewiesen zu betrachten.

1) Der Beweis des Satzes 3 konnte auch in kiirzerer Form durch die Anwendung des Satzes 3,1
der Arbeit [5], Seite 163, durchgefiihrt werden. Der besagte Satz lautet namlich:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konjugiertheit der Leitkurven Cyu C, der
Integralfliche Ry, des Systems (6) stellt die Gleichung

23) aC+cA=0

dar. Die Gleichung (23) lasst sich auch tatsachlich leicht aus dem Gleichungssystem (8) ableiten.
Die Kiirze dieses Beweises ist jedoch nur eine scheinbare, denn sie setzt die Kenntnis der Bedeu-
tung der Gleichung (23) voraus. Der friither durchgefiihrte Beweis wendet mehr gcometrische
Begriffe an, wie zum Beispiel Terracinische assoziierte Systeme Ly, L,. Ihre Gleichungen wurden
abgeleitet und ihre Konjugiertheit bewiesen als Beispiel fiir die Anwendbarkeit des Satzes v
J. Brejcha zum Studium eines konkreten Falles.
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3. Transformation der Fliche R, mittels der Kongruenz W. Der Satz 3 ermdglicht
die Einfiihrung einer einfachen Transformation der Flache R,, mittels der Kongruenz
W. Die Theorie der Segreschen W-Kongruenzen (d. i. der Geradenkongruenzen, deren
beide fokale Flichen Regelflichen sind) hingt wiederum eng mit der Theorie der
R-Systeme von Kurven auf den Regelflichen zusammen (siche z..B. [4]). Es gilt der
bekannte Satz (siehe [5], Seite 171):

Die Tangenten zu den Linien des R-Systems auf einer Regelfliche Ry, bilden eine
Segresche W-Kongruenz, fiir welche die Fldche R, eine der fokalen Fldchen gerade
dann ist, wenn das R-System axial ist.?)

In der angefiihrten Arbeit sind die notwendigen sowie hinreichenden Bedinguhgén
der Axialitdt des R-Systems (Seite 172) erwogen worden und aus diesen Erwdgungen
folgt, dass '

1. diese Bedingungen zwei sind und dass

2. eine von ihnen dahin lautet, dass die Grundkurven des R-Systems nach A.
Terracini konjugiert sind (diese Grundkurven bilden ein Paar sogenannter Haupt-
kurven der Kongruenz auf der fokalen Fliche R, (siehe Klapka [5], Seite 173).
Wihlen wir also deshalb die Striktionskurve C, sowie die uneigentliche Kurve C, der
Fliche R,, als Grundkurven des R-Systems. Solcher Systeme von der Differential-
gleichung

u + o+ 28u+yu =0

gibt es unendlich viel, denn fiir die drei Koeffizienten «, f, y gibt die angefiihrte Bedin-
gung nur zwei Beziehungen an, nidmlich

(27) a=a, y=c,

wihrend also f beliebig wihlbar bleibt. Unter allen diesen R-Systemen existiert nur
ein einziges axiales, und zwar fiir

1 n*h sin nt
(28) B=— - —
2 ®
Das folgt leicht aus der angefiihrten Arbeit [5], Seite 172, Gleichung (5,1*), wo die
Bedingung fiir die Axialitdt des R-Systems unter ganz allgemeinen Voraussetzungen
gegeben wird. Die Differentialgleichung des betrachteten axialen R-Systems lautet
dann

a hn*sinnt 1b ,

(29) W+ - ——u—--—u*=0.
2 w 2w

2) D. i. also dann, wenn die biquadritische Charakteristik eines jeden Hyperboloides, welches
durch die Tangenten zu den Linien des R-Systems ldngs [y, 2] gebildet wird, in ein Quadrupel von
Geraden zerfillt.
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Die bisherigen Ergebnisse fasst folgender Satz zusammen:

Satz 4. Es existiert gerade eine Segresche W-Kongruenz, fiir welche die Flache
R,, eine der beiden fokalen Regelflichen ist und in welcher weiters die Striktions-
linie und die uneigentliche Linie der Fldche R,, die Grundkurven bilden. Diese
W-Kongruenz wird durch die Tangenten zu den Linien des axialen R-Systems von
der Gleichung (29) gebildet.

 Die weitere Frage lautet dahin, wie man die zweite fokale Fliche der betrachteten
Kongruenz bestimmen soll, oder mit anderen Worten, es soll diejenige Fliche be-
stimmt werden, die aus der Fliche R,, durch Transformation mittels dieser W-
Kongruenz entsteht.

Zu diesem Zwecke fithren wir an, dass zu jedem Punkte x = y + uz der fokalen
Fliche R,, ein Punkt X der zweiten fokalen Fliche R¥, korrespondiert und zwar so,
dass die Verbindungslinie [x, X | eine Kongruenzgerade darstellt, also eine Tangente
der Linie des axialen R-Systems von der Gleichung (29) ist. Man kann setzen

X=m(y +uz)+y +uz+uz,
das ist nach Gleichung (29)

21 -
(30) X=m(y+uz)+y'——<g—Mu~léuz>z+uz’,
2 ® 2o

wobei m so gewdhlt werden muss, dass sich X als ganze lineare Funktion des Para-
meters u darstellt, d. h. dass der Punkt X bei der Variation von u eine Gerade der
fokalen Fliche Ry beschreibt. Es ist also erforderlich und hinreichend, dass die Koef-
fizienten bei z sowie bei y in der Gleichung (30) linear sind. Die Linearitit des Koeffi-
zienten bei z fiihrt zur Gleichung

2 .
(31) mu—%+mu+%—b—u2=r+su,
w 10}

das ist zu

r+¢1+<s__n’zhsinmf)u_lbu2

2 [0} 2w

32 m =
(32 ‘

Die Linearitit des Koeffizienten bei y fiihrt zur Bedingung
(33) r+3a=0, di r=-1a.

Der Punkt der zweiten fokalen Fliche Ry,, der auf dem Kongruenzstrahl dem Punkte

x = y + uz der fokalen Fliche R, korrespondiert, ist der Punkt X = Y + uZ,
wobei

2h sin nt
(35) y=<s_"__sm)y_zz+y,,
w 2
Z=-—§£y+sz+z’.
(0]



Fiir die Bestimmung des Koeffizienten s ist es erforderlich und hinreichend auszu-
driicken, dass die Tangentialebene im Punkte X = Y + uZ der fokalen Fliche R}, den
korrespondierenden Punkt x = y + uz enthilt. Das bedeutet, dass

(36) [Y.Z,Y +uzZ,y+uz]=0.
Weil folgende Beziehungen gelten

(37)

+22 4
? y 2

1, /1Y , ab 1b , ,
—=b(=)y+|s—(1+—])|z+=-—) + 52,
2 \w w 2w

kann man aus (36) den Wert s in der Form

)

¥ (s’ wn®h cos nt + n*h? sin? nt) a , ahn®sinnt z
)

Zl

2 .
(38) g= Mhsnn + l(n - 1) cotg nt
® 3 n
bestimmen. Dann ist nach (32)
(39) m=t n—lcotgnt—léu.
3 n 2w

Es kann also folgender Satz ausgesprochen werden:

Satz 5. Die zweite fokale Fliche Ry, wird durch die Gerade [Y, Z] erzeugt,
wobei

1 1 a
Y==(n—- =)cotgnt.y — -z + y’,
3( ) gni.y =2z y
1b n*hsinnt 1 1 ,
=—-—-—y+|——+ -(n— —jcotgnt|z +z
20 o 3 n

ist. Dabei sind die Linien Cy und C,, welche durch die Punkte Yund Z auf der Fldche
R}, erzeugt werden, Hauptlinien, die mit den Hauptlinien C, und C, der ersten
fokalen Fldche R,, korrespondieren. Die Punkte y + uz und Y + uZ sind in gegen-
seitiger Korrespondenz, d. h. sie bestimmen die Gerade der Segreschen W-Kon-
gruenz, welche die Transformation R,, - Ry, vermittelt.

Dieses Ergebnis kann leicht auf eine andere Weise verifiziert werden. Es stellt sich
leicht heraus, dass bei sich dnderendem Wert von u die Schmiegebene der Kurve
C,+., des axialen R-Systems von der Gleichung (29) ein Ebenenbiischel mit dem
Triger [ YZ] erzeugt, d. h. dass die Determinanten

[y + uz, (y + uz), (y + uz)’, Y],
[y + uz, (y + uz), (y + uz)", Z]
unter Voraussetzung von (29) identisch gleich Null sind, was eine bekannte charak-

teristische Eigenschaft der Segreschen W-Kongruenz darstellt.
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Das Studium der transformierten Flidche R}, wird in einer weiteren Arbeit be-
sprochen werden. : :

Fiir die wertvollen Anregungen sowie viele Ratschlige danke ich Herrn Prof. Dr.
JiRf KLAPKA, in dessen Seminar der Differentialgeometrie in Brno diese Arbeit entstand.
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Vytah

KE STUDIU KAUTNYHO PRIMKOVYCH PLOCH METODOU -
DIFERENCIALNICH ROVNIC

Oto OBURKA, Brno

Hleddme-li k systému diferencialnich rovnic (1) pfislu¥nou nerozvinutelnou pfim-
kovou plochu R,, projektivniho prostoru S; ve smyslu teorie E. J. WILCZYNSKEHO,
snadno nalezneme, Ze je to (aZ na kolineace) plocha, definovand W. KAUTNYM
v praci [3] jakoZto plocha vytvofena rotaci pfimky pfi soucasném jejim harmonickém
kmitani ve sméru osy rotace. Zatim v§ak co W. Kautny se omezil na studium plochy
R,, pomoci prvé a druhé zdkladni diferencidlni kvadratické formy klasické diferen-
cialni geometrie, pfina$i tato prace mnoho faktd o vysSich oskulanich ttva-
rech plochy, o jejich &arach fleknodélnich a komplexovych, o soustavach R éar na
plose atd. Zvlaste zajimavé je zjisténi, Ze strikeni a nevlastni k¥ivky plochy jsou jejimi
bikonjugovanymi fidicimi k¥ivkami ve smyslu A. TERRACINIHO; z n€ho vyplyva moZ-
nost transformace plochy R,, kongruenci W C. SEGREHO V jinou pfimkovou plochu
R}, pti temZ strik&ni a nevlastni k¥ivka jsou hlavnimi ¢arami na R,,, jak je definoval
J. Krapka (viz [4]).

Prace se zabyvi projektivni geometrii Kautnyho ploch pfi libovolné frekvenci
n £ 0, nefesi proto specialni otazky geometrickych konstrukci pro partikularni hod-
noty frekvence .
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Peszrome

UCCJIEHOBAHUE JUHENYATBHIX TTOBEPXHOCTEM KAVTHOIO
METOJIOM OU®PEPEbHIIMAJIBHEIX VPABHEHUM

OTO OBYPKA (Oto Obiirka), Bpuo

Ecimi MBI MIIEM K cucTeMe JuddepeHnmansabix ypasaernii (1) cOOTBETCTBYFOLLYIO
Hepa3BePTHIBAIONIYIOCS JIMHEWYATYEO IIOBEPXHOCTE R, NIPOEXTHBHOIO IPOCTPAHCTBA
S3 mo teopum O. E. BumauHCKOrO, JETKO HaleM, 9TO 5TO IOBEPXHOCTh (Mcrcmoqaﬂ
KOJUTHHEANWH), ONpeLelIeHre KoTopoii 6610 nano B. Kayrasmv B pabore [3] 1 xoTo-
pas SABJISETCS IOBEPXHOCTHIO 0Opa30BaHHON poTanuei, BpalleHus IpsaMoi mpu ee
OITHOBPEMEHHOM KOJIeOaHWM B HAIPABJIEHHX OCH BPALICHHUS.

B T0 Bpems xak B. KayTHEI{ orpaHMHMIICS HCCIIENOBaHUEM TOBEPXHOCTH R, IpH
TIOMOLUY NEepBOil ¥ BTOPOH ocHOBHOU muddepernuansaol kBaapaTHdeckoit GopMbl
xJaccudeckoit nuddepeHnEanbHOR reoMeTpHd, IPHHOCUT 3Ta padora MHOro ¢dax-
TOB O CONpHKAcarommxcs GopMax BHICIIMX CTeNeHedl Ha IOBEPXHOCTH. 3aTeM O ee
GbNeKHONANbHBIX JMHUAX M O JIMHAAX, OTHOCAIIEXCS K JIMHEHHOMY KOMILIEKCY,
0 cucreMax R JIHHHM Ha MOBEPXHOCTH H T. X. OcobeHHO HHTEpecHO oOHapyxeHwe,
4TO JIMHHH CXATHS (CTPUKIEOHHBIS JIMHAM) K HECOOCTBEHHbIe KPHBEIE NOBEPXHOCTH
SIBJIIOTCA ¢¢ OMKOHBIOIMPOBAaHBIMY HANPAaBIAIOINMMY KpuBBIMU IO A. TeppaunHiu.
W3 3TOr0 BEITEKAeT BO3MOXHOCTH TpaHC(hOpMAIUK IIOBEPXHOCTH R, npH mOMOIIX
xoHrpysEme W no II. Cerpe B APYryio JIMHEHYATyIO IIOBEPXHOCTH Ry, Npuyem
JIMHESA CKATHA M HecOOCTBEHHAS KpHBas SBJIAIOTCS IJIABHBIMHA JIMHASMHA HA R,,, KaK
ee BeBen M. Kianxa (cm. [4]).

PaboTa 3aEMMaeTCsa OPOEKTUBHON reoMeTpHel nmosepxHocTeld KayTrHoro npu Jjro-
6ol yactoTe n #+ 0, HO3TOMY He pelllaeT CIemHaIbHBIE BOIPOCHI I€OMETPHIECKHX
KOHCTPYKIMH IJI apTUKYISIPHOR BEIUYMHEI YaCTOTEL 1.
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