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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

POZNAMKA K NEKTERYM VLASTNOSTEM
TETIVOVEHO CTYRUHELNIKA

BoHUMIL VESELSKY, Brno
(Doslo dne 14. z4fi 1960)

V prici je pomoci komplexné sdruZenych soufadnic dokazovano nékolik
vét z geometrie Ctyflihelnika, kterych bude pouZito ke studiu nékterych
vlastnosti orthocentrické pfimky ¢tyrstranu v dal§im ¢lanku.

Komplexné sdruZené soufadnice x, y bodu v roviné jsou definovany rovnicemi
x=X+1iY, y=X-iY,

kde X, Y jsou kartézské soufadnice uvaZovaného bodu.

JestliZe body A; jsou vrcholy tétivového &tyftihelnika, pak kruZnici tomuto &tyi-
thelniku opsanou zvolme za jednotkovou a soufadnice bodl A; ozname t;, i =
= 1, 2, 3, 4. Elementarni symetrické funkce komplexnich jednotek ¢; oznacme o,
i=1234.

Body A;, i = 1,2, 3, 4, z nichZ Z4dné tfi neleZi v pfimce, uspofdddme do dvou
skupin po dvou, coZ lze zfejm& provésti trojim zpisobem, a ka¥dému z téchto uspo-

-Yadani pfifadime urcity index p z hodnot p = 1, 2, 3. Pro struénéjsi vyjadfovéni na-
zveme piimky, které prochazeji dvojicemi z danych bodi tak, Ze jejich prisefikem
neni Zadny z bodi 4,, i = 1, 2, 3, 4, protéjsi.

Zvolme postupné vZdy jedno z uvedenych uspofadani bodid 4;, i =1,2,3,4
a v bodech téZe dvojice vztyéme kolmice na pfimku, ktera jimi prochazi. Priseéiky
t&chto kolmic s prot&j§i pfimkou k spojnici uvaZované dvojice oznatme A}, i =
=1,2,3,4; p = 1,2, 3. Potom plati tato véta, v niZ oznageni bodi 4; mé vyznam
pravé uvedeny.

Véta 1. Jestlize body A,, i = 1,2, 3, 4, z nichZ 2ddné tFi neleZi v pfimce a pro néz
plati, Ze z pFimek, které prochdzeji dvojicemi z téchto bodi, Zddné dvé protéjsi
pFimky nejsou na sebe kolmé, leZi na kruznici, potom body PA;, i = 1,2, 3,4 pro
pevné p z hodnot p = 1, 2, 3 prislusejici uréitému vybéru dvojic z bodii A;, leZi na
kruznici. Stfedy téchto kruZnic leZi na pFimce, kterd prochdzi stfedem kruZnice, na
niz dané body A; le#i. '
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Dikaz. UvaZujme na pfiklad uspofadani bodd 4, i = 1, 2, 3, 4 do dvojic 44, A,;
A;, A, a tomuto usporadani pfifadme index p = 1. Zvolime-li soufadnicovy systém
tak, aby kruZnice, na niZ tyto body leZi byla jednotkova a oznalime-li ¢t; komplexni
jednotky piislusejici bodim 4; a soufadnice bodt 4} jako 'a}, kde i = 1,2,3,4
a déle

t1t2 + t3t4 = Ql # 0,
jak plyne z druhého pifedpokladu véty, potom

1. _ 03 — 2150, 1,0 = 03 — 2,tat, 1 =937 2t115t,

a; = 2132 p= =7 3 = >
o o, o
1., _ 03 = 2ty
ay = — 1272,
0,

Tyto body leZi na kruZnici o rovnici

o R

Oznadime-li

Qz = tlt4 + tzt3, 3 = t1t3 + t2t4,
pak je
Q,=—Q—‘-’, p=123.
Oa

Sttedy kruZnic tvaru (1) leZi na pfimce

S +y=0,
o3 -
ktera, jak je vidét, prochazi poéatkem soufadnic, coZ je stfed kruZnice, na niZ body A4,
i=1,2,3,4,le4.

Provedme nyni tuto konstrukci: Zvolme postupné vZdy jedno uspofadéni bodi
A; do dvojic a z bodd, které patii téZe dvojici spustme kolmice na spolené prot&jsi
pfimky a jejich paty ozname ?A4;,i = 1,2, 3,4, p = 1, 2, 3, kde opétindex p pFislusi
uréitému uspofadani bodid 4;. O vzajemné poloze bodi ?A4,, kde i, p probihaji pfede-
psané hodnoty, mluvi nasledujici véta:

Véta 2. Body A;, i = 1, 2, 3,4, z nich? Zddné tFi neleZi v pFimce, jsou vrcholy téti-
vového CtyFiuhelnika, prdvé kdyZ body PA;, i=1,2,3,4, pro pevné p z hodnot
p =1,2,3 lefi na kruZnici. Tyto kruZnice jsou soustfedné a jejich spoleény stied
Jje orthocentrem Ctyfuhelnika A, ... A,.

Dikaz. Necht body A4;, i = 1, 2, 3, 4 jsou vrcholy tétivového Etyftihelnika a necht
kruZnice tomuto &tyfihelniku opsana je jednotkova. Body A; uspofadame po dvou

181



na ptiklad takto: Ay, 4,; 43, 4, a tomuto uspotfadani pfifadime index p = 1. Potom
soufadnice bodd '4;, i =1,2,3, 4 budou

1 15t 1 ' tst
1a1=5<t1+t3+t4—-——3—1>, 1a2=~<t2+t3 +.t4——3—4>, .

1 1yt tit
lag ==t +t, + 13 — L2), 1a4=1t1+t2+t4—1—2‘.
2 t3 . 2 t4

Tyto body leZi na kruZnici o rovnici

2 -9 _ s =__1_ 2
. (- 2)0-2)-ier

jejiz stied je bod

coZ je orthocentrum Ctyfuhelnika A4;. Poloha tohoto stfedu je vSak na vybé€ru dvojic
z danych bodi A4; nezavisla, tedy kruZnice, popsanym dvojicim pfislusejici, jsou sou-
stfedné. ’
Rozborem rovnice (2) najdeme podminky, kdy tyto soustfedné kruZnice po dvou
splyvaji nebo se redukuji na bod.
V piipadé, Ze je
Q) =1ty + 131, =0,

coZ se da pfepsati do tvaru

je polomér kruZnice nulovy. Z podminky Q; = 0 vidime, Ze to nastane v pfipadé kol-
mosti dvou prot&jsich stran &tyfihelnika (nebo diagonal). V pfipad® kolmosti dvou
sousednich stran jsou i zbyvajici dvé strany na sebe kolmé. Oznadeni lze vZdy voliti
tak, aby dvojice kolmych stran byly strany A4;A4,, A;4,, coZ lze vyjadfiti vztahem
11, =— 141, a také, jak jiZ bylo uvedeno 2,t; = — t;1,.

Z téchto rovnic vyplyva

(12 + t314)? = (1114 + t,315),
coZ vyjadfuje, Ze poloméry pfislusnych kruZnic jsou stejné; tedy tyto dvé kruZnice
splyvaji.

Dikaz této véty opaénym smérem je piimym duisledkem pfedchazejici véty 1.
Siln&jsi podminky, které jsou ve vzpomenuté v&t& kladeny na vzajemnou polohu boda
A;, i = 1,2, 3, 4, zfejmé nijak neomezuji spravnost dikazu.

K zajimavym vysledkim o vzajemné poloze bodl ?4;, P4}, i =1,2,3,4, p =
= 1, 2, 3 dojdeme i tehdy, jestliZe index i zvolime pevné a p nechidme probihat p¥i-
slu$né hodnoty. Body ?4;, p = 1, 2, 3 pro pevné i le#i na pfimce, ktera je Simpsono-
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vou pfimkou trojuhelnika prot&jsiho vrcholu A; pro pfislusné zvolené i. Tyto pfimky
jsou ve vztahu, ktery je vyjadfen nésledujici v&tou (viz [1]):

Véta 3. Simsonovy pFimky trojuhelnikii protéjsich vrcholim tétivového Ctyfihel-
nika se protinaji v jeho orthocentru.

Diikaz. Simsonova p¥imka trojuhelnika prot&j§iho k vrcholu A(t;) jde patami
kolmic spusténych z tohoto bodu na jeho strany, které byly v pfedchazejicim ozna-

geny PA;, p = 1, 2, 3, i pevné z hodnot i = 1, 2, 3, 4. Jeji rovnice je

(3) —5’-°-+y=—+—-———'—~"—, i=1,2,3,4.

coZ je orthocentrum &tyftihelnika.
O vz4jemné poloze bodil 4}, p = 1, 2, 3 pro pevné i plati

Véta 4. Jestlize body A;, i = 1, 2, 3, 4 jsou vrcholy tétivového Ctyfuhelnika, pak
body PA;, p = 1, 2, 3 pro pevné zvolené i leZi na pfimce. Tyto pFimky se protinaji ve
stfedu kruznice étyFfuhelniku opsané.

Dikaz. Body P4; tvaru

204 20, 20,
3T — 3— — 3T —

t t, 11
1,7 k 2 1 k 3 7 k
a; = ——— | a;, = ————, a; = ————,

0, 0, Qs
kde @, Q,, Q3 maji vyznam uvedeny ve vété€ 2 a r, je soufadnice bodu 4,, kde 4, je
druhy bod dvojice vrchold étyfihelnika, do které jsme zafadili bod A;, leZi na pfim-
kéch

-2t

_ 01 2kx+y=0’ k=1,23,4,
04
03_—
4

které prochazeji podatkem soufadnic, coZ vsak je stfed kruZnice &tyfahelniku opsané.

V této souvislosti uvedme jesté feSeni problému, ktery poloZil prof. KAREL
KouUTsKY a ktery zni:

Co je geometrickym mistem bodu, pro néZ plati, Ze paty kolmic spusténych z nich
na primky Ctyrstranu leZi na kruZnici. '

Ctyrstran uréuje parabolu, jejimiZ teSnami jsou pHmky &tyrstranu. Zvolme sou-
Fadnicovy systém tak, aby ohnisko paraboly bylo pofatkem soufadnic a bod soumérné
sdruZeny k ohnisku podle ¥idici pfimky paraboly byl bod o soufadnici 1. Rovnice
takové paraboly je pak tvaru

1

x=(—1?;, t*_l
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a rovnice jeji te€ny v bod€ o komplexnim parametru t, je
<= 1

(1+t)1+1)

Rovnice pfimek Ctyrstranu Ize tedy psati
1
xX=—
T+)(1+2)

coZ je moZné s pouZitim rovnic komplexné sdruZenym k témto upravit vyloucenim
parametru ¢ na tvar

ti+—1, t4+—1.

\

ti#_lﬁ i=1,2’354s

L
L+t

Necht bod Z(z) v roving m4 vlastn®st poZadovanou v iiloze. Kolmice vedené timto
bodem na pfimky &tyrstranu maji rovnice

Lx+y=

—t‘x+y=—ti2+2-'

1 1 z
X = - —-=-+z).
2\l +¢t

Tyto body maji leZet na kruZnici, coZ je splnéno, pravé kdyz plati

a jejich paty jsou body

t 1 1 z t
222+—-——1——3—t122———22; -Z 4z L _thz+z; 1
(1 +1y) ty 1+t ot 141
t 1 1 z t
222+———2——2—t222——22; —-—z—+z; I _tz+Zz; 1
(1 + 1) t, 1+t 1+t —0.
t 1 1 z t
227 + —2 — 1322 — — 3% - = +z; 2 —tz4zZ; 1
1+ 13)? ts L+t o 141,
t 1 1 z t
227 + —H2— — 1,2* — —F*; -~ +1z; 2 otz +z; 1
1+ t,) ty L+t, 2 1+t

Tato rovnice da po tpraveé
1 o 1
2?22 —Fz+22-(24+06,—03—20,) —z—=2+2-=0,
g a g
kde
0’=1+dl +0'2 +U3+0’4,

&imZ je rovnice hledaného geometrického mista nalezena.
Uvedme je$té€ tuto rovnici v obvyklych kartézskych soufadnicich, které &tenaft
ihned poskytnou predstavu o tvaru této kfivky:

()

y? +x2y-—(x2+y2)2L(2+o'1 —03’"2‘74)"‘1
c

(1—64)+},1+0'4=0.
20 20
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Vechny koeficienty této rovnice jsou redlné, protoZe plati
_ 63 _ © _ © _ 1 _ o
0'1=“—3, 0'2:"—2‘, 0-3'—"—1, 64=_‘, g = —.
04 Oy Oy 04 O4
Na obrazku 1 je jednoduchy priklad této kiivky pro &tyrstran tvofeny teCnami para-
boly v bodech s komplexnimi parametry

t1=1, t2=i, t3=%(1+i\/§), t4=';‘(1—i-\/§).

y |t
& (T2)
& (237)
a3 - 7 4
T~ \/ / . x
0 1

/ & (4 )

Obr. 1.

Elementarni symetrické funkce o, i = 1, 2, 3, 4 pak nabyvaji hodnot
0, =2+1i, o,=2(1+1i), o3=1+2i, o,=1i, o=06(1+ i)
a rovnice (4) je tvaru
12° + 12x%y — 3(x* + y)) = x + y = 0.

Literatura

[1] A. O. Konnully: Orthocentre of a Cyclic Polygon. The Math. Students X7 (1943), 1—2,
p. 28—30.
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Pe3rome

3AMEYAHUE K HEKOTOPEIM CBOVICTBAM
BIIMICAHHOI'O YETHIPEXVI'OJIBHUKA

BOI'YMMJI BECEJIBCKU (Bohumil Veselsky), Bpro

TIyctb mamsl TOUk® A;, 1 = 1, 2, 3, 4, A3 KOTOPBIX HUKaKUe TPH HE JIeKaT Ha OJHOK
upsiMOH. [[Be mpsiMBle MBI Ha30BEM NPOMUBOAEHCAUUMU, ECTTA HA HUX JIEXKAT BCE TOUKH
A;. JamAble TOYKH MBI IOAPA3Je/IMM Ha B IPYINBI IO ABYM TOYKAM M KaXmoi
IPYNIKPOBKE IOCTABHM B COOTBETCTBHE MHIEKC p CO 3HAYCHUSIME p = 1, 2, 3. Bo3sb-
MeM IIOCIIEIOBATENBHO KaX Iy M3 IPYNIUPOBOK TOYEK A; K B TOYKaX OTHOM M TOH
ke maphl IPOBEIEM IIEPIEHANKYIAPEI K NPOXOIsiIiel uepe3 HUX NPsiMOi, COOTB. K IIpo-
THBOJIeXanieH npsamoif. Toukn mepecedeHus 3THX NEPIEHIUKYISPOB ¢ IPAMOH, Ipo-

THBOJEXAIEH K COSNMHSIONMEH NPSMOM PAcCMATpHBaeMOlt Maphl, MBI 0GO3HAYHM
" uepes PA, i =1,2,3,4 coots. P4, i = 1,2, 3, 4.

Tornma MMEIOT MeCTO TEOPEMEL: ‘

Teopema 1. ITycmy mouxku A; obaaddiom eu;eﬁmeM c80ticmeom, Umo U3 NPAMbIX,
npoX0dAWUX Yepe3 napbl SMUX MoyeK, HUKAKUe 08e NpOMusoAexcayue He A6AAIOMCA
nepnenouxyaaprsimu 0pyz opyzy. Ecau mouku A; sesxcam Ha OKpY#CHOCMU C YeHMPOM
8 S, mo mouxu YA}, 011 guxcuposannozo p uz snauenuii p = 1, 2, 3, nexcam Ha OKpy#c-
Hocmu. Lenmpur smux oxpyscHocmeii aexcam Ha npAmoil, npoxodaueti uepe3 mouky S.

Teopema 2. Touxu A; sexcam HA OKPYHCHOCMU, eCAu U MOAbKO ecau mouku FA;,
045 urcuposanrozo p u3 snauenuii p = 1,2, 3 aescam na oKpyscHocmu. D OKpyxHc-
HOCMU KOHYEHMPUYHbL U UX 0Owuil YyeHmp AAAEMCA OPMOYEHMPOM HemblpEXy20.1b-
Huka A A,A3A,. -

Teopema 3. Ecau mouku A; aexcam Ha okpyscHocmu, mo mouku PA;, o1a guxcupo-

8anHo20 1 u3 3Hauenuii i = 1, 2, 3, 4, nexcam Ha npAMbLX, NepeceKAIOWUXCA 8 Opmo-
yenmpe uemsipexyzoavruxa A;A,A3A,.

Teopema 4. Ecau mouku A; nescam Ha okpyscrocmu, mo mouku YA;, o1a guxcupo-
8aHH020 i u3 3Hauenuil i = 1, 2, 3, 4, sescam Ha nPAMBIX, NEpeceKaArOWUXCa 8 YeHmpe
OKDYHCHOCMU, ONUCAHHOU 80KpY2 Yembipexy20avHuka A4A,AsA,.

B manpHeHmeM HalIeHO ITeOMETPHIECKOE MECTO TOYEK, O0OJIaNalolUX TeM CBOM-
CTBOM, YTO OCHOBaHHUS NEPHEHOUKYIIPOB, ONyLIEHHbIX U3 HUX Ha IpAMBbIEC YeThIpeX-

CTOPOHHHKA, JIEXAT HAa OKPY>XHOCTH. DTOT Bompoc ObuI mocrasneH npod. Kapiom
Koyrcxum.

le{ IOKa3aTeNbCTBAX ObLIH HCIOJIb30BAHBI KOMILJIEKCHO-CONPSDKCHHBIE KOOPAH-
HATHL.

186



Summary

A NOTE ON CERTAIN PROPERTIES OF INSCRIBED
QUADRANGLES

BonUMIL VESELSKY, Brno

Let there be given points 4;, i = 1, 2, 3, 4, of which no three are collinear. Two
straight lines will be termed opposite if they contain all of these A4;. Let us group these
" points into two sets containing two points each; to each such grouping let us assign an
index p, p = 1, 2, 3. In every grouping in turn, consider the straight lines through
both points of each pair, perpendicular to the line connecting them, or to the opposite
line, respectively. Denote by P4} and ?4; respectively (i = 1, 2, 3, 4) the intersection
of these perpendiculars with the line opposite that connecting the points of each pair.
Then the following theorems hold:

Theorem 1. Assume that of the straight lines connecting pairs of points A;, no two
are perpendicular. If the points A; are on a circle with center S, then for fixed
p = 1,2, 3 the points A} lie on a circle. The centers of these circles are on a straight
line passing through S.

Theorem 2. The points A; are on a circle if and only if the points PA; with fixed
p = 1,2,3 are on a circle. These circles are concentric and their common center is
the orthocenter of the quadrangle A;A,A3A,.

Theorem 3. If the points A; lie on a circle, then the points PA; with fixed i = 1, 2,
3,4 lie on straight lines which intersect in the orthocenter of the quadrangle
AIAZ 3A4 :

Theorem 4. If the points A, lie on a circle, then the points *A} with fixed i = 1, 2,
3, 4 lie on straight lines which intersect in center of the circle circumscribed to the.
quadrangle A;A,A5A,.

Next, there is determined the locus of points such that the bases of perpendiculars:
through them onto the lines of a quadrilateral lie on a circle. This problem was
formulated by Prof. KAREL KOUTSKY.

Conjugate complex coordinates are used in the proofs.
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