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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 87 * PRAHA 24. VIII. 1962 * &ISLO 3

O ORTHOCENTRICKE PRIMCE CTYRSTRANU

BoHUMIL VESELSKY, Brno
(Doslo dne 4. ledna 1960)

V préci jsou popsiny nékteré vlastnosti orthocentrické pfimky &tyr-
stranu tvofeného vhodné vybranymi skupinami étyf pfimek ze stran a diago-
ndl rovinného &tyfuhelnika a souvislost orthocentrickych pfimek takovych
Ctyrstrani s orthocentrem tétivového &tyfuhelnika.

’C’tyrstranem budeme rozuméti skupinu &ty pfimek, z nichZ Z4dné dv€ nejsou
rovnobéZné a Zadné tfi neprochéazeji tymZ bodem. Je-li v roviné dana skupina &ty¥
pfimek spliiujici definici ¢tyrstranu, pak priseéiky kaZdych dvou pfimek nazveme
vrcholy &tyrstranu a spojnici dvou vrchold, ktera do dané skupiny nepat¥i, nazveme
diagondlou &tyrstranu. Diagondlni useckou nazveme usetku na diagonale, jejiz kon-
cové body jsou vrcholy dané skupiny.

J. STEINER uvadi (Ges. Werke 1, str. 128), Ze orthocentra trojihelniki tvofenych
vzdy tfemi stranami Ctyrstranu, leZi na téZe, tzv. orthocentrické pfimce Ctyrstranu.
Definici étyrstranu rozsifime pro pfipad skupiny Ctyf pfimek, z nichZ praveé dvé jsou
rovnob&Zné a fadné tfi neprochazeji tymZ bodem. Pro tuto skupinu budeme ortho-
centrickou pfimkou rozuméti kolmici spusténou na rovnobé&Zzky z priseéiku zbyvaji-
cich dvou pfimek.

Véta 1. Necht je v roviné ddna skupina éty¥ pFimek spliiujici definici étyrstranu.
KruZnice opsané nad diagondlnimi dseCkami jako primeéry jsou koaxidlni a jejich
spoleénd chorddla je orthocentrickou pfimkou daného étyrstranu.

Diikaz. Ozna¢me vrcholy dané skupiny jako 4, B, C, D, P, Q (viz obr. 1). Necht
0, znadj orthocentrum trojihelnika A AQD. Paty kolmic spusténych na strany troj-
uhelnika A AQD z vrchold A4, Q, D oznadme Ay, Q;, Dy Vv tomto porfadi. Necht
k{i = 1,2, 3) jsou kruZnice opsané nad diagonélnimi uiseCkami jako priméry. Troj-
thelniky A 0,4,D, A\ OyDA jsou podobné, z &ehoZ plyne ’

(1) 01A1 . O1A = 01D1 . O]_D .
Také trojihelniky A 0:Q:D, A 01D, Q jsou podobné. Mame tedy
(2) 0,D.0,Dy = m1 .040Q.
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Spojenim rovnic (1) a (2) dostdvame
(3) O1A1-01A=01D-01D1 =O|Q101Q

Bod A, resp. D, resp. Q; je bodem kruZnice k, resp. k, resp. kj, protoZe jest
4 AA4,C = jnresp. « DD{B = in resp. « PQ,Q = in. Rovnice (3) tedy vyjadtuje
Ze mocnost bodu O, ke kruZnicim k; (i = 1, 2, 3) je stejn4, je tedy bod O, bud po-
tentnim stfedem nebo bodem spoledné chordély kruZnic k; (i = 1, 2, 3).

Provedeme-li stejnou tvahu napf. pro orthocentrum O, trojuhelnika A ABP,
zjistime, Ze opét jeho mocnost ke kruZnicim k; (i = 1, 2, 3) je stejnd. Existuji dva body
majici stejnou mocnost ke kruZnicim k; (i = 1, 2, 3), musi tedy existovati spoletn
chordéla t&chto kruZnic, coZ je ovSem spojnice bodli O,, O,. Tato piimka je podle
uvedeného Steinerova tvrzeni orthocentrickou pfimkou &tyrstranu.

Popsana tvaha se neda aplikovat v pfipadé, Ze napf. € ADC = ;n. S bodem D
splynou orthocentra O, resp. O, trojihelnikd A AQD resp. A DCP. Bod D je viak
spoleénym bodem kruZnic k; (i = 1, 2, 3), jak plyne z pfedpokladu < ADC = ir,
tedy timto bodem musi prochézet spole¢na chordala uvedenych kruZnic.

Snadno se vidi, Ze i pro roz§ifenou definici &tyrstranu bude tvrzeni véty platit. Necht
dvojice rovnob&Znych stran jsou spojnice vrchold 4, B; C, D. Budeme ovSem uva-
Yovat pouze chordalu kruZnic k; (i = 1,2) opsanych nad diagondlnimi useckami
AC, BD.

UvaZujme podobné trojihelniky
A PC,C~ A PB,B, APCD~ /A PBA,
kde B,(C,) je prisetik kolmice vedené bodem B(C) na stranu AD.

Plati vztahy

PD:PA =PC:PB, PC,:PBy = PC:PB.
Z rovnosti pravych stran t&chto rovnic plyne
PD : P4 = PC, : PB,
a tedy
Fﬁ . -P-El = Fwﬂcl . .i;:"i .

Body D, B, (C;, A) jsou viak prisetiky p¥imky 4B s kruZnici k, (k,). Pfedchazejici
rovnice tedy vyjadtuje, Ze bod P je bodem chordaly kruZnic k,, k,. Stfednd obou uva-
Zovanych kruZnic je rovnobé&Zna s dvojicf rovnob&Znych stran a chordala téchto kruZ-
nic je kolm4 na stfednou, tedy kolma4 na rovnobéZné strany. Na této chordale opét leZ
orthocentra obou uvaZovanych trojihelnikd, je tedy op&t orthocentrickou p¥imkou
daného d&tyrstranu.

Pomoci tohoto vysledku lze velmi jednoduse dokazat tvrzeni vyslovené L. Kos-
MAKEM vV préci [1].

Véta 2. Necht body A, B, C, D nejsou vrcholy rovnobéinika a necht *ddné tFi
z nich neleZi na téfe primce. Pak tyto body leZi na kruZnici prdvé tehdy, kdy? ortho-
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centrickd pfimka ctyrstranu o vrcholech A, B, C, D bud prochdzi prisedikem
diagondl, nebo neprotinaji-li se tyto diagondly, je s nimi rovnobéZnd.

Dikaz. Necht body A4, B, C, D leZi na kruZnici. Vhodnym oznadenim lze dociliti
toho, aby diagondly byly pfimky spojujici body 4, C a B, D. Ozna&ime priisecik diago-
nél jako bod M. Mocnost bodu M ke kruZnici opsané &tyfahelniku ABCD je AM.
.MC = BM . MD.

Obr. 1.

V souhlasu s oznacenim pfedchazejici véty je viak lev4 strana této rovnice vyjadie-
nim mocnosti bodu M ke kruZnici k, a prava strana mocnost{ bodu M ke kruZnici k,.
Rovnost obou vyrazi viak znamen4, Ze bod M je bodem chordéaly kruZnic ky, k,,
tedy, vzhledem k pfedchézejici vété, bodem orthocentrické pimky étyrstranu o diago-
néléch AC, BD. '

Necht naopak orthocentrickd pfimka prochazi priiseéikem diagonal. ProtoZe viak
je chorddlou kruZnic k,, k,, je AM . MC = BM . MD, kde M opét zna¥i prisetik
diagondl. Tato rovnice vak vyjadiuje, Ze body 4, B, C, D leZi na kruZnici, c. b. d.

Necht body A, B, C, D v roviné jsou vrcholy konvexniho &tyfihelnika. UvaZujme
skupinu pfimek tvofenou stranami a diagonalami tohoto &tyfuhelnika. Prot&jsimi
pfimkami k né&kterému z vrcholl budeme rozumét pfimky z uvaZované skupiny, které
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timto bodem neprochézeji. Body A4, B, C, D uspofadame do dvou skupin po dvou.
Toto usporadani lze zfejm& provésti trojim zplisobem. Zvolme jedno z t&chto uspo-
Yadani a z bodd, které patii téZe dvojici, spustme kolmice na spoleéné protgj§i pfimky.
Paty t&chto kolmic oznadme A4, B;, C;, D;,i = 1,2, 3, kde index i patfi vZdy jednomu
vybéru dvojic z bodl 4, B, C, D.

Z véty 2 préce [2] plyne
AAd;j=BB;=CC;=DD;, i+j, i,j=123.

Necht je dan étyfuhelnik ABCD. Je znamo, Ze spojnice vrchold Etyfihelnika s ortho-
centry prot&j§ich trojihelnikd se protinaji v jednom bodé&. Tento prisecik se nazyva
orthocentrum tétivového ¢tyruhelnika. Simsonovy piimky trojuhelnikd prot&jsich
vrcholiim tétivového &tyfihelnika se podle pfedchazejictho protinaji v jednom bodg,
a protoZe kaZda z nich prochézi stfedem usecky spojujici vrchol &tyfihelnika s ortho-
centrem prot&jiiho trojihelnika a protoZe v tétivovém &tyfdhelniku jsou tyto stfedy
totoZné, je zfejme€ prisecik Simsonovych pfimek orthocentrem a tedy i spolecny stied
kruZnic k;, i = 1, 2, 3 je orthocentrem tétivového &tyfuhelnika.

Z predchézejicich tivah plyne jednoducha konstrukce orthocentra tétivového &tyt-
thelnika, ktera je vyjadfena nasledujici vétou:

Véta 3. Konvexni étyrithelnik je tétivovy, prdvé kdyZ kolmice spusténé ze stredi
stran na strany protéjsi se protinaji v jednom bodé. Tento priselik je orthocentrem
uvaZovaného étyruhelnika.

Dikaz. Je-li étyfahelnik tétivovy, pak z kruZnic k;, i = 1, 2, 3 nebudeme uvaZovat
tu, na které leZi paty kolmic spusténé z dvojic vrchold, jejichZ protgjsi pfimky jsou
diagonalami &tyfahelnika. Z konstrukce stfedu zbyvajicich dvou kruZnic plyne ihned
tvrzeni véty.

Obracené je opét tvrzeni disledkem vity 2 prace [2].

Uvedenych vysledki pouZijeme k ditkazu nasledujici véty:

Véta 4. Necht body A, B, C, D nejsou vrcholy rovnobéZnika a necht 2ddné tFi
z nich neleZi v pfimce. Body A, B, C, D leZi na kruZnici, prdvé kdyZ# se orthocentrické
pfimky étyrstranit o vrcholech A, B, C, D protinaji v jednom bodé, ktery jest ortho-
centrem étyfihelnika ABCD.

Dikaz. V souhlasu s oznacenim obr. 2 je

211r2; 23123; 31|31,
protoZe
12 L AD, I'2? 1 AD; 23 1 AC, 2’3 L AC; 31 LCD, 3'I' LCD.

Trojihelniky A 123, A 1’2’3’ jsou stejnolehlé. Spojnice odpovidajicich si bodi
1,1’ a 2, 2" se protnou ve stfedu stejnolehlosti 0.

Body A4, B, C, D nechf leZi na kruZnici. Podle véty 2 prochazi orthocentricka
pfimka priiseikem diagonal, coZ je bod 3. Spojnice bodi 3, 3, coZ vSak je tfeti ortho-
centricka pfimka, musi prochazeti bodem 0, jak plyne ze stejnolehlosti.
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Naopak z existence stfedu stejnolehlosti 0 plyne, Ze bod 3 musi leZet na spojnici 037,
coZ vSak znamend, Ze orthocentrickd pfimka prochazi prisedikem diagonal. Podle
véty 2 lezi tedy body A, B, C, D na kruZnici.

Pomoci véty 2 prace [2] a uvedenych vlastnosti Simsonovych p¥imek je snadno
patrna zbyvajici Cast tvrzeni véty.

V piipadg, Ze pravé dv€ strany Etyfihelnika ABCD jsou rovnobézné, orthocentrické
piimky dvou z popsanych étyrstrant splynou a tvrzeni je evidentni. )

Obr. 2.
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OB OPTOLIIEHTPMYECKO! ITPSIMOI UETBLIPEXCTOPOHHUKA

BOI'VMIWI BECEJIBCKU (Bohumil Veselsky), Bpro

OpToneBTprIeCKOd IPIMOH YeTHIPEXCTOPOHHRKA MBI Ha30BEM IIPSIMYIO, HA KOTO-
POt JIeXaT OPTONEHTPHI TPEYTOJBLHUKOB, 00pa30BAHHBIX TPOMKAMY IPSIMBIX U3 CTO-
POH JeTHIPEXCTOPOREKKA. I aBHEIE PE3yIbTaTh paGoThI COMEPKATCS B CISTYIO-
X OBYX TeOopeMax:

ITycmby 6 naockocmu OaHa COBOKYMHOCHb Yemblpex MPpAMbIX, Y0084em8opAIwas
onpedenenuro uemvipexcmoporHuka. OKpYI#CHOCMU, ONUCAHHble HAO OUA2OHAALHbIMU
ompesKamu, HaK Hao OUAMEMPAamu, UMeom obuyo ocb a ux 06was paduKaibHAA OCh
ABNAEMCA OPMOYEHMPULECKOU RPAMOTL OGHHOZ20 YeMbIPeXCMOPOHHUKA.

IIycms mouku A, B, C, D ne A64A0MCA 6epUiUHAMU NAPAALENOZDAMMA U NYCMb
HUKaKUe mpu U3 HUXx He aexcam Ha 00Hot npamoii. Touku A, B, C, D nexcam Ha okpy -
HOCMuU, ecau U MOAbKO ecAu OpMOYEeHMpUiecKye npAmble YemplpexcmopoHHUKOS ¢ ep-
WUHAMU 8 SMUX MOUKAX NEPeCceKaromca 8 00HOL mouKe, ABAAIOWEICA OPMOYEHMPOM
O0QHHO20 Uemblpexy20bHUKA.

ON THE ORTHOCENTRIC LINE OF A 4-LINE

BOHUMIL VESELSKY, Brno

An orthocentric line of a 4-line is the line, on which there lie the orthocenters of
triangles whose sides are the lines of the 4-line. The main results of this paper are
included in following two theorems:

Consider a set of four lines in a plane which is a 4-line. The circles, whose dia-
meters are the diagonal segments, are coaxial and their radical axis is the ortho-
centric line of the given 4-line. '

Let A, B, C, D be points on a plane, which are not vertices of a parallelogram and
let no line pass through any three of them. The points A, B, C, D lie on a circle if and
only if the orthocentric lines of 4-lines with vertices in these points intersect in
a single point, which is the orthocenter of the given quadrangle.
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