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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

ELEMENTARNI DUKAZ
EXISTENCE CHARAKTERISTICKYCH HODNOT PRO SYMETRICKE
FREDHOLMOVY INTEGRALNI ROVNICE 2. DRUHU

ALo1s APFELBECK, Praha
(Doslo dne 30. Cervna 1961)

Metody dlikazu existence charakteristickych hodnot pro okrajové tlohy
v teorii diferencidlnich rovnic, uZité v [1] a [2], 1ze uZit i na symetrické Fred-
holmovy integralni rovnice 2. druhu.

Vsechny funkce v tomto pojednani jsou omezené komplexni funkce redlnych pro-
m&nnych; a, b) je omezeny uzavieny interval a Riemannovy integraly [5 K(x, y) dy,
[aK(x, y) dx, [5[2K(x,y)dxdy, [2o(x)dx, [2y(x)dx existuji (tedy existuji mj.
i integraly [2 |o(x)? dx, [% [% |K(x, y)|* dx dy apod.). Integralni rovnice .

b
@ : o(x) — lj K(x, y) ¢(y) dy = f(x)
se nazyva Fredholmova rovnice 2. druhu. Zde jsou f(x) a jadro K(x, y) dané funkce.
Rovnici nazyvame symetrickou, je-li .

) K(x,y) = K(y, %)
Charakteristickou hodnotou jadra K(x, y) rozumime takové &slo i, (obecn& kom-
plexni), pro n&% ma homogenni rovnice

() 0(9) = o [ K5 ) 0s3) 8y = 0

netrivialni ¥feSeni ¢@q(x). Toto feSeni pak nazyvime charakteristickou funkci jadra
K(x, y). Ze vztahu (3) je zfejmé, Ze A = 0 nemidZe byt charakteristickou hodnotou.
Z obecné teorie Fredholmovych rovnic ([3], kap. I) je zndm4 v&ta:
Neni-li A charakteristickd hodnota jddra K(x,y), md rovnice (1) prdvé jedno
Feseni . b
o(x, 2) = f(x) + 2 [ (% 3, ) £(%) dy,

a

kde F(x, ¥, A) je tzv. Fredholmova resblventa. Tato resolventa je v celé komplexni
A-roviné€ meromorfni funkce a jejimi pdly jsou charakteristické hodnoty jddra

K(x, ).
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Déle je znamo ([3], kap. II, § 12), Ze vSechny charakteristické hodnoty symetric-
kého jddra jsou redlné.

Konené uzijeme vty ([3], kap. II, § 13), Ze mno¥ina charakteristickych hodnot
druhého iterovaného jddra K,(x,y) = [°K(x, t) K(t, y) dt je totoind s mnoZinou
&tvercit charakteristickych hodnot jddra K(x, y).

V této praci je podan elementarni dikaz véty 3, kap. II, § 12 u&ebnice [3]:

Necht K(x,y) = K(y,x), [2[2IK(x, y)l*dxdy = C* > 0. Potom v absolutni
hodnoté nejmensi charakteristickd hodnota ., jddra K(x, y) je ddna vztahem

1
©) g e IK[o]l,
kde

5) K[o] = j " j "K(x 3) 0() 50y) dx dy,

pFidemZ ¢ probihd mnofinou vSech funkci integrabilnich v intervalu {a, b), které
vyhovuji podmince

©) J o) dx = 1.

Vyraz |K[¢]| nabjvd uvedeného maxima, je-li ¢(x) = @o(x), kde @q(x) je charakte-
ristickd funkce odpovidajici charakteristické hodnoté A, a normovand vztahem (6).
NeZ prikro&ime k dikazu této véty, dokaZeme dv€ pomocné véty.

Pomocnd véta 1. BudiZ f(x, y) redlnd funkce omezend a iniegrabilm’ v oboru
a<x,y<b anecht

J:J:(f(x, W) dxdy = €2 > 0.

Potom existuje obdélnik o, ' x £ By, 0y S y < B, ktery je dsti étverce a < x,
y £ b, takovy, Ze

B (B2
J J f(x,y)dxdy %0,
- 3% a2
pFidem? je budto f, < a, nebo B, < aj.

Dikaz. Nejprve ukaZeme, Ze existuje obdélnik a; < x < B, a3 £ y < B5, ktery
je &asti &tverce a < x, y £ b, tak, Ze pro viechny body (x, y) tohoto obdélnika plati

C
X, ) >——=>0
1£(x, )l 2

Kdyby totiz v kaZdém, libovoln& zvoleném obdélniku leZel bod (x, y), v némZ je

C

If(x, y)l < m,
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bylo by
2 c?
x, S -
() £ 5=
a kazdy dolni soudet by byl nejvyie roven $C?, takZe dolni integral funkce (f(x, y))*
ve &tverci a < x, y < b by nepfevySoval %Cz. Na druhé strané je spole¢na hodnota
dolniho a horniho integralu rovna '

j" Jb(f(x, W) dxdy = €2,

a a
¢imZ dochazime ke sporu. r
Predpoklidejme nyni, Ze v kaZdém obdélniku o; < x £ B, a, £ y £ B,, ktery
je Casti obdélniku aj £ x < B}, ay < y < B3, jsou jak body, ve kterych je

C
X Y) > >
1(x ) )
tak i body, v nichZ je
C
X)) < — ——m—.
f(x, ) -3

To viak znamena, Ze v tomto obdélniku je horni integral alespoil

C
m (ﬂx - a1) (Bz - 0‘2)

a dolni integral nejvyse
_ C
2(b — a)
tj. funkce f(x, y) nemiZe byt zde (a tudiZ ani ve &tverci a < x, y < b) integrabilni,
coZ je proti pfedpokladu véty.
Existuje tedy obdélnik, ve kterém funkce f(x, y) neméni znameni a vyhovuje ne-
rovnosti

(51 - 41) (ﬁz - 0‘2) »

C
If(x, y)| > m .

To viak zfejmé& plati i pro kazdy obdélnik, ktery je Gasti tohoto obdélnika, &mZ lze
splnit i jednu z nerovnosti B, < «, nebo B, < «,. Bude pak pro f(x, y) > 0
(resp. <0) .

b1 B2
f ff(x, y)dxdy > 0 (resp. <0), c.b.d.

ay Jaz

Pomocni véta 2. BudiZ K(x, y) omezend komplexni funkce redlnych proménnych
x, y integrabilni ve étverci a £ x, y £ b a necht K(x, y) = K(», x). Necht koneéné

b pb
j flK(x,y)lzdxdy =C?>0.
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Potom existuje funkce Y(x) omezena' a integrabilni v {a, b) tak, Z¢

[ K31 o 83t 0.
;‘,_ sy} lizg .-.;i’y} :n’::’;rv.)" I B(x )?f mi‘\é}‘ 3 j’e( 4(\ }) ,zf v 9 4

£30aboH i )qe 3
Bzx. _—_-)% Vs xj’la esponjedenzmteg‘ra P, xrl.'n.;wi.'-- AT T
2 =C o) | BAES) dxdy = C3
L LA () d5du= 0 ‘M;’m’”f T

je kladny. st .y

pblachlaruzgnvEy nent spravag. SRASBARY G BELH M@& w(\) Omﬁl ou i
tegrabllm Vaﬂﬁa@%ﬂ”&? bod Ab[ Bl gQ DU D o0 ol e
o) k1 = [ [ k) vy pides dy = 0.

LR T

Zvolme dva libovolné disjunktni intervaly (o, ;> a {ota, B2Ds které jsQu oba Casth
intervalu <a, b), a poloZme S

g R

iy, pro- € oy, B >"
B TR R F & B s s s
d pro VSCCY]%]& ostatm x € (a b)
kde m,; a m, jsou 11bovolnésl'&ompm&m‘ﬁhcnsta’r%ty Pp, dosazeni do (7) dostaneme

B1 B /!z .

[m,|? K(x, )dxdy + mlm2 X, y') c{y d\ 4+
(
ay Jay ( N - -

r111 »n -

B2 I
m K(x, y) dy)dx + m2 vad\d1'=
mhd,z;flrn i Z\J‘,&(J‘m u(m'f)il) 9): s suuf] LJ L ( )

c_gxz1 ]g X%p‘lfde“} k hb&\{'o\h%gs;g' m, {a m a\mozpe poup; bt'ehdy, Jg-l'l

B SR :.---
j J K(x, y)dx d'K f J K(x,y)ydxdy =0, S
oy Pz _:s"l‘

AN
ln ~ A

B1 . - B
" smw'lbmznjr (J Kk ). J.,> ’";miz,f (’f K(x,y d") x=0.
o a2 ‘31 . . ,

0 < {23 DTG Tuh oball L8 > L0 cnon N i vw oL N
Vzhledem k symetriénosti jadra lze posledm vztah pfepsat ve tvaru

f (j Tm;m; K(x! y)’Him mi3 Kix; y) ]dy>dx 0, “

tﬁ)\ o W

“‘fﬁ“{f“ﬁmlmz +%2m1) A(x 5 l(m y = o) B, y]dy} “0.

154

yAry ‘ L"".',‘"\“ R S T U DR BRI

ay x2 , B
et =k, el

*) Pro Lebesguetv integral je tato véta dokézdna v zévéreéné Casti uCebnice [4}).
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Je-li nyni C; > 0, zvolime m; = m, = 1 améame [% ([% A(x, y) dy) dx = 0; je-li
C, =0, je C, > 0 a volbou m, = 1, m, = i dostaneme [4* (42 B(x, y) dy) dx = 0.
V obou ptipadech dochézime ke sporu s pomocnou vétou 1, takZe vztah (7) nemize
byt spln&n pro libovolnou funkei y(x), coZ jsme chtéli dokéazat.

Ptistupme nyni k diikazu hlavni v&ty tohoto pojednani. MnoZina K[{/] s vedlejsi

podminkou (6) je omezena. Dvojim uZitim Schwarzovy nerovnosti totiz dostaneme
b pb
j f K(x, y) o(x) o(y) dx dy

0 < IK[o]P* =
ij(x, y) o(y) dy ax = r rK(x, y) o(y) dy

b b
< J lo(x)|* dx j‘

< j ’ < J "K(x, ) dy . '[:|¢(y)|2 dy) dx = f’ rlx(x, W dx dy = C2.

a a a

2
=

2
dx £

Zname-li kteroukoli charakteristickou hodnotu 4,, miZeme k ni sestrojit odpovida-
jici charakteristickou funkci ¢@o(x) normovanou vztahem (6). Vynasobime-li pak rov-
nost (3) vyrazem g,(x), dostaneme po integraci podle x

(3) Ao Jb J‘bK(x, Y) po(%) @o(y) dx dy = 1.

a
Predpokladejme nyni, Ze jadro K(x, y) je positivné semidefinitni, tj. Ze pro libovol-
nou integrabilni funkei ¢(x) plati

©’ K[¢] 2 0.

Podle pomocné véty 2 existuje funkce Y(x), kterou miiZeme normovat vztahem (6), pro
niZ plati K[§] > 0. PoloZme

(10) —;— - K[7].
(1) 6(x) = ¥(x) — 4 j K(x, ) ¥() dy -

Nyni mohou nastat dva pfipady:

1. g(x) = 0; potom A je charakteristick4d hodnota a y(x) ji odpovidajici charak-
teristickd funkce. Pro nejmensi charakteristickou hodnotu 4, pak zfejm& bude
(12) 0<lgSA.

2. g(x) # 0; pfedpokladejme, Ze v intervalu {0, A> neleZi 24dn4 charakteristicka
hodnota. Potom rovnice :

1) o(x, 3) — A j "Kx. 3) ol 2) dy = g0

a

ma pro kazdé 1 z tohoto intervalu pravé jedno FeSeni

o(x, ) = g(x) + 4 rl"(x, ¥, A) g(y) dy, |

v a
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které je v ném spojitou funkci parametru A. Odtud a ze vztahi (13) a ( 11) plyne spe-
cialné

(14 90, 0) = 9(), ol ) = V().
PoloZme dale
(19) ) =3 [ Tolw )36 + 3 2 9] 8.

Funkce h(1) je spojita v intervalu <0, A); kromg toho je h(0) = [%|g(*)|*dx = O
a podle (14), (11), (2) a (10) plati

W) = 1 j (W(x) 3x) + F(x) 9(x)) dx = 2 j 2 — 4 j K(x, ) T V() dy —
—4 f K% ) () F() dy} de = = 1 — 4 f ' f "K(x, ) F(x) v() dx dy = 0.

Utzijeme-li postupn& vztahi (13) a (2), dostaneme déle
) = W) = [ o 0[5 )= 2 [ TG0 ) 0] +
+ 900 4) [qo'(x, ) -1
- <p(;¢: %) [(P(x, Xy =X
= 3l )| ol #) =

PbK(x, y)o(y, 2)d y] -

Ja
b

K(xs y) ?P-(ya ;'I) d)’:l -

ﬂbK(x, y) o(y, A) dy]} dx =

Ja

f f K(x, y)[ %, 1) (p(y, 2) + 3(x, ) oy, A)] dx dy,

z &ehoZ

() = 57 = tim M= [ e, )55, 0, ) ey

l-’l

Podle (9) je tedy vZdy h'(2) 2 0 a podle (14) a (10) h_(4) = 1/4 > 0. Pon¥vad¥ je
h(0) = 0, bude v celém intervalu <0, AY k(1) = 0. Z nerovnosti h’.(4) > 0 viak
plyne, Ze existuje &slo 6 > 0 tak, e pro A — & < 4 < A bude h(L) < h(A) = 0,
coZ je spor. Pfedpoklad, Ze v intervalu <0, A) neni ¥4dna charakteristicka hodnota, je
tedy nespravny, tak¥e pro nejmensi charakteristickou hodnotu 1, plati opét vztah (12).

Je tedy vZdy

(16) = z K[7]

}»o
pro jakoukoliv funkei ¥/(x), pro ni je K[/] > 0. (Vztah (16) bude oviem samoziejmé&
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splnén i pro K[§] = 0.) Z toho plyne 1/1, = sup K[¢]. Aviak k charakteristické

[
hodnot& A, miZeme sestrojit normovanou charakteristickou funkci @o(x) a podle ®)
bude A, K[g,] = 1, takZe 1/,10 = max K[(p] Tim je véta dok4zana pro positivng
semidefinitni jadro.
Abychom vétu dokézali pro libovolné jadro K(x, y), budeme aplikovat tento vy-
sledek na druhé iterované jadro K,(x, y) = [% K(x, t) K(t, y) dt. Pro libovolnou nor-
movanou integrabilni funkci ¢(x) plati

o " [(xie9 o000) 0y 2

Je totiZ

r f :K(x, ») o(x) g(y) dx dy i

J b J :Kz(x’ ») o(%) 9(y) dx dy =
- f : .( b .[ :K(x, 1) K(t, y) o(x) o(y) dx dy dt = r UbK(x, ) o(x) d *

a a

a podle Schwarzovy nerovnosti mame dale

K(x y) o(x) o(y) dx &y Jkﬁ(y)l2 dy. '[ LK(x y) #(x) ax| 4
- r LK(x, ) o(x) dx| dt.

Druhé iterované jadro je tedy positivné semidefinitni; ponévadZ podle pomocné
véty 2 existuje funkce y(x), pro niZ je K[¢] + 0, mame vzhledem k (17) splnény
v8echny predpoklady k uZiti dokézaného vysledku na toto iterované jadro.

Pro nejmensi charakteristickou hodnotu 1, (v absolutni hodnot¥) jadra K(x, y)
tedy plati

%= max [ st ) o) 50) vy 2 [ [kl ) o050y 2 L)
tj.

Mol z Ko

1
—— 2 sup [K[¢]| .
Aol — o

PonévadZ vSak k této charakteristické hodnot& A, existuje charakteristicka funkce
@o(x), bude podle (8) 1, K[@o] = 1, takZe
1
— = max |[K[¢]|,

' Mol ¢
&imZ je véta Gplné dok4zana.
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Pe3romMme

SJIEMEHTAPHOE JOKA3ATEJILCTBO CYIIECTBOBAHU A
XAPAKTEPUCTUYECKUX 3HAUEHUN IJ151 CUMMETPUYECKOI'O
UHTEI'PAJIBHOI'O YVPABHEHUA ®PEAI'OJIBMA BTOPOT'O POOA

AJIOUC AIIOEJIBBEK (Alois Apfelbeck), ITpara

B pabore maerca sieMeHTapHOE IHOKa3aTeJIbCTBO CYLLECTBOBAHMS XapaKTepHCTHU-
9eCKHX 3HAayYeHUH I/ CHMMETPHYECKHX WHTErpajibHbIX ypaBHeHmit Ppearompma
BTOPOro poxa. IIeHTp TOKECTH NOKa3aTENbCTBA 3aKIJIIOYAETCSA B IOCTPOSHUH (DyHK-
mun (15) ¥ B HCCIeqOBaHUK €€ OCHOBHBIX CBOMCTB.

Zusammenfassung

ELEMENTARER BEWEIS DER EXISTENZ
VON EIGENWERTEN FUR SYMMETRISCHE FREDHOLMSCHE
INTEGRALGLEICHUNGEN ZWEITER ART

nALOIS APFELBECK, Praha

In der Arbeit ist ein elementarer Beweis der Existenz von Eigenwerten fiir Fred-
holmsche Integralgleichungen zweiter Art angegeben. Der Hauptgedanke des
Beweises beruht auf der Konstruktion der Funktion (15) und der Ermittlung ihrer
Grundeigenschaften.
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