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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

CONTRIBUTION A LA THEORIE DES CONGRUENCES
PARABOLIQUES DE DROITES

Leo BoCex, Praha
(Regu le 14 juin 1960)

Dans cet article, on énonce quelques théorémes sur les congruences para-
boliques de droites et les couches de courbes asymptotiques, harmoniques et
conjugées.

Soient données dans un espaces affin deux surfaces X(u, v) et Y(u, v). Une cor-
respondance entre les points de ces deux surfaces est donnée par leur paramétrisation.
Supposons que les surfaces X et Yaient aux points en correspondance des plans tan-
gents paralleles, c’est-a-dire que

Yu=“Xu+ ﬂXv,

o B
® Y, = yX, + 6X,,

y, 6 +0.

Les équations u = u(t), v = v(t) déterminent sur les surfaces X, Y des courbes en cor-
respondance: X(f) = X(u(t), (1)), Y(z) = Y(u(t), v()) aux vecteurs tangents:

X,=X,du + X,dv,
Y, = (xdu + ydv) X, + (fdu + 5 dv) X, .

Cherchons maintenant sur les surfaces X, Y des courbes X(z), Y(z) ayant en tous les
points en correspondance des vecteurs tangents paralléles X,, Y;. L’équation différen-
tielle de ces courbes est

2 — pdu® + (& — 8)dudv + yde> =0.

Si cette équation est une identité, alors il existe une affinité qui transforme la surface X
en Y. Dans le cas contraire écrivons D = (¢ — 8)* + 4By. Si D + 0, il existe deux
systémes distincts de telles courbes. Si nous prenons ces deux systdmes pour
les courbes-u et courbes-v paramétriques, les équations (1) prendront la forme
Y, =0X,, Y, =6X,. Cest de ces équations-ci que part CL. GUICHARD dans. son
travail [3]. Il montre que les courbes-u et -v forment dans ce cas sur les surfaces X, ¥
des réseaux conjugués qu’il appele paralleles. Les droites XX, forment une congruence
de droites. Une des surfaces focales de cette congruence est le réseau de X(u, v). La
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congruence engendrée par les droites XX, est paralléle & la congruence engendrée par
les droites Y'Y,

Si D = 0, il n’existe qu’un seul systéme de courbes cherchées, aux vecteurs tangents
paralléles. Si nous prenons ce systéme pour les courbes-u et n’importe quel autre
systéme de courbes pour les courbes-v paramétriques, nous aurons dans les équations
(1) B=0, 6 =a, ay + 0, donc

Y, =0X,, Y,=9yX,+ aX,.

11 résulte de ces équations que
qu = 1(au - ))u)Xu - &X!} .
Y Y

Si o, = 0, les courbes-u forment sur les surfaces X, Y une couche asymptotiques, qui
ne sont pas droites. Dans ce qui suit, nous considérons seulement des couches d’asymp-
totiques de cette espéce. Les plans tangents aux couches X, Y sont paralléles en les
points en correspondance, il en est de méme pour les vecteurs tangents aux courbes
asymptotiques. Deux couches d’asymptotiques qui jouissent de ces deux propriétés
seront appelées paralléles.

Les droites XX, forment une congruence de droites parabolique, voir S. P. FINIKOV
[2]. La couche d’asymptotiques X(u, v) est la seule surface focale de cette congruence,
elle s’appelle congruence focale de cette couche. Nous allons introduir encore le
parallélisme des congruences paraboliques. Deux congruences paraboliques seront
dites paralléles si les droites en correspondance sont paralléles.

Pour le cas des congruences de droites paraboliques et des couches d’asymptotiques,
les congruences et les couches conjugées ou harmoniques ont été définies d’'une ma-
niére analogue au cas des congruences non-paraboliques et des réseaux conjugués. Ces
définitions sont contenus dans le travail [1] d’E. CEcH et dans le travail [4] de L. Kou-
BEK. A I’aide des résultats de ces deux travaux et des définitions précédentes on déduit
facilement les théorémes suivants que je cite ici sans démonstrations pour des raisons
de brieveté.

Théoréme 1. Les congruences paraboliques focales des couches paralléles sont
elles-aussi paralléles.

Théoréme 2. Les couches focales des congruences paraboliques paralléles sont
paralléles. )

Quant aux congruences paraboliques conjugées et harmoniques, on peut démontrer
ces quatre théorémes-ci:

Théoréme 3. Si deux congruences paraboliques de droites sont paralléles, alors
chaque couche d’asymptotiques conjugée a I'une d’elles est paralléle a une couche
d’asymptotiques conjugée @ ’autre congruence parabolique.
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Théoréme 4. Si deux couches d’asymptotiques sont paralléles, alors chaque con-
gruence parabolique de droites conjugée a I'une de ces couches est paralléle @ une
congruence parabolique conjugée a I’autre couche d’asymptotiques.

Théoréme 5. Si deux couches d’asymptotiques sont paralléles, alors chaque con-
gruence parabolique de droites harmonique d I'une d’elles est paralléle a une con-
gruence parabolique harmonique a I’autre couche d’asymptotiques.

Théoréme 6. Si deux congruences paraboliques sont paralléles, alors chaque
couche d’asymptotiques harmonique a I'uné de ces congruences est paralléle a une
couche d’asymptotiques harmonique a I’autre congruence parabolique.

De plus, on peut démontrer, a ’aide des théorémes précédents, encore deux théore-
mes sur les congruences paraboliques et les couches d’asymptotiques; les voici:

Théoréme 7. Les points d’intersection d’une congruence parabolique avec un
hyperplan arbitraire fixe forment une couche d’asymptotiques conjuguée a la con-
gruence considérée.

Théoréme 8. Les droites d’intersection des plans tangents a une couche d’asympto-
tiques avec un hyperplan fixe farment une congruence parabolique de droites,
harmonique a la couche d’asymptotiques en question.

Tous ces théorémes sont analogues aux théorémes sur les congruences non-para-
boliques et les réseaux, démontrés par Cl. Guichard dans [3]. Leurs démonstrations
sont aussi analogues.
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Vytah

PRISPEVEK K TEORII PARABOLICKYCH PRIMKOVYCH
KONGRUENCT

LeEo BoCEexk, Praha
Pro vrstvy asymptotik, které nejsou pfimkami, a pro parabolické pfimkové kon-
gruence je definovina rovnob&Znost podobné jako pro neparabolické kongruence

a konjugované sit&. Pfi téchto definicich plati uvedené véty, jeZ jsou analogické
k v&tam, které plati v teorii neparabolickych kongruenci a konjugovanych siti.

265




Pesmome

K TEOPUU NMAPABOJIMYECKUX KOHI'PYDHIUN NPSIMBIX

JIEO BOYEK (Leo Bocek), IIpara

Hdns cemelicTBa aCHMITOTHYECKMX KPHBBIX, KOTOPBIE HESBIIIOTCS IIPSIMBIMH,
¥ s mapaboruecKuX KOHIPYSHIMH NpsSIMBIX ONpENeicHa NapaiiebHOCTh aHaJI0-
TUYHO, KaK IS HemapabOoJIMiecKHX KOHTPYSHLMM ¥M CONpPSDKEHHBIX ceTeil. Beien-
CTBUE 3THX OIpEIeNIeHI UMEIOT MECTO IpHBEICHHbLIE B paboTe TeOpeMBI, KOTOPHIE

AHAJTOTMYHBI TEOPEMAM M3 TEOPUH HemapaboJUuYeCKiX KOHIPYIHIAM 1 CONPSHKEHHBIX
ceTeil.
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