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éasopis pro péstovdni matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER BUSCHEL
VON LOSUNGEN DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
DRITTER ORDNUNG

MicsAL GREGUS, Bratislava

(Eingelangt am 22, April 1961)

In der Arbeit wurden abgeleitet: einige Eigenschaften der sogenannten
Biischel von Losungen der Differentialgleichung (a), ferner notwendige und
hinreichende Bedingungen, unter welchen jede Ldsung der Differential-
gleichung (a) mit einer Nullstelle unendlich viele Nullstellen hat, und hin-

" reichende Bedingungen dazu, dass unter gewissen speziellen Voraussetzungen
jede Losung der Differentialgleichung (a) mit einer Nullstelle oszilliert.

Einleittung. Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt. Im ersten Teil werden die Eigen-
schaften der sogenannten Biischel von Loésungen der Differentialgleichung
(a) Y+ 24(x) ¥ + [A'(x) + b(x)]y = 0
untersucht. Weiter sind hier einfache Sitze bewiesen, welche die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen zur Oszillationsfdhigkeit der Losungen der Differential-
gleichung (a) darstellen. '

Im zweiten Teil wurde der Begriff des sogenannten Biischels von Losungen der
Differentialgleichung (a) im Punkte —oo eingefiihrt. Es handelt sich um die Menge von
Losungen der Differentialgleichung (a), welche einer gewissen Differentialgleichung
zweiter Ordnung auf der ganzen Zahlenachse entsprechen. Jede Differentialgleichung
der Form (a) mit den im Intervall (—oo, c0) stetigen Koeffizienten erzeugt das Biischel
im Punkte —oo, wenn b(x) auf der ganzen Zahlenachse dasselbe Zeichen besitzt, und
dabei in keinem Intervall identisch verschwindet. Diese Eigenschaft hat interessante
Folgen, z. B. fiir die Konstruktion der Differentialgleichungen der Form (a) aus der
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Weiter wurde hier die notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Oszillationsfahigkeit der Losungen der Differential-
gleichung (a) mit einer Nullstelle bewiesen, sowie die hinreichende Bedingung fiir
die Oszillationsfahigkeit der Losungen einer Differentialgleichung der Form (a) mit
einer Nullstelle. G. SANSONE [1] hat ndmlich bewiesen, dass wenn die Losungen der
Differentialgleichung zweiter Ordnung y” + %A(x) y = 0 oszillieren, dann oszillieren
auch die Losungen der Gleichung (a), welche wenigstens eine Nullstelle haben. Aus
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der erwidhnten hinreichenden Bedingung folgt die hinreichende Bedingung fiir die
Oszillationsfahigkeit der Losungen der Differentialgleichung (a) auch in dem Falle,
wenn die Losungen der Differentialgleichung y” + 3A(x)y =0, A2 0 fiir xe
€ (— o0, o0), nicht oszillieren.

L Erwigen wir die Differentialgleichung
(a) Y' 4+ 24(x) y + [A'(x) + b(x)]y =0,
deren Koeffizienten A(x), A'(x), b(x) = O stetige Funktionen von x € (— oo, o) sind,

wobei b(x) = 0 in keinem Intervalle gilt. Die zur Differentialgleichung (a) adjungierte
Differentialgleichung lautet

(b) 2" + 24(x) 2’ + [A'(x) — b(x)]z = 0.
Fiir die Losungen der Differentialgleichung (a) gilt die folgende integrale Identitit

(1) ' =3+ Ay +f by? dt = Konst,
welche wir erhalten, wenn wir die Gleichung (a) mit y multiplizieren und Glied nach
Glied integrieren. a € (— o0, c0) ist eine feste, x € (— oo, ) eine beliebige Zahl.

Die integrale Identitit (1) fiir die Lésungen der Differentialgleichung (b) ist von der
Form

)] zz" — 12'% + A2? —J' bz?>dt = Konst . -
Y1, ¥ seien die Losungen der Differentialgleichung (a) mit den Eigenschaften y,(a) =
= yi(a) = 0, yi(a) # 0, yx(a) = y3(a) = 0, yj(a) * 0.

Die Menge der Losungen der Differentialgleichung (a) y = ¢1¥1 + ¢y, mit der
Eigenschaft y(a) = 0 werden wir als Biischel von Losungen der Differentialglei-
chung (a) im Punkte a bezeichnen. Das Biischel von Lésungen im Punkte a hat fol-
gende Eigenschaften [2]:

a) Fiir x > a entspricht das Biischel der Lésungen der Differentialgleichung (a) der
Differentialgleichung zweiter Ordnung '

(o) 0y’ — o'y +[0" +24w]y =0,

wo o = o(x) die Losung der Differentialgleichung (b) mit der Eigenschaft w(a) =
= o'(a) = 0, w"(a) * 0 ist, wobei w(x) # O fiir x > a, wie dies aus der integralen
Identitit (2) hervorgeht.

b) Wenn eine Losung des Biischels rechts vom Punkt a oszilliert, dann oszillieren
-auch die iibrigen und ihre Nullstellen teilen sich ab; hierbei, wenn x; > a die erste
Nullstelle der Lésung y, ist, dann hat jede Lésung des Biischels zwischen a und x,
gerade eine Nullstelle. )

¢) Wie aus der Identitit (1) hervorgeht, hat die Losung y; links von a keine Null-
stelle. Die anderen Losungen des Biischels konnen links von a Nullstellen haben.
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Wenn (x) links von a keine Nullstelle hat, dann hat jede Losung des Biischels im
Punkt a hochstens eine Nulistelle links von a.

d) z,,z, seien Losungen der Differentialgleichung (b) mit den Eigenschaften
zy(a) = zjy(a) = 0, z3(a) + 0, z,(a) = z3(a) = 0, z4(a) + 0. Dann entspricht das
Biischel ¢,z + ¢,2z, fiir x < a der Differentialgleichung zweiter Ordnung
) - yiz" — yiz’ + [24y; + yi]z =0,
wo y,; die Losung der Gleichung (a) mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a ist,
wobei fiir x < a y;(x) * 0.

Bemerkung 1. Es ist ersichtlich, dass zwei Losungen der Differentialgleichung (a)

oder (b) mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a abhéngig sind; also auch w =
=C. Zl.

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass jede Losung der
Differentialgleichung (a) mit einer Nullstelle unendlich viele Nullstellen hat, ist,
dass eine Losung der Differentialgleichung () unendlich viele Nullstellen im (a, o)
hat, wo a eine beliebige Zahl ist. .

. Beweis. Es ist klar, dass die Bedingung notwendig ist. Dass die Bedingung auch
hinreichend ist, folgt aus der Eigenschaft der Biischel. Sei nihmlich ji(x) die Losung
der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft j(x,) = 0 und dabei habe y(x)
unendlich viele Nullstellen im (a, 00); x, € (a, ). y(x) gehort in das. Biischel im
Punkte x,, und daher oszilliert in (x,, o) das ganze Biischel. y(x) sei eine beliebige
Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(X) = 0. Wir werden zeigen,

dass y(x) unendlich viele Nullstellen hat. y(x) gehdrt in das Biischel im Punkte X.

Wenigstens eine Losung dieses Biischels quert den Punkt x, durch, sie oszilliert also
rechts von x, und daher oszilliert auch y(x). Damit ist die Behauptung bewiesen.

Ahnlich kénnte man auch die folgenden drei Sitze beweisen:

Satz 2. Wenn jede Losung der Differentialgleichung (a) mit einer doppelten Null-
stelle wenigstens eine weitere Nullstelle hat, dann ist die notwendige und hin-
reichende Bedingung dazu, dass jede Lisung der Differentialgleichung (a) mit einer
Nullstelle unendlich viele Nullstellen hat.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus der Eigenschaft b) der Biischel.

Satz 3. Wenn die Lisung y der Differentialgleichung (2) k Nullstellen hat, von
welchen x, die erste sei, dann hat jede Losung der Differentialgleichung () mit einer
Nullstelle links von x, wenigstens k — 1 Nullstellen.

Satz 4. Wenn i(x) im Punkte a eine doppelte Nullstelle hat und keine weiteren
Nullstellen besitzt, dann hat jede Lésung der Differentialgleichung (a) mit einer
doppelten Nullstelle rechts von a keine weitere Nullstelle.

Bemerkung 2. Analogische Sitze zu den Sitzen 1, 2, 3, 4 gelten auch fiir die L5-
sungen der Differentialgleichung (b). Dabei muss die Eigenschaft d) des Biischels der
Losungen der Differentialgleichung (b) in Erwigung gezogen werden. ‘
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IL. Die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) sollen die Voraussetzungen,
welche am Anfang des Abschnittes I angefiihrt wurden, erfiillen.

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Existenzfrage der Losungen ohne
Nullstellen und mit den Eigenschaften der sogenannten Biischel im Unendlichen be-
fassen. Es ist bekannt [3], dass die Differentialgleichung (a) oder (b) wenigstens eine
Lo6sung y ohne Nullstellen in (a, b) hat, wo a < b reelle Zahlen sind, und wenigstens
eine Menge von L&sungen c¢iy; + ¢2)s. mit beliebigen Konstanten c,, ¢, derart
existiert, dass sich die Nullstellen von je zwei Losungen dieser Menge abteilen.

Satz 5. Die Differentialgleichung (a) hat im Intervall (— oo, o) wenigstens eine
Lésung ohne Nullstellen.

Beweis. y;, y,, y5 sei ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung (a) mit den Eigenschaften:

y1(a) = yi(@) =0, yi(a) =1, yy(a) = y3(a) =0, yi(a) =1,
y3(@) = y3(@) =0, yy(a) =1,
ae(—o, o).
a < xy; < Xx, < ... sei eine Folge von Zahlen, welche zum oo strebt. Aus der in-
tegralen Identitit (1) folgt, dass y, links von a keine Nullstellen hat.

Bilden wir jetzt eine Folge von Losungen der Differentialgleichung (a) {u,}n=1,
u, = ¢{y1 + c3y, + c3y, mit den Eigenschaften, dass u,{x,} = u)(x,) = 0, uj(x,) >
> 0, wobei u(a) + u3'(a) + u;*(a) = 1sei. Dies ist immer méglich. Aus der integra-
len Identitat (1) fiir u, folgt, dass u, links von x, keine Nullstelle hat und u,(x) > 0
fir x < x, ist.

Bilden wir die nachstehenden Folgen:

()] {ul@lazrs {w(@hy, {w(a)h,.
Es ist ersichtlich, dass jede von ihnen begrenzt ist.

Es existieren deshalb aus den Folgen (3) ausgewéhlte Folgen, mit denselben Inde-
xen, welche konvergieren. Der Einfachtheit wegen seien diese gerade so wie Folgen
(3) bezeichnet. Bezeichnen wir jhre Grenzen als ug, ug, ug. u(x) sei die Losung der
Differentialgleichung (a), welche folgende Bedingungen erfiillt:

u(a) = uy, u'(a)=ap, u'(a)=ug.
Diese Losung ist nicht trivial, weil
hm [uz(a) + wl(a) + u(a)] = uj + ug +ug> =1.
Es ist ersmhthch dass lim u,(x) = u(x) fiir alle x € (— o0, o), weil

n— o0
(%) = @) ya(x) + w(a) ya(x) + a) ya(x)
‘ u(X) = ugy; + upy, + uoys
ist. '
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Zeigen wir jetzt, dass u(x) = O fiir x € (— o0, o0) ist. Aus der Integralidentitit

xn
mﬂ—%f+Aﬁ—fbﬁ&=0
WJx
folgt, dass das Integral [ bu® dt konvergiert und dass die Integralidentitit fiir n — co
in die Identitit

o0
uu” — Ju'? + Au? —-j bu?dt =0
x
iibergeht. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 3. Ahnlich konnten wir beweisen, dass auch bei der Differential-
gleichung (b) eine Losung ohne Nullstelle existiert.

Y1, ¥, seien unabhingige Losungen der Differentialgleichung (a), deren Wronski-
sche Determinante w auf der ganzen Zahlenachse von Null verschieden ist. Dann
werden wir die Menge der Losungen ciy, + ¢,y, der Differentialgleichung (a) als
Biischel von Losungen im Punkte — oo bezeichnen.

Ahnlich kénnen wir das Biischel im Punkte + o fiir die Losungen der Differential-
gleichung (b) definieren. Das Biischel der Losungen im Punkte —oo entspricht
offenbar der Differentialgleichung der Form (c), und w ist die Losung der Differential-
gleichung (b). “

Satz 6. Zu jeder Losung w der Differentialgleichung (b) ohne Nullstellen im
Intervall (-, o) existiert ein solches Biischel von Lésungen ¢,y; + cyy, der
Differentialgleichung (a) im Punkte —co, dass @ = y,y5 — yiy2-

Beweis. o sei eine Losung der Differentialgleichung (b) ohne Nullstellen im
(=00, ). Zeigen wir, dass solche Losungen y,, y, der Differentialgleichung (a)
existieren, dass @ = y;¥; — ¥V gilt. Es sei a € (— o, o) eine feste Zahl und o(a) =
= Wy, 0'(a) = wh, w'(a) = w§. yy, y, seien Losungen der Differentialgleichung (a)
mit der Eigenschaft y,(a) = y3(a) = 0. Zeigen wir, dass y;(a), yi(a), y2(a), y3(a) so
gewdhlt werden kénnen, dass

’ ”

Vi, V2 Vi, Y2 Y1, V2

)"1, y; y’1> y,2 y'ls y2

Aus den letzten Beziehungen folgen die Gleichheiten

R ”
- %o

a

=w0’
a

= ¥i(a) y2@) = @0, = y1(a) yx(a) = w5, ¥i(a) yi(a) = & + 24(a) @ -
Wihlen wir y,(a) = k; + 0; dann erhalten wir aus der ersten Gleichheit, dass yj(a)=

= — wo/ky; aus der zweiten Gleichheit erhalten wir yj(a) = — wy/ky; und aus der
dritten -

N
y3(a) = — = [wg + 24(a) ] .
o ‘
Y1, ¥2 sollen jetzt die angefiihrten Anfangsbedingungen erfiillen. Thre Wronskische
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Determinante [1] ist eine Losung der Differentialgleichung (b). Da diese im Punkte:
a die Anfangsbedingungen der Losung @ ohne Nullstellen erfiillt, so ist @ = y;y5 —
— y1y,und daherc,y; + c,¥, ist ein Biischel von Lésungen der Differentialgleichung:
(a) im Punkte — oo, welcher zu der Lésung o der Differentialgleichung (b) gehort.
Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 7. Wenn die Losung 7 der Differentialgleichung (a) unendlich viele Null-
stellen im Intervall (— 00, a) hat, dann oszilliert das Biischel der Losungen der Diffe~
rentialgleichung (a) im Punkte — oo im Intervall (— oo, a).

Beweis. 7 soll im (—oo, a) oszllieren und dessen Nullstellen in (— oo, a) seien:
<X g < X_pyg < ... < X_g<X_y <Xy Der Satz wird bewiesen sein, wenn
wir zeigen, dass zu der beliebigen natiirlichen Zahl K wenigstens eine Lésung der
Differentialgleichung (a) existiert, welche in das Biischel im Punkte — oo gehort, und
welche mehr als K Nullstellen hat.

Es sei also K eine beliebig grosse natiirliche Zahl und es sei z. B. m > K + 10, wo
m wieder eine natiirliche Zahl ist. Dann ist es mdglich im Biischel im Punkte — co,.
¢1y1 + ¢,, die Konstanten ¢y, ¢, so zu wihlen, dass &; y;(X_n) + &; yo(x-m) = 0.
Aus den Eigenschaften des Biischels geht dann hervor, dass ¢,y; + ¢,y, fir x > x_,,.
wenigstens m Nullstellen hat, und dass also jede Losung des Biischels ¢, y; + ¢,y, in
(— o0, @) mehr als K Nullstellen hat. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 8. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass jede Losung y der
Differentialgleichung (a) mit einer Nullstelle unendlich viele Nullstellen in
(=0, ) hat, ist, dass das Biischel im Punkte —co im Intervall (a, oo) oszilliert,
wo a € (— o0, o) eine feste Zahl ist.

Beweis. Die notwendige Bedingung ist offensichtlich. Die hinreichende Bedin-
gung geht aus den Eigenschaften des Biischels hervor. Es soll ndmlich das Biischel im
Punkte — oo im Intervall (a, co) oszillieren und j se eine beliebige Losung der Diffe-
rentialgleichung (a) mit der Eigenschaft j(«) = 0, « € (— 0, o). Im Biischel im Punkte
a existiert eine solche Lésung y, der Differentialgleichung (a), welche den Punkt
X > a durchquert. Den Punkt X quert eine Losung des Biischels im Punkte — oo
durch, welche fiir x > X oszilliert; folglich oszilliert das ganze Biischel im Punkte X
und also auch y,. Da y, in das Biischel im Punkte o gehort, oszilliert das Biischel im
Punkte o und daher auch y. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 4. Ein &hnlicher Satz, wie der Satz 7 gilt auch fiir die Differential-
gleichung (b), aber fiir das Intervall (— co, a).

Es ist leicht einzusehen, dass wenn wir die Differentialgleichung (c) Glied nach Glied
differenzieren, dass wir die Differentialgleichung (a) erhalten.

Lemma. o(x) sei eine positive Funktion mit stetiger dritten Ableitung im Intervall
(= o0, o0).
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Es sei weiter

@ () + 2L 1240 @0 <

o(x) o(x)
fiir x € (— 00, ), wobei das Gleichheitszeichen in keinem Intervalle gelte.

Wenn die Differentialgleichung (c), in welcher w = w(x) ist, im ganzen Intervall
{0, ) oszillatorische Losungen hat, dann oszilliert jede Losung der Differential-
gleichung ‘ '

1)

(ay) z"'+2Az’+[———-—2A2j|z=0,
o o

welche wenigstens eine Nullstelle hat, rechts von dieser Nullstelle.

Beweis. Aus der Oszillatoinsffihigkeit der Differentialgleichung (c) und aus der
‘Voraussetzung (4) geht hervor, dass jede Losung der Differentialgleichung

(o) Y + 24y + [2A' +2 424 2] y=0,
1) o

die zu der Differentialgleichung (e,) adjungiert ist, welche wenigstens eine Nullstelle
hat, links von dieser oszilliert. z(x) sei jetzt eine Losung der Differentialgleichung (o,)
mit einer doppelten Nullstelle im Punkte a. u(x) sei eine Losung der Differential-
gleichung (c), welche rechts vom Punkte a wenigstens drei Nullstellen a < x, <
< X, < X3 hat. Aus den Voraussetzungen des Lemmas folgt, dass eine solche Lésung
existiert. Aus den Eigenschaften der Biischel fiir die Differentialgleichung (a,) folgt,
dass eine solche Losung y(x) der Differentialgleichung (o) mit den Eigenschaften
¥(x3) = ¥'(x3) = 0, y"(x3) * 0, existiert, welche eine weitere Nullstelle ¢ zwischen
Xy und x, hat. Es ist bekannt [4], dass dann eine solche Losung Z(x) der Differential-
gleichung («,) existiert, welche die Bedingungen Z(£) = z'(¢) = 0, 2(¢) + 0, Z(x3) =
= 0 erfiillt. Aus den Eigenschaften der Biischel der Differentialgleichung (czl) geht
hervor, dass z(x) rechts von a wenigstens eine Nullstelle hat. Aus Satz 2 folgt dann
die Behauptung des Lemmas.

Satz 9. Die Voraussetzungen, welche im Lemma angefiihrt wurden, seien erfiillt
und es sei
) 2 — 4(x) — L) 2409 7).
o(x) o(x)
Jede Lisung der Differentialgleichung (a), welche wenigstens eine Nullstelle hat,
oszilliert dann rechts von dieser Nullstelle.

Beweis. Nach Satz 2 geniigt es zu zeigen, dass jede Losung mit einer doppelten
Nullstelle eine weitere Nullstelle hat. Die Differentialgleichung (a) kann man in der
Form

’ U ’ "
y"'+2Ay'+[A'-A'—2A3—9—]y=[—b—A'—zAﬂ—f"_]y

: 0o o ® ®
schreiben.
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Durch die Methode der Variation der Konstanten stellen wir leicht fest, dass die
Losung y der Differentialgleichung (a) mit Hilfe der Lésung z der Differentialglei-
chung (ocz) mit denselben Anfangsbedingungen im Punkte a durch die Bezichung

6) y=z+ j [— b(t) — A(1) — 24(3) “a’)((‘)) ((ﬂ (1) W, 1) dt

'ausgedriickt werden kann, wo

zy(x) , z5(x), z5(x)
W(x, 1) = | z,(t), z,(1), zs(2)
2i(1)» 25(1)» z3(y)
ist, wobei z,, z,, z; ein Fundamentalsystem der Losungen der Differentialgleichung
(ot;) bilden, dessen Wronskische Determinante gleich 1 ist. W(x, ) ist bei festem ¢ eine
Losung der Differentialgleichung (a,) mit doppelter Nullstelle im Punkte # und des-
halb W(x, ) > O fiir x > 1.

y(x) sei eine Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) = y'(a)=
=0, y"(a) > 0; dann erfiillt z(x) in Punkte a die Bedingung z(a) = z'(a) =0,
z"(a) = y"(a). Nach dem Lemma hat z(x) eine weitere Nullstelle rechts von a. Aus
der Beziehung (5) geht dann hervor, dass auch y(x) eine weitere Nullstelle rechts von a
haben muss. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 5. G. Sansone [1] hat bewiesen, dass die Losung der Differential-
gleichung (a) mit einer Nullstelle bei A(x) = 0 oszilliert, wenn A(x) eine solche
Funktion ist, dass die Losungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung y” +
+ 3A(x) y = 0 oszillieren.

Der Satz 9 gibt die hinreichenden Bedingungen fiir die Oszillationsfahigkeit der
Losungen der Differentialgleichung (a) bei 4(x) = 0 fiir x € (— o0, ) auch fiir den
Fall an, wenn die Losungen der angefiihrten Differentialgleichung zweiter Ordnung
nicht oszillieren. Dies ist leicht einzusehen, wenn wir z. B. @ = e~ * in die Bedingung
(4) setzen.
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Vytah

O NIEKTORYCH VLASTNOSTIACH ZVAZKOV RIESEN{
LINEARNEJ DIFERENCIALNEJ ROVNICE TRETIEHO RADU

MicHAL GREGUS, Bratislava

V praci su odvodené niektoré vlastnosti.tzv. zvizkov rieseni diferencialnej rovnice
tretieho radu (a), za predpokladu, Ze koeficienty A(x), 4'(x), b(x) = 0 su spojité
funkcie x € (— o0, 00) a b(x) = 0 neplati v Ziadnom intervale. Dalej je tu dok4zana
existencia rieSeni bez nulovych bodov v (—co, ) a existencia tzv. zvizku v bode
— 00, t. j. mnoZiny rieSeni ¢;y; + ¢,y, diferencidlnej rovnice (a), ktorych nulové body
sa oddeluju v (— o0, ©).

Nakoniec je v praci dokdzand postaujica podmienka pre oscilatoriénost rieSeni
urgitej diferencialnej rovnice tretieho rdu tvaru (a) s jednym nulovym bodom. Z tejto
podmienky vyplyvaji désledky pre rieSenia. diferencidlnej rovnice (a) ako ¥pecidlne
pripady. :

Pe3roMe

O HEKOTOPBIX CBOVICTBAX CBSI3E! PEIIEHMI JIMHENHOIO
JNOOEPEHIIAJIBHOI'O YPABHEHMA TPETBEI'O IIOPSA KA

MUXAJI T'PEr'VII (Michal Gregus), BpaTtucnasa

B paGoTe paccMaTpHBAIOTCS HEKOTOPEIE CBOMCTBA T. H. CBsi3eif pemeHmit nubde-
PEHUHANBLHOTO YPaBHEHMs. TPETHEro MOpsi/ka (a) IpH MPENIOIOKeHHsAX, 4T0 K0addr-
muenTs A(x), A'(x), b(x) = 0 — HenpepsIBHBIe GYHKIMHA X € (— 00, 00) 1 4TO b(X) =
=0 HeBepHO HH B XakoM uHTepBae. KpoMe Toro, B paboTe noxa3aHo CyIeCTBOBaHHE
pewienuit 6e3 HyJIeBIX TOYeK B HHTepBae (— o0, 00) U CYINECTBOBaHME T. H. CBsi3eit
B TOYKE — CO, T. €. MHOXECTBA PELUEHHH ¢;) + ), MADhepeHnuai-Horo ypasHe-
HEA (), HyJIeBble TOYKH KOTOPBIX OTAENAIOTCA B HATepBale (— 00, o).

Hakonen, B paboTe mOKa3aHO IOCTATOYHOE YCJIOBHE IJIS KOJeOaHWs pEmIeHWi
olpefeneHHoro guddepeHIraI-HOro ypaBHEHNHs TEPTHEro Nopsaka THna (a) ¢ OMHOK
HyJIEBO# TOUYKOM. VI3 3TOr0 ycioBUs BHITEKAIOT CIEACTBUS M pemeHuii nuddepen-
IMAJILHOTO ypaBHEHUs (a) KaK YaCTHBIC CIIydai.
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