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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky Gstay CSAV, Praha
SVAZEK 88 % PRAHA 20. X.1963 # CIsLo 4

POZNAMKA O CHARAKTERISTIKACH USPORADANYCH MNOZIN

NaDpEZDA PoLAKOVA, Brno
(Doslo dne 13. bfezna 1961, po tpravé dne 8. ledna 1963)

V uspofddaném kontinuu definoval akademik J. NovAk jistd kardindlni
&isla, tak zv. charakteristiky (viz [3]). V této praci se definuji a studuji cha=-
rakteristiky m(S), »{(S), 8(S) v obecné (iplnd) uspofddané mnoZin& S. Uka-
zuje se, Ze tyto charakteristiky se zachovaji pfi vnofeni uspofddané mnoZiny
do jistého uspofddaného kontinua (mezery doplnime bodem, skoky inter-
valem (0,1)). Pro r,(S) je odvozena jistd vlastnost, jiZ je tato charakteristika
uplné definovdna.

Uspofddand mnoZina C je uspofddanym kontinuem, jestlize obsahuje dva rizné
krajnf body a Zddny fez v C neni ani mezerou ani skokem.

Necht S je uspofddand mnoZina. Oznaéme K(S) mnoZinu, kterd vznikne z S tak, Ze
mezery vyplnime bodem a pfiddme krajni body (pokud neexistujf). Oznadme ddle
C(S) mnoZinu, kterd vznikne tak, Ze kaZdy skok v K(S) vyplnime intervalem (0, 1)
Ziejmé je C(S) = (0,1). K(S).")

Lemma 1. Jsou-li S, = S, uspofddané mnoZiny, pak K(S,) obsahuje mnoZinu
podobnou s K(S,).

Lemma je zfejmé.

Intervalem v S rozumime kaZdou neprdzdnou mnoZinu I < S prvkii z S's vlastnosti:
x,yel, x<z<y zeS=zel

Posloupnost bodii {x,}1 < a v S nazveme rostouci (klesajici), kdyZ x; < x, (x, < x;)
pro libovolnou dvojici ordindlnich &sel 1 < p, kde u < . Klesajici a rostouci po-
sloupnosti nazveme monotonnimi.

MnoZina @ = H < § se nazyvd hustd v S, jestliZe ke kazdé dvojici prvki a, b € S,
a < bexistuji prvky a’, b’ e Htak, e a £a’ < b' £ b.

Bud m(S) nejmensi mohutnost husté podmnoZiny v S.

Vita 1. Necht' S je nekoneénd uspoFddand mnoZina. Pak m[C(S)] = m(S).

Diikaz. Existuje H < S hustd v S, kard H = m(S). Ozname a mohutnost mnoZi-
ny skokti v S. Pak a £ m(S). Zkonstruujme mnoZinu H' < C(S) tak, Ze k mnoZiné¢ H
pfideinﬂe viechna raciondlni &isla z vyplnénych skokt. Pak H’ je hustd v C(S),

1) Tento souém znamend mnoZinu definovanou v [1], str. 80.
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kard H' = m(S) + a¥, = m(S). Tedy m[C(S)] £ m(S). Opaénd nerovnost je
ziejm4.

Bud £(S) mnoZina mohutnosti viech monotonnich posloupnosti v S; poloZme
8(S) = sup Z(S).

Véta 2. Necht' S je nekoneénd uspofddand mnoZina. Pak ¢(S) = $[C(S)].

Dtkaz Bud P = {u,;} A < o napf. rostouci posloupnost v C(S). Plati kard (Pn S) £
=< 8(S), déale mnoZina vSech prvki u, € P, jeZ padnou do mezer v.S i mnoZina viech
prvki u, € P, které padnou mezi krajni body skok{i v S, md zfejmé mohutnost mensi
nebo rovnou §(S). Jezto S < C(S), je 8(S) = 8[C(S)].

Definujme v mnoZing S dyadické déleni podobné jako v préci [4]: Rekneme, Ze
systém (P, S) intervall v S je dyadickym délenim, kritce délenim, uspotfddané mno-
Ziny S, jestliZe jsou splnény ndsledujici étyfi podminky:

1. Pro libovolné dva intervaly X, Ye (P, S)platibud X n Y= Ynebo X n Y= X
nebo X nY = 0.

2. Se(%,9).

3. Ke kaZdému intervalu X e (%, S) rliznému od jednobodového existuji dva sub-
intervaly X, X, e (%, S) tak, 2e X, U X, = X, X; n X, = 0.

- 4. Prinik kazdého monotonniho systému intervald ndleZejicich (B, S) je bud
prdzdny nebo interval z (P, S).

Nechf 4, A + Sjeinterval vS. Oznatme (A, S)systém viech X € (D, S) takovych,
Ze X o A, X + A. JestliZe X < Y znamend X # Y, X o Y, pak systém (4, S) je
neprdzdny, monotonni a dobfe uspofddany vzhledem k relaci < (dtkaz je obdobny
lemmatu 1v [4]). Definujme ¥4d intervalu A jako ordindlni &islo, které je rovno ordi-
ndlnimu typu systému P(4, S). Pro A = S definujme fdd rovny nule. Nejmensi ordi-
ndlni &islo (P, S) takové, Ze neexistuje Zddny interval X e (1, S) fddu vétSiho ne
P, S), nazyvé se tddem déleni (3, S).

Necht #(S) zna¢i mnoZinu mohutnosti fddt «(P, S) viech déleni (P, S) v S: po-
lozmet,(S) = min %(S).

Jeli S # @ uspofddand mnoZina, pak existuje aspoii jedno déleni mnoZiny S.
DokdZe se podobné jako v [4], véta 3. Misto prvkdl husté podmnoZiny v S uZijeme
vhodné mnoZiny fezd v S.

Z dikazu tohoto tvrzeni plyne, Ze kaZzdému prvku x € S lze pfifadit pomoci déleni
(¥, S) posloupnost {i,} ¢ < a nul a jednitek typu o Doplinime ji nulami na typ
(%P, S). Dostaneme podobné zobrazeni mnoZiny S na lexikograficky uspofddanou
mnoZinu posloupnosti nul a jedni&ek typu o(*p, S).

Necht uspofddand mnoZina S je podobna lexikograficky uspofddané mnoZing
posloupnosti nul a jedni€ek typu 9. Pak existuje déleni v S ¥fddu £ 9. Diikaz se provede
obdobné& jako v prdci [5] (dikaz véty 3).

Necht & je mnoZina posloupnosti nul a jedniéek typu u uspofddanych lexikogra-
ficky. Rekneme, %e & je l-representaci typu g mnoZiny S, kdy? S a & jsou isomorfni,
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Z piedchdzejiciho plyne

Véta 3. Charakteristika t,(S) je rovna mohutnosti minimdlniho typu u, k némuz
existuje l-representace typu p mnofiny S.

Lemma 2. Bud S uspoFddand mno¥ina, kard S = 2. Pak 1,(S) < #,[C(S)].

Dukaz. Podle véty 3 existuje I-representace mnoziny C(S), jejiz typ m4 mohutnost
1,[C(S)]; tedy existuje také l-representace mnoZiny S téhoZ typu. Odtud plyne
tvrzeni.

Lemma 3. Bud S nekoneénd uspofddand mnoZina. Pak £,[C(S)] £ 4(S).

Ditkaz. Bud v > 0 libovolné dané ordindlni &islo. Oznaéme V, mnoZinu v§ech po-
sloupnosti nul a jedni¢ek typu v uspofddanou lexikograficky. V mnoZin& V, neni
mezer.

Podle véty 3 existuje /-representace mnoZiny S typu u, kde kard u = 1,(S). Tedy S
je podobno jisté &dsti S* mnoZiny V,. Tedy K(S) je podobno K(S*), jeZ je podle lem-
matu 1 podobno jisté podmnoZiné v K(V,) = V,. Déleje C(S) = (0, 1) . K(S); protoze
(0, 1) je podobno &dsti V,,, a K(S) &dsti ¥,, je C(S) podobno jisté podmnozing v ¥, .
Vi = V40, Tedy existuje l-representace typu y# + w, mnoZiny C(S). Odtud plyne
1, [C(S)] £ kard (1 + w,) = kard u = r,(S).

Z predchdzejiciho plyne tato véta:

Véta 4. Bud S nekonecnd uspofddand mnoZina. Pak t,[C(S)] = 1,(S).

Diisledek 1. KaZdd nerovnost platnd mezi charakteristikami m(S), §(S), r4(S)
v usporddaném kontinuu plat! mezi témito charakteristikami v libovolné nekonecné
usporddané mnoZiné.

Nechf y je ordindlni ¢islo, M mnoZina mohutnosti kard g, {u,} A < p posloupnost
utvofend ze vSech prvkl mnoZiny M, v niZ kaZdy prvek z M vystupuje prévé jednou.
Bud M n&jaky systém podmnoZin v M. Pro 4, B € M polozme A < B, jestliZe

(1) existuje aspoit jeden prvek u, (4 — B) U (B — A),

(2) je-li u,, prvni prvek s touto vlastnosti, je u,, € B (viz [2]).

Rekneme, Ze systém 9N je n-representaci typu u mnoZiny S, jestlize S a I jsou iso-
morfni,

Véta 5. Necht'S je uspofddand mnoZina, u ordindlni &islo. Pak jsou ekvivalentnf
torzent: '

(1) Existuje l-representace typu u mnoZiny S.

(II) Existuje n-representace typu y mnoZiny S.

Diikaz. Nechf plati (I). Kazdému x € S je l-representaci pfifazena posloupnost
{x,} 1 < p. Bud M mnoZina mohutnosti kard u, {u,} A < u posloupnost utvofend ze
viech prvkil v M, v niZ kaZdy prvek z M vystupuje prévé jednou. Oznaéme f(x) = M
mnoZinu viech prvkil u; € M takovych, Ze x, = 1.Pak systém viech mnoZin f(x) pro
x € S je n-representaci typu u mnoZiny S.
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Nechf plati (II). Bud M mnoZina mohutnosti kard u, {u,} A < pu posloupnost
utvorend ze viech prvkll v M, v niZ kazdy prvek z M se vyskytne pravé jednou.Nech{
9 je n-representace typu u mnoZiny S. Pfifadme kaZzdému A e M, kde 4 = f(a) je
obraz prvku a €S v dané n-representaci, posloupnost nul a jednifek typu u o(4) =
= u(a) = {o;} A < u, kde ot; = 0, jestliZe u; € A, «, = 1, je-li u, € A. Toto piifazeni
je l-representaci typu g mnoZiny S.

Diisledek 2. Bud S usporfddand mnoZina. Pak jsou si rovna tato kardidlni &isla:

(I) Mohutnost nejmensiho ordindlniho &isla «, k nému# existuje l-representace
typu oo mnofiny S.

(II) Mohutnost nejmensiho ordindlniho &isla B, k némuZ existuje n-representace
typu B mnofiny S.

(I11) t(S).
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Pesiome

3AMETKA O XAPAKTEPUCTHUKAX VIIOPAJOYEHHBIX
MHOXECTB

HALEXIA TIOJTAKOBA, (Nadézda Polikovd), Bpuo

B oaroit paboTe rOBOPHTCE O HEKOTOPBIX XAPAKTEPHCTHKAX YHOPSIOYEHHOrO
MHOXeCTBa, KoTopble onpeaenenst M. HoBakoM Ul YNOPATOUEHHOTO KOHTHHYYMA.
Hcenepyercst TAKKe PENpeseHTAlus MHOKECTB; PE3YJbTAT HAXOAMTCR B CBA3M
¢ omuoit pabotoit M. HosoTHoro.

Summary
A NOTE ON CHARACTERISTICS OF ORDERED SETS

NADpEZDA POLAKOVA, Brno
This paper deals with certain characteristics of ordered set which originally were
defined by J. Novék for an ordered continuum. The representation of a set is also
studied, with a result in connected with one of M. Novotny,
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