Casopis pro péstovani matematiky

Recense

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 88 (1963), No. 4, 494--501

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117473

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117473
http://project.dml.cz

Easopis pro p&stovani matematiky, ro€. 88 (1963), Praha
RECENSE

J. Favard: COURS D’ANALYSE DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, tome III; Théorie des
équations, fascicule I; Equations différentielles. Cahiers scientifiques, fascicule 26, vydal Gauthier-
Villars, Paris 1962, str. 294, obr. 11, cena 45 NF.

Tato ucebnice navazuje na svazky I. Introduction. Opérations (1960) a II. Représentations.
Fonctions analytiques (1960) od téhoZ autora a jsou v ni v péti kapitolach vyloZeny zaklady teorie
oby&ejnych diferencidlnich rovnic.

V prvni kapitole jsou zavedeny zdkladni pojmy a pfedveden elementdrni zpisob feSeni
bé€Znych typh diferencidlnich rovnic s nékterymi geometrickymi aplikacemi. Tato &4st obsahuje téZ
zékladni v&ty z teorie linedrnich diferencidlnich rovnic, které umoziiuji feSeni diferencidlni rovnice
n-tého fadu a systému linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. V prvnim pfi-
padé uziva autor k integraci methody Heavisidovy, v druhém Peano-Bakerovy resolventy.

Druha4 kapitola se zabyva otdzkami existence a jednoznacnosti feSeni systému diferencidlnich
rovnic, zavislosti FeSeni na pocateCnich podminkdch a parametrech, stabilitou a nestabilitou nulo-
vého feSeni ve smyslu Ljapunova. Déle nasleduji odstavce o prvych integralech, multiplikatorech,
Adamsové metodé numerického feSeni systému diferencidlnich rovnic a o rovnicich a systémech
v totdlnich diferencidlech a jejich Gplné integrabilité.

Prvni dva odstavce tfeti kapitoly jsou vénovany feSeni okrajové ulohy pro nelinearni rovnice
2. fadu, kdyzZ jsou pfedepsany hodnoty feSeni v koncovych bodech intervalu, a Sturm-Liouvilleovu
problému. Zbyvajici st kapitoly obsahuje zdkladni poznatky o autonomnich systémech, pficemz
je vénovéina pozornost zejména rovinnému pfipadu; v zavéru kapitoly je vySetfovan periodicky
systém dp/dt = f(¢, p), f(t + o, p) = f(, p), kde f je vektorova funkce v p vektor dimense 7.

Posledni dvé kapitoly, Etvrtd a paté, jsou vénovany teorii diferencidlnich rovnic v komplex-
nim oboru: je zkoumaéna existence a jednoznacnost feSeni v tfidé analytickych funkci, zdvislost
feSeni na pocatecnich podminkich a parametrech, singularity rovnice 2. fadu s pevnymi kritic-
kymi body, rovnice Painlevéova, singularni feSeni. Koneéné nasleduje Fuchsova teorie, aplikovana
zejména na diferencidlni rovnice 2. fddu s dvéma nebo tfemi reguldrnimi singularitami. Tim je
kniha uzaviena.

Ke kazdé kapitole jsou pfipojeny pfiklady a dopliiky, které do znacné miry prohlubuji
vyloZenou latku. Priklady maji teoreticky charakter a je k nim vétSinou pfipojen ndvod k feSeni.

Kniha je psdna vystiZnym slohem a pomérné dost zhusténg; autor uziva vektorové symboliky.
Predpoklada se znalost obou pfedchézejicich svazki, jak svéd&i pomérné &asté odkazy v dikazech,
takZe samotnd kniha jako udebnice diferencidlnich rovnic neni pfili§ vhodna. V uspofddéni latky
nepusobi kniha jako jednolity celek, nebot zafazeni jednotlivych odstavcl neni p¥ili§ vhodné. Tak
nap¥. odstavec o pfiblizném feSeni systému diferencialnich rovnic je vsunut mezi odstavce o rovni-
cich a systémech rovnic v totdlnich diferencidlech; okrajové problémy jsou v jedné kapitole se
systémy autonomnimi a systémy periodickymi. Nedostatkem knihy je také okolnost, Ze v ni neni
uvedena Zadn4 literatura, tfebaZe v nékterych partiich byl autor velmi struény (Sturm-Liouvilledv
problém, stabilita feSeni) a omezil se jen na nejzdkladnéjsi véci.

Graficky pusobi kniha pfiznivé, tfebaZze je v ni fada tiskovych chyb (celkem nepodstatnych),
které si pozorny Etendf snadno opravi sdm. Milo§ Rdb, Brno
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Joseph Miller Thomas: SYSTEMS AND ROOTS. The William Byrd Press, Inc., Richmond,
Virginia 1962, 124 stran, cena vaz. vyt. $ 5. —.

Kniha profesora Thomase vznikla pfepracovanim driv&jsiho spisu ,,Differential systems**, vy3lé-
ho v kniZnici Collogium Series Am. Math. Soc. v r. 1937. Jde o teorii feSeni systémi algebraickych,
resp. diferencidlnich rovnic. Zpisob vykladu je — ve shodé s autorovym véhlasem — origindlni,
neobvykle zhustény a Gsporny, takZe kniha o pomé&rné malém poctu stran je obsahem velmi bohatad
a zasahuje az do souCasného stavu ve vytéeném tématu. Pro uivodni studium se kniha nezda byt
vhodn4, poslouZi spiSe specialistiim, zdjemcim o hraniéni otdzky algebry, diferencidlnich rovnic
a diferencialni geometrie.

Ndzvy jednotlivych kapitol: 1. Preliminérie. 2. N&které linedrni systémy. 4. Riquieriv existentni
teorém. 5. Algebraické diferencidlni systémy. 6. Redukce na pasivni tvar. 7. Grassmanova algebra.
8. Diferencidlni okruhy. 9. Pfaffovy systémy.

V prvni kapitole je vyloZen zplsob autorovy usporné symboliky, jsou zde zavedeny pojmy
potiebné pro dalsi vyklad. — Druh4d kapitola jedna o linedrnich diofantickych systémech, o ne-
rovnostech mezi monomy (tvaru xil x,‘;"uj), o konsistenci systémt takovych nerovnosti, jejich
ekvivalenci se systémy linedrnich nerovnosti atd. — Tfeti kapitola je vénovana systémim algeb-
raickych rovnic €i nerovnosti. Jsou odvozeny formule pro redukci daného systému na systémy
jednodus§i povahy, je zafazen odstavec o Sylvestrové eliminaci pro par rovnic aou3 + a1u2 +
+ asu +az =1 bou2 + byu + by = g a déle je vyloZena teorie resultant systému urfeného
dvéma polynomy o jedné nezndmeé; jsou studovany problémy existence redlnych resp. komplexnich
kofenti. Kapitola konéi vykladem o aproximaci kofent daného systému. — Ctvrt4 kapitola je
vénovdna systémam diferencidlnich rovnic. Nejprve je definovdn pojem kanonického systému
diferencidlnich rovnic a vytycen existenéni problém pro analytickd FeSeni systému (stanoveni
formélnich Maclaurinovych fad pro nezndmé funkce, ovéfeni konvergence téchto ¥ad, nalezeni
podminek pro to, aby $lo vskutku o feSeni resp. popis feSeni), naleZ je tento problém feSen. Je
definovdn pojem pasivniho a ortonomického systému a dokdzdna existenéni véta (Riquierova)
o tom, Ze u pasivniho, popf. ortonomického systému je pocatetnimi podminkami uréeno jediné
FeSeni. Jsou uvedeny konkrétni pfiklady. Zivérem jsou studovdny tzv. regularni systémy (jejich
specidlnimi pfipady jsou systémy Cauchy-Kowalevské, totdlni systémy a Koenigovy systémy). —
V paté kapitole jsou uvedeny v souvislost vysledky obou pfedchozich kapitol, Sesté kapitola je
vénovana otdzkam pfevodu daného diferencidlniho systému na systém pasivni. — V sedmé kapi-
tole je definovdan Grassmanlv okruh dimense r, studovdno vnéj§i ndsobeni, derivovani a faktori-
zace forem (téZ na kanonicky tvar). — V pfedposledni, osmé kapitole je definovan vnéjsi dife-
rencial elementu z Grassmanova okruhu, uvedena souvislost s totdlnim diferencidlem a transfor-
maci soufadnic a studovdny zékladni vlastnosti Pfaffovych forem. — V zavéreéné, devaté kapi-
tole je pak studovén systém Pfaffovych forem (existentni teorém, uvedeni klasickych vysledki,
Cartanovy teorie a novéj§ich vysledkil, kanonicky tvar Pfaffovy formy, linedrni Pfaffovy systémy).
— Kniha konéi pe€livym vybérem literatury (152 praci) a rejstfikem.

Véclav Havel, Brno

Kiyoshi Noshiro: CLUSTER SETS. Springer-Verlag; Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1960, Er-
gebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Heft 28. Str. 136, cena DM 36,—.

Recensovand kniha se zabyvéa hraniénim chovanim analytickych funkci. Jde tu o uZiti metod
modernich partif matematiky, zejména topologie, teorie miry a teorie bodovych mnoZin, ke studiu
klasickych uloh teorie analytickych funkci a o dalekosdhlé zobecnéni téchto loh.

Teorie vychdzi na jedné strané z klasické FaTouovy disertace a z praci N. N. Luzina, I. I. Pri-
VALOVA, F. a M. RIESZE a na druhé strané€ z praci P. PAINLEVE, F. IVERSENA, W. GRrRossE a E. Lin-
DELOFA.

Prvni kapitola knihy je vénovéna definicim a pfedb&Znym poznimkim. Zikladnimi pojmy
jsou tu (D je libovolnd oblast s hranici I', z, bod na I, f(z) nekonstantni meromorfni funkce v D).
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1. MnoZina hraniénich hodnot (cluster set) Cp(f; Zo)- & € Cp(f, Zo), €Xistuje-li posloupnost
bodii z, € D, z, - zy, f(z,) = o

2. MnoZina opakujicich se hodnot (range of values) Rp(f, zp). « € Rp(f; 2o), existuje-li posloup-
nost bodul z, € D, z, = z,, f(z,) = ox.

3. MnoZina asymptotickych hodnot (asymptotic set) Ap(f; z,). BudiZ z, pristupny bod I
Komplexni &islo o se nazyva asymptotickou hodnotou funkce w = f(z) v bodg z, plati-li /(z) — «,
blizi-li se z k z, po Jordanové oblouku, jehoZ konec je bod z; a jehoZ ostatni body leZi v D.

Je-li w = f(z) meromorfni v mezikru#i D = {z; 0 < |z — z| < r} a ma-li v bodé z, podstatnou
singularitu, miZeme zndmé klasické véty formulovat v terminech teorie hraniénich hodnot takto:

(1) Cp(f; zp) je celd w-rovina (Weierstrass),

(2) R)(f, z,) obsahuje nejvyse dva body (Picard),’)

(3) Rp(f, zy) © Ap(f; zp) (Iversen), tj. kazdd hodnota, ,,vyjimeSna* v Picardov& smyslu, je
asymptotickou hodnotou f(z).

Tyto klasické vysledky (a fada dalSich vysledkd Iversena a Grosse) jsou v druhé kapitole
zobecnény na funkce f meromorfni v oblasti D\ E, kde D je libovoln4 oblast w-roviny, E < D
kompaktni mnoZina, v jejimz kazdém bod& m4 fpodstatnou singularitu, za toho pfedpokladu, Ze E
je kapacity (resp. analytické kapacity) nula. Kapitola je uzaviena souborem vét, pochdzejicich
od M. HERVE. )

Nejrozsahlej§i tfeti kapitola je vénovana zkoumdni funkci meromorfnich v jednotkovém
kruhu. Sklad4 se ze Ctyt Casti, z nichZ kazda tvori uzavieny celek. V prvni &asti kapitoly jsou studo-
vany funkce tfidy (U) v Seidelové smyslu, tj. tfidy omezenych holomorfnich funkci v jednotkovém
kruhu, jeZ maji skoro vSude na jednotkové kruZnici radidlni hraniéni hodnotu rovnou jedné.
Znamé starsi vysledky jsou dokdzany a zobecnény pomoci elegantni metody, pochézejici od autora
knihy.

Obsahem druhé ¢asti je dikaz fundamentdlnich vét ,,ve velkém* a ,,v malém*, jeZ dokdazali
E. F. COLLINGWOoOD a M. L. CARTWRIGHT. Jde tu o hluboké zobecnéni Iversenovy véty (3), tj.
o rozbor vztahu mezi C(f), R(f), A(f). V pfipadé véty ,,ve velkém* jde o chovani f(z) v blizkosti
jednotkové kruZnice a nikoliv o chovani v blizkosti jednotlivého bodu hranice. Proto definice
C(f), R(f), A(f) je odlisna od definic 1, 2, 3 : € C(f) (R(f)), jestliZe existuje bod zy, |z,| = 1, tak,
ze ae C(f; z) (R(S, zp)). e A(f), jestliZe existuje spojitd kfivka z = z(), 0 < t < 1, |z()] < 1,
lim|z(f) =1a lirr; f(z(2)) = x. Véta ,,ve velkém* se pak formuluje takto: H(R(f)) U H(C(f)) =
t—1 t—
= R(H) 0 C(f) © A(f).2) Je-li navic A(f) linedrni miry nula, plati R’(f) = A(f).

Poznamenejme, Ze C(f),vidy kontinuum, jeZ se miZe redukovat na jediny bod. Avsak konti-
nuum, skladajici se z kruZnice, jednoho jejiho poloméru a spiraly, navijejici se zevn& na kruZnici,
nemiZe byt C(f) pro zidnou funkci meromorfni v jednotkovém kruhu, jak ukazal prvni . B.
IMorsraino vr. 1952 a nezévisle vr. 1955 W. RupiN (Potjagajlova prace neni v knize citovédna).

Ve vét& ,,v malém® se studuje chovéni f(z) v okoli pevng zvoleného bodu ¢%®, jde tedy o vztah
mezi C(f, zp), R(f, z), A(f, 2p), zobeciiujici Iversenovu vétu. .

Treti &ast je v8novéana aplikaci pojmu Baireovy kategorie na hraniéni chovani funkci mero-
morfnich v jednotkovém kruhu. Této metody bylo uZito neddvno v pracich F. BAGEMIHLA,
W. SEIDELA a E. F. COLLINGWOODA. Jsou uvedeny zndmé véty Plessnerova, Luzin-Privalovova
véta o jednoznaénosti pro radidlni hrani&ni hodnoty a Meierova véta ,,0 dvou tétivich*‘. Aby si
&tenaf ulinil pFedstavu o zajimavosti docilenych vysledkii a o tom, jak ,,divoké* miZe byt chovéni
zcela ,,rozumnych®, tj. holomorfnich, funkci, uvedme dvé véty, dokdzané Bagemihlem a Sei-
delem: . :

1y M’znamens doplnék mnoZiny M ve w-roving.
2) H(M) znamend hranici mnoZiny M, M uzévér mnoZiny M.
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1. Budiz v |z| < 1 ddna libovolnd spojitd funkce g(z) a neprdzdnd mnozina E typu F, a proni kate-
gorie na |z| = 1. Potom existuje funkce f(z), holomorfui v |z| < 1, tak, %e pro kazdé e*9¢ E jsou
mnoZiny radiglnich hraniénich hodnot funkci f(z) resp. Re f(z) resp. Im f(2) totoiné s mnoZinami
radidlnich hraniénich hodnot funkct g(z) resp. Re g(z) resp. Im g(2).3)

II. Existuje funkce f(z), holomorfui v |z| < 1, tak, Ze mnoZina jejich radidlnich hraniénich
hodnot v bodé e'® je celd kruznice |w| = 1 pro skoro vSechna ®, 0 < 0 < 2x. Tudiz f(2) je omezend
na skoro viech polomérech, aviak na zddném z téchto poloméri nemd limitu pro |z| — 1.

Posledni &t vrté st kapitoly se zabyva studiem hraniéniho chovani dvou dilezitych specidlnich
t¥id meromorfnich funkci: funkci ohraniéeného typu (tj. funkci, jeZ Ize vyjadfit ve tvaru podilu
dvou funkci omezenych v |z| < 1) a norméalnich meromorfnich funkef (tj. funkei, pro n&% t¥ida
f(S(2)), kde S(z) probihd vSechna konformni zobrazeni jednotkového kruhu na sebe, je nor-
malni).

vy

Ctvrté kapitola je vénovana roz§ifeni teorie hraniéniho chovani meromorfnich funkci na
jednoznaéné funkce na Riemannovych plochich. Studuje se zejména Iversenova vlastnost, zobec~
nénd na Riemannovy plochy S. STOILOVEM, a riizné véty o hraniénim chovéani na nekompaktnich
Riemannovych plochéch.

Ve struéném dodatku jsou studovdny analogické otdzky pro K-kvasikonformni zobrazeni a
pseudoanalytické funkce.

Na zaver knihy je uveden vynikajici seznam literatury, obsahujici na 350 ndzvi, a pfehledny
vécny rejstrik.

Cetba knihy neni snadnd, nebof problematika je rozsihlé a velmi ndro&na po technické strance.
Vyklad je struény, ale presny a srozumitelny. Ctenaf je doveden aZ na sam okraj moderniho ba-
dani. Ziska pirehled o teorii hraniéniho chovéni analytickych funkci a, coZ je obzvlast dilezité,
seznami se se zdkladnimi metodami feSeni uiloh této teorie a najde v knize fadu dosud nefeSenych
a patrné nesnadnych problémil. Je velmi vyznamné, Ze se autorovi podafilo, lze-li se tak vyjad¥it,
presvéddit Etendfe o nutnosti abstraktniho pfistupu ke zcela konkrétnim klasickym dlohdm. Knihu
Ize viele doporudit kazdému, kdo se chce hloubéji poudit o moderni teorii analytickych funkci.

Jaroslav Fuka, t. ¢. Moskva

Hans P. Kiinzi: QUASIKONFORME ABBILDUNGEN. (Ergebnisse der Mathematik und
ihrer Grenzgebiete, Heft 26.) Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1960, str. 182, obr. 35,
cena DM 36, —.

Recensované kniha podadva prehled o vysledcich teorie kvasikonformnich zobrazeni v roving.
Tato teorie vznikla z uloh teorie konformniho zobrazeni a analytickych funkci a je jejich daleko-
sdhlym zobecnénim. Jeji zdklady poloZili v letech 1928 —1935 H. GroOTzZsCcH, L. V. AHLFORS
a M. A. LAVRENTEV.

Budiz w = H(2) = u(x, y) + iv(x, y) spojit€ diferencovatelné homeomorfni zobrazeni ro-
vinné oblasti G do roviny w, zachovavajici orientaci, tj. s positivnim jakobidnem. Za téchto pred-
pokladt je H(z) lokéln& afinni a zobrazuje nekonetn& maly kruh na nekonetné malou elipsu.
Pomér velké poloosy této elipsy k malé poloose se nazyva dilataini kvocient D/, a je zfejm&

dw
max |—
D o<ps2rz|d dw ow cos o + ow sin
=TT » —_—= ~—si
z/w C|dw az  ox f® oy ¢
min |—
0sosn|dz

3) MnoZinou radidlnich hraniénich hodnot spojité funkce ¢(z) b bodé e*® rozumime pfirozens
mnoZinu viech «, k nim¥ existuje posloupnost z, = r,e%6, r. — 1, tak, e p(z,) —> *
p n n n
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znamend derivaci ve sméru ¢. Geometricky je zfejmé a snadno lze vypo€ist, Ze plati nerovnost

1 dw|?
O w J= dz éDz/wJ:

z/w

kde J je jakobidn zobrazeni w = H(z). H(z) se nazyva K-kvasikonformnim zobrazenim (struén&
K—QC zobrazenim) v Grétzschove smyslu, jestlize viude v G plati D, ,, = K <. Ziejm& H(z) je
konformni pravé kdyZ plati K = 1 a zobrazeni W = w(H(2)) resp. w = H(w({)), kde W = w(w)
resp. z = w({) jsou konformni zobrazeni, jsou opét K— QC.

Nazv&me Etyfrohem jednoduSe souvislou Jordanovu oblast 2(z4, z;, z3, 24) se ¢tyfmi riznymi
vyznaénymi hraniénimi body, vrcholy. KaZdy &tyfroh lze jedinym zplisobem konformné zobrazit
na obdélnik s vrcholy wy =0, w, = M, w3 = M + i, w, = i, pfi emZ bod w; je obrazem bodu
z;. Cislo M se nazyva modul &tyfrohu (zy, 2y, 23, z4) a je zfejm konformné invariantni. DuleZi-
tou vlastnosti K— QC zobrazeni je tzv. Grotzschova nerovnost

1
10)) TMEM KM,

Zde M’ je modul &tyfrohu, ktery je obrazem 2(zy, z,, z3, z4).

Dikaz (2) je typicky pro celou teorii: Pomoci Schwarzovy nerovnosti se ziskdvaji odhady nékte-
rych geometrickych charakteristik dané oblasti. Nerovnost (2) stali ziejmé dokézat pro obdélniky.
Budiz tedy R = G obdélnik s vrcholy O, M, M + i,i, R” = H(R), obdélnik s vrcholy O, M’,
M’ + i, i, pfi €emZ H(O) =0, HM)= M’, HM + i) = M’ + i, H@i) = i. Obraz utseky
y = konst, 0 < x < M, ma délku aspoii M’, takze plati
dx.

M < Miaw
= . .

Odtud podle Schwarzovy nerovnosti dostaneme
M 2 M M
M'ng dx> éf dx.f
0 0 0
Podle (1) odtud dale plyne y

M? < Mj K J(z) dx
0

2
dw

dw
dx dx|

®

1 1M
jM’zdyéKMjJ J@) dxdy.
(4] 0JO

Napravo je plocha obdélnika R’, takZe konetnd M2 < KM .M’, ti. M’ < KM .
Ponévad?Z inversni zobrazeni je rovnéz K— QC, je tim dok4zédna i druh4 ¢ast nerovnosti (2).

a z Fubiniho véty

V dalSim vyvoji teorie K—QC zobrazeni se ukazalo, Ze prfedpoklady o hladkosti jsou pfili§
omezujici: v nékterych dileZitych extremdlnich ulohich neexistuje feseni ve tfidé Groétzschovych
K—QC zobrazeni. Vychodiskem k nezbytnému zobecnéni, které podali L. V. AHLFORS 2 A. MORI,
jsou nerovnosti (1), (2).

Definice (A). Budiz K = 1. Homeomorfni zobrazeni w = H(z) oblasti G do w-roviny se na-
zyva K-kvasikonformni, jestliZe plati: .

1. Budiz R = {x,y; a; < x < a3, b; £¥ =b,}, R = G. Potom funkce H(x, yo) proménné x
je absolutn& spojita v intervalu {a,, @,y pro skoro viechna y, € {b;, b, a funkce H(xo, ¥) pro-
ménné y je absolutné spojitd v intervalu {by. b, pro skoro viechna xg € {ay» a)-
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2. Skoro viude v G plati

1€)]

= KJ

3

dH(2)
dz

kde J = uv, — uyp, (parcidlni derivace existuji podle 1 skoro vSude v G).

3. Parcidlni derivace H, H, jsou integrovatelné s kvadratem na kaZdé kompaktni podmnoziné
oblasti G.

Definice (B). Budiz X = 1. Homeomorfni zobrazeni oblasti G do w-roviny, zachovavajici
orientaci, se nazyva K-kvasikonformni, jestlize pro modul M libovolného Styfrohu 2(zy, z,, 23, z4),
leziciho v G, a modul M’ jeho obrazu H(2(zy, 23, z3, z4)) plati nerovnost (2).

Z4sadni vyznam pro celou teorii m4 véta o ekvivalenci:

Zobrazeni w = H(z) je K— QC podle definice (A) pravé kdyZ je K— QC podle definice (B).

V knize je podrobn& vyloZen ditkaz véty o ekvivalenci, pochédzejici od A. Morr a L. BERSE
a rovnéZ Pflugeriv dikaz tvrzeni (B) - (A). Oba dikazy uZivaji hlubokych vét teorie funkci
redlné proménné. Jiny dikaz, uZivajici teorie Beltramiho rovnice a Beurling-Ahlforsovy véty
o ptifazeni hranic pii K— QC zobrazeni Jordanovych oblasti, najde étenaf v praci L. Bers: The
equivalence of two definitions of quasiconformal mappings, Comm. Math. Helvetici, 1962, 37, fasc.
2, 148—154. Poznamenejme, Ze F. W. GEHRING ukazal, Ze podminka (3) definice (A) je jiz di-
sledkem podminek 1, 2. F. W. Gehring rovnéZ dokazal vétu:

Budiz w = H(z) homeomorfni zobrazeni oblasti G do roviny w, zachovavajici orientaci.
Oznaéme

max |H(z) — H(zy)l

T |z=zo|=r
L(z,) = lim - .
@ = "in [HG) = Ao
|z—zo|=r

Potom w = H(z) je K— QC, pravé kdyZ plati 1. L(z) je omezend v G; 2. L(z) < Kskoro viude v G.
Soudasné sestrojil pro kazdé K > 1 K—QC zobrazeni oblasti G, pro néZ neplati L(z) = K vSude
v G (dokonce L(z) > K na mnoZziné Hausdorffovy dimense 2).

Tato obecna K— QC zobrazeni maji fadu dileZitych vlastnosti. Uvedme nékteré z nich (oéislo-
vani vét je stejné jako v kap. 4 recensované knihy):

Véta 1. Lokdln€ K— QC zobrazeni (tj. homeomorﬁémus, zachovavajici orientaci, pro né&jz je
podminka (2) splnéna pouze v okoli kazdého bodu oblasti G) je K—QC.

Véta 2. Budiz w = H(z) homeomorfni zobrazeni oblasti G do w-roviny, jez je K— QC v oblasti
G \ 7, kde y je analytickd kfivka. Potom H(z) je K—QCv G.

Véta 4. K— QC zobrazeni |z] < 1 na [w| < 1 lze rozsifit na homeomorfni zobrazeni |z] < 1 na
[wl < 1

Véta 4 ve spojeni s vétou 2 umoZiiuje pomoci symetrie rozsifit libovolné K— QC zobrazeni
|z} < 1 na sebe na X— QC zobrazeni roviny na sebe.

Véta 6. K—QC zobrazeni H(z) |z] < 1 na |w| < 1, H(0) = 0, jsou stejnomérné holderovsks
s exponentem 1/K, tj. existuje konstanta ¢, nezdvisld na H (a dokonce ani na KX!) tak, Ze plati

[H(z)) — H(zp)| < Clz; — z,]V/K.

Je zajimavé, Ze nejlep§i moZné konstanta, nezdvisla na X, totiZz C = 16, neni dosaZena pro Zidné
K — QC zobrazeni z uvedené tfidy. Vlastnost véty 6 znamena kompaktnost uvedené t¥idy K— QC
zobrazeni ve stejnomérné metrice. Odtud snadno plyne, Ze tfida viech K— QC zobrazeni |z| < 1
na |w| < 1 je uzavérem vSech K— QC zobrazeni v Grotzschové smyslu ve stejnomérné metrice.
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V&ta 10 (Beurling-Ahlfors). Budizx(x) spojit4 rostouci funkce v intervalu (— co, o), u(— ) =
= — 00, u(0) =oo. K—QC zobrazeni w = H(z) horni poloroviny na sebe s hrani¢nimi hodnotami
H(x) = u(x), H(®) =0 existuje prévé tehdy, jestliZze funkce u(x) spliiuje podminku

#(x + 1) —ak) _
= ux) — ulx — t)
pro n&jakou konstantu ¢ = 1 a pro viechna redlni x, z. Je pozoruhodné, Ze existuje funkce u(xy

spliiujici podminku (4) pro g > 1, kterd neni absolutng spojitd na n&jakém intervalu {a, b),
—w< a < b < w; fakt, ktery pfi konformnim zobrazeni nemuZe nastat.

C))

Vratfme se nyni k obsahu jednotlivych kapitol knihy. V kapitole 1 jsou uvedeny nékteré véty
o modulech &tyfrohu, resp. dvojndsobné souvislych oblasti, rizné kanonické oblasti a jich extre-
malni vlastnosti, souvislosti mezi modulem &tyfrohu a extreméalni délkou resp. Dirichletovym
integralem. Zavérem jsou uvedeny Teichmiillerovy véty o modulech.

V kapitole 2 je definovano K— QC zobrazeni v Grotzschové smyslu a dokdzdna Grotzschova
nerovnost. Déle je naznacen Wittichiv diikaz dilezité Teichmiillerovy véty o deformaci zobrazeni
roviny na sebe, jeZ se v okoli bodu o v jistém smyslu malo 1i§i od konformniho zobrazeni. Defi~
nitivnim vysledkem v tomto sméru je Bélinského véta:

Je-li oteviend rovina z s=c0 zobrazena na rovinu w == o pomoci spojité diferencovatelného
zobrazeni s positivnim jakobidnem a plati-li pro jisté r, <o

Dy — 1
J:[ —z/—‘—"—i—— dxdy <o,
|z} zro i

potom existuje lim (w/z) = 0, oo.
ZzZ= 00

Je zésluZné, Ze autor uvadi dikaz této vyznamné véty, nebot aZ dosud existoval v literatufe jen
ndstin ditkazu v Dokl. Ak. nauk SSSR. Dile jsou uvedeny véty o invarianci mnoZin logaritmické
kapacity O pfi K— QC zobrazenich, zobecnéni znamé Koebeho véty o prostych holomorfnich
funkcich v jednotkovém kruhu, Ahlforsova véta o deformaci. V zavéru kapitoly je uveden Teich-
miillerGv extremdalni problém a Grotzschovy extremalni tlohy.

V kapitole 3 jsou uvedeny aplikace X— QC zobrazeni v teorii analytickych funkci, specidlné
v problému typu Riemannovy plochy a v riiznych problémech Nevanlinnovy teorie rozloZeni
hodnot.

Obsah kapitoly 4 byl probrin vyse.

V kapitole 5 jsou studovany pseudoanalytické funkce a jejich vlastnosti. Pseudoanalyticka
(pfesnéji K-pseudoanalytickd) funkce v oblasti G jest definovdna jakoZto spojitd funkce f(z), ktera
indukuje v n&jakém okoli kazdého bodu oblasti G zobrazeni X— QC. Ukazuje se, Ze tato definice
je ekvivalentni s touto vlastnosti:

Lze psitf = A o H, kde H je K—QC v oblasti G a A je funkce analyticka v H(G). Velky vyznam
ma ten fakt, Ze redlnd a imagindrni ¢ast pseudoanalytické funkce spliiuji jisty linedrni systém par-
cidlnich rovnic s nekonstantnimi koeficienty, tzv. Beltramiho systém, ktery je zobecnénim Cauchy-
Riemannova systému. Tato souvislost ma vyznam nejen pro studium pseudoanalytickych funkci
samotnych, ale ukazuje i na moznost pouziti vysledki, resp. metod teorie pseudoanalytic-
kych funkeci ke studiu jistych typh parcidlnich rovnic. V dal§im se ukazuje, Ze fadu vét z teorie
analytickych funkci Ize prisluSnym zplsobem zobecnit na pseudoanalytické funkce. Jde napf.
o zobecnéni Schwarzova lemmatu, principu maxima a principu symetrie, analog Schottkyho a
Picardovy véty, zobecnéni Fatouovy véty, vét Rouchéovy, Hurwitzovy atd..

Kapitola 6 je vénovana Teichmiillerové teorii extremélnich K— QC zobrazeni. Ve 40. letech
formuloval Teichmiiller tlohu a heuristickymi tivahami dospél k pfedpoklddanému elegantnimu
feSeni. Poznamenejme, Ze pfesnd formulace ulohy a Ahlforsiv dikaz Teichmiillerovych tvrzeni
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zabird v knize 20 strdnek. V zavéru kapitoly je naznaen novy dikaz Teichmiillerovy véty, pocha-
zejici od L. Berse. : :

Pokusme se na nejjednodus§im pfipadé naznalit o jaky problém jde. BudteZ diny Etyfrohy
zy, 23, 23, 24), £2'(21, 25, 25, z4)). Obecnd neexistuje konformni zobrazeni w = f(z): 2 «> 2’ tak,
aby z; = f(z;). Vzdy vSak existuje K—QC zobrazeni w = H(z) s poZadovanou vlastnosti: Sta&i
zobrazit 2 na obdélnik R pomoci konformniho zobrazeni { = ¢(z), 2’ na obdélnik R’ pomoci kon-
formniho zobrazeni ¢ a obdélnik R na obdélnik R’ pomoci K—QC zobrazeni {’ = () (napt.
afinniho) a vzit sloZené zobrazeni v~ ! o y o . PoloZme si nyni otizkn, zda ve tfid& viech K—QC
zobrazeni (zy, z,, z3, z,) na 2'(z4, z, 2}, z4), z; = H(z;) (K se méni!) existuje zobrazeni s nej-
men§im K. ProtozZe dilatacni kvocient je invariantni viéi konformnimu zobrazeni, redukuje se
tato tloha na nalezeni extremélniho K— QC zobrazeni obdélnika R na obdélnik R’. Budiz M
pomér stran obdélnika R, M’ pomér stran obdélnika R’. Elementarni uvahou, zcela analogickou
dikazu nerovnosti (2), 1ze dokdzat, Ze pro kazdé K—QC zobrazeni w = H(z) R na R’ plati
K(H) = M’/M a e rovnost je dosaZena pouze pro afinni zobrazeni. V§imnéme si, Ze extremalni
zobrazeni ma konstantni dilatadni kvocient M’[M.

Hlubokym zobecné&nim této elementarni ulohy je Teichmiillerovo tvrzeni:

Necht S a S’ jsou kompaktni Riemannovy plochy rodu g > 1, f homeomorfni zobrazeni S na
§’. Ve tfid€ viech K— QC zobrazeni .S na S’, homotopnich s , existuje, a to jediné, K, — Q C zobra-
zeni £, pro né€Z plati K, < K. Toto zobrazeni lze analyticky popsat pomoci dvou holomorfnich
kvadratickych diferencial®: ¢(z) dz? definovaném na S ap(z’) dz'? definovaném na S”. V lokalnich
parametrech { = & + in a &’ = & + i’ takovych, ¥e di? = ¢ dz?, d¢’? = y dz'?, 1ze zobrazeni
Jo napsat ve tvaru §" = Ky&, " = 9, jeho ,,lokdlni** dilataéni kvocient je tedy konstantni. Nazve-
me-li log K|, vzdélenosti Riemannovych ploch S a S” (vzhledem ke tfidé homotopie /), dostaneme
po pfislusném ztotoZnéni konformné ekvivalentnich ploch metricky prostor, ktery je homeo-
morfni s eukleidovskym prostorem dimense 6g — 6. Ctenaf, hledajici hlubsi poudeni o téchto
problémech, nechf se obrati ke knize L. Ahlfors, L. Bers: Prostranstva Riemannovych poverch-
nostej i kvazikonformnyje otobraZenija, Moskva 1961.

Posledni kapitola 7 je vénovéna riznym zobecnénim a souvislostem s teorii parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic. Je tu vyloZena teorie pseudoanalytickych funkci ve smyslu L. Berse a Lavran-
tévova teorie nelinedrnich silné eliptickych systémul. Je naznalen diikaz Lavrentévovy véty o exis-
tenci homeomorfnich zobrazeni, danych feSenim takovych systémi, pro oblasti ohranifené po
Eastech hladkymi kfivkami. Poznamenejme, Ze vysledky L. Berse dokdzal soucasné I. N. VEKUA.
Vekuova teorie, ktera je zaloZena na metodach moderni teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic,
je vyloZena v jeho knize: Obobséennyje analitieskije funkciji, Moskva 1959.

V dodatku je poukdzdno na nejnovéj§i vysledky americkych matematikii CH. LOENNERA
a F. W. GEHRINGA; zobecfiujici teorii K— QC zobrazeni na n dimensi (# = 3). Poznamenejme, Ze
nékteré vysledky v tomto sméru docilil v SSSR B. V. SaBaT a ve Finsku J. VAISALA. Toto zobecnéni
ma velky vyznam proto, Ze v disledku Liouvilleovy véty se konformni zobrazeni pro n > 2 redu-
kuji v podstat$ na inverse a podobnosti, zatimco teorie K— QC zobrazeni pro n > 2 je zcela ana-
logicka teorii v roviné.

Kniha vysla ve znamé Springerové sérii ,,Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete**.
Je psana jasn€ a prehledné, vytiSténa na krasném papife a v dokonalé upravé. Kromé nékolika
drobnych tiskovych chyb (napf. v definici funkce A(r) na poslednim fadku str. 32 chybi &initel
1/27) je nesprévné formulovana véta 1, kap. 4 na str. 98. Ctenaf viak snadno poznd ze souvislosti,
Ze misto ,,in jeder Umgebung von D*‘ mélo byt feCeno ,,in einer Umgebung eines jeden Punktes
von D*‘. Ke knize je pfipojen rozsidhly seznam literatury dovedeny do r. 1959 a obsahujici na
150 nézvi. Snadnou orientaci umoZiiuje podrobny obsah a jmenny a vécny rejstfik. Je velkou
zasluhou autora monografie, Ze se do rukou §irokého kruhu &tendrd dostava dilo, umoZiujici
sezndmeni s krasnou a hlubokou partii moderni analysy, jejiz metody a vysledky byly aZ dosud
rozesety v ¢asopisech a zndmy vét§inou jen specialistim v teorii funkci.

Jaroslav Fuka, t&. Moskva
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