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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

ÚLOHY A PROBLÉMY 

NEŘEŠENÉ ÚLOHY A PROBLÉMY 

Pro naše čtenáře otiskujeme znovu texty úloh a problémů, které byly předloženy k řešení 
v Časopise pro pěstování matematiky v letech 1954 až 1962 a které nebyly dosud řešeny. Domní­
váme se, že aspoň některé z nich čtenáře znovu zaujmou. Jsou to úlohy resp. problémy: 

Z roč. 79 (1954), str. 163 a 367: 
oo 

2. Vyšetřete chování řady J\ [(~-l)n: n2] . [(xn - 1): (x - 1)]. xn^~1)jl na kružnici |xf =- 1 
7 1 = 1 0 0 

(spojitost limity, stejnoměrnost konvergence). Podobně pro řadu 2 t ( — 1 ) " : (n • bn)- • K x & n ~~ -•) : 

n-í n = l 
: (x — 1)] . xCn, kde bn jsou přirozená čísla, cn = J ) bk a potom pro mocninnou řadu, vzniklou 

fe=i 
,,rozepsáním" této řady. J, Marik 

oo 

3. Platí věta: Nechť aw -> 0. Pak řada f(x) — ]T anx
n konverguje pro každé x, pro něž platí 

«=o 
\x\ — 1 a které je bodem regularity funkcef. Nelze dokázat podobnou větu pro sčítatelnost místo 
pro konvergenci? (Rozhodněte např. o správnosti této věty: Nechť platí (ajn) -> 0. Pak je řada 

oo 

]£ anx
n sčítatelná podle aritmetického středu v každém bodě x (\x\ = 1 ) , který je jejím bodem 

«=o 
regularity.) /. Mařík 

4. Buď C jednoduchá rovinná křivka konečné délky a D její vnitřek (komplement). Budiž 
t0 e C. Utvořme funkci ů(z9 t), kde z probíhá množinu Dat množinu (C — t0) tak, aby ů(z, t) bylo 
úhlem mezi kladným směrem osy x a vektorem zt a aby funkce # byla spojitá. Budiž F(z) = 
~ Je l^í^fe 0|« (Funkce Fje zřejmě spojitá naD a nezávisí na volbě funkce#.) Dokažte (přesně 
a pokud možno jednoduše) nějakou nutnou a postačující podmínku, aby funkce F byla omezená, 
(Viz J. RADON, Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss., Wien, Math. Naturw. Kl. 128, Abt. 2a, Ila, 
1123; 1919.) 

I. Babuška 

5. Buď T Čtverec. Rozhodněte, zda existuje funkce <p holómorfní na T taková, že platí 

(1) (Re <pr dx dy < oo . 
T 

í (2) I I (lm<prdxdy^oo. 

Poznámka. Lze dokázat, že platí-li (1), pak je j J r (Im<p)2 ~e dxdy <oo pro každé e > 0. 

I. Babuška 
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6. Dá se ukázat (viz např. HORN, Gewohnliche Diff.-Gleichungen beliebiger Ordnung, 1905. 
§ 72), že řešení dif. rovnice 

dy — Xy + sin x 
JL = LZ (x > o), 
áx y 

lze v okolí počátku rozvinout v mocninnou řadu. Určete poloměr konvergence těchto řad. 
0. Vejvoda 

7. Buď c(x) po částech spojitá funkce v <0, 1>. Nazveme řešení problému K vzhledem k funkci 
c(x) a číslu P funkci y(x) a koeficienty a, b, které splňují rovnici 

y"(x) + Py(x) = ajc + b + c(x) 

a okrajové podmínky y(0) =.y(l) == 0; y"(Q) = 0, y'(l) -= 0. Charakteristickým číslem problému 
K nazveme Číslo P° takové, že existuje netriviální řešen íproblému K vzhledem k funkci c(x) = 0 
a P — P°. Toto řešení nazveme charakteristickou funkcí problému. Prvou charakteristickou 
funkcí nazveme charakteristickou funkci příslušnou k nejmenšímu charakteristickému číslu Pf. 
Buď M množina všech funkcí c(x) po částech konstantní (s konečným počtem nespojitostí) 
v <0, 1> splňující tam vztah \c(x)\ = e. Lze ukázat, že problém K vzhledem ke každému c(x)e M 
a P 4= P° má jediné řešení a při tom y"(x) jest po částech spojitá funkce. Definujme na M funkcío-
nálu F tímto předpisem: 

F(c(x)) = sup y"(x), 

kde y(x) jest řešením problému K vzhledem k c(x) [c(x)e M] a 0 < P < PJ. Domnívám se, že 
funkcionála Fmá tyto vlastnosti: 1. Existuje funkce c*(x)e M, pro kterou funkcionála F nabývá 
svého maxima. 2. Funkce c*(x) má právě tolik bodů nespojitostí, jako má prvá charakteristická 
funkce bodů, v nichž platí y"(x) = 0. 3. Funkce c*(x) má skoky právě v těch bodech, ve kterých 
řešení y(x) problému K vzhledem k c(x) SL P splňuje vztah y"(x + 0) + y"(x — 0) = 0. 

1. Babúska 

8. Lze dokázat tuto větu: 

Buďf(x) spojitá funkce na <a, h>. Označme 

Gn(f)-ÍEkf(xk) 

Gaussovu kvadraturu funkce f(x). Jestliže f(x) máp spojitých derivací a f^(x) splňuje Lipschitzo-
vu podmínku s koeficientem <x (0 < a Í£ 1), potom platí 

f(x) áx - Gn(f) á 0 (l/nP+x) pro n ^-oo . í. 
Rozhodněte, zda tuto větu lze obrátit. (Viz podrobnější text na str. 368.) 

I. Babuška 

Z roč. 81 (1956), str. 247, 354 a 470: 

1. Dokažte bez použití teorie Lebesgueova integrálu tuto větu: Buďtef, g konečné funkce v in­
tervalu (0,1); funkce # nechť je spojitá, funkce f nechť má primitivní funkci a nechť je nezáporná. 
Potom funkce/. g má primitivní funkci. Poznámka: Z vět o Lebesgueově integrálu plyne naše 
tvrzení ihned takto: Pro každé xe (0,1) existuje Lebesgueův integrál j^ f( t) #(t) dt = H(x) a platí 
(jak se snadno zjistí) H'(x) — f(x) g(x). 

J. Mařík 
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2. Dokažte elementárními prostředky, že platí tato veta: Nechť funkcefmá (vlastní) Riemannův 
integrál v intervalu <c, d>. Nechť funkce <p má spojitou derivaci v intervalu <a, b> a nechť c < 
^(p(t) s£ dpro každé te <a, b>. Potom existuje Riemannův integrál jbf(<p(t))<p'(t) dí a rovná se 
jv)a)f(x) dx- Poznámka: Důkaz lze provést dosti jednoduše pomocí některých ne zcela triviál­
ních vet z theorie reálných funkcí. 

J. Mařík 

3. Rozhodnete, zda platí tato veta: Buďte G, H otevřené konvexní množiny v obyčejném troj­
rozměrném (event. n-rozměmém) prostoru. Množina H buď omezená a nechť ffcz G. Nechť 
funkcefmá omezené spojité (resp. omezené) derivace prvního řádu na množině G — H. Potom je 
funkcefstejnoměrně spojitá (na G — H). P o z n á m k a : Z názoru se zdá být jasné, že funkci flze 
spojitě rozšířit na hranici množiny H; odtud by stejnoměrná spojitost snadno vyplynula. 

J. Mařík 

4. Nechť Fje distribuční funkce (tj. neklesají zprava spojitá funkce na (— co, -f co), F(— co) = 
= 0, F(-j- co) = 1), nechť )xáF(x) = 0, \x2 áF(x) = 1. Definujme posloupnost distribučních 
funkcí Fl5 F2, ...takto: Fx = F^Fn(xj^J2) = JFn_i(x — z) dFw_x(z). Položmes,, = sup \Fn(x)-~ 
— 0(x)\, xe (— co, -f co), kde <P(x) = [1/^/(2^)] j~-o e""'2/2 dt. Je známo z počtu pravděpodob­
nosti, že en ~> 0 a pro některá speciální F jsou známy i bližší odhady čísel en (viz FELLER: On the 
Normál Approximations to the Binomial Distribution, Annals of Mathematical Statistics, 
vol. 16 (1945), pp. 319—329). Protože pro mnohé důležité funkce Fjsou tabelo vány funkce Fn (a 
je tedy možné určit en) pro některá n, bylo by zajímavé blíže studovat povahu konvergence sn 

k nule; zejména ukázat, za jakých předpokladů ex =: s2 ^ e3 2> .... (Viz též autorovu poznámku 
na str. 248.) 

V. Fabián 

5. Hledejme řešení rovnice dx/dt = 1 + x-f x2 + ...~f xn splňující podmínku x(0) = 0 ve 
tvaru mocninné řady x(t) = a^t-f a2t

2 -f a3t
3 -f ... a označme rn poloměr konvergence této 

řady. Snadno vypočteme, že poloměr konvergence řešení y(t) = bxt -f b2t
2 + b3t

3 -f ... rovnice 
dy/dt = 1 + y + y2 -f ... je \. Platí: co =- rx > r2 ^ r3 ^ ... ^ \. Stanovte lim rn (platí 
lim rn = -I?) a nalezněte asymptotický vzorec pro rn. 

J. Kurzweil 

6. Nech R je těleso racionálnych čísel, nech Xl9 X2,..., Xn sú reálne Čísla a nech R(Xl9 X2,..., Xn) 
je těleso, ktoré vznikne z tělesa racionálnych čísel adjunkciou čísel Xt, X2,..., Xn. Či existuje taká 
postupnosť reálných čísel {Xn}, n = 1,..., co, a taký konečný počet Čísel ul5 w 2, . . .,p r, že pre 
n = 1, 2, 3,... je R(Xt, X2,.,., Xn) vlastnou podmnožinou 

R(Xí,...,Xn,Xn+1) a R(XV ..., Xn) c R(ax, . . . , ^ r ) . 
L. MiŠík 

10. Rozhodněte, zda platí tato věta: Buď / spojitá funkce na množině G, která je otevřená 
v m-rozměrném kartézském prostoru Em. Nechť ke každému s e G existuje uzavřená koule K 
o středu s tak, ž e l e G a že JxfOc) dx = JxfCs) dx ( = f(s). V, kde Vje objem koule K). Potom 
je funkce f harmonická na množině G. (Viz též autorovu poznámku na str. 470.) 

J. Mařík 

Z roč. 82 (1957), str. 100, 365 a 454: 

1. Rozhodněte, zda každá nespočetná část Em (resp. Ex) obsahuje řídkou nespočetnou část. 

J. Mařík 
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3. Je známo, že existují ordinální typy f té vlastnosti, že platil = fn pro každé n _̂  1; podobné 
existují ordinální typy f, pro něž fn je různé od f, f 2 , . . . , fw~" * pro každé n. Rozhodněte, zda exis­
tuje ordinální typ I tak, že platí např. £ — f3 4= f2, nebo obecněji f = f\ n ^ 3, při čemž 
fř =j= f pro / = 2,..., n — 1. (Viz též autorovu poznámku a literaturu na str. 100—101.) Speciální 
případ tohoto problému položil W. SIERPIŇSKI v knize ,,Cardinal and ordinal numbers". Warsza-
wa 1958, str. 232. K. Karták 

5. Buď G otevřená množina v m-rozmerném Euklidově prostoru Em, 0 4= G 4= Em; buď f 
spojitá funkce na hranici H množiny G. Je-li funkce F spojitá na G u H, harmonická na G a rovna 
fna H, nazveme funkci F řešením Dirichletovy úlohy, příslušné k funkci fa množině G. Rozhod­
něte, zda platí tato věta: Nechť ke každé omezené spojité funkci na množině H existuje omezené 
řešení příslušné Dirichletovy úlohy. Potom ke každé nezáporné omezené spojité funkci na*mno­
žině H existuje nezáporné řešení příslušné Dirichletovy úlohy. J. Marik 

6. Rozhodněte, zda platí: Čtyřstěn ABCD je (až na čtyřstěny shodné) jednoznačně určen: 

a) velikostmi hran AB, BC, CD a vnitřních úhlů stěn B(AC)D, D(BC)A, A(BD)C; 
b) velikostmi hran AB, BC, CD, DA a vnitřních úhlů stěn A(BD)C, B(AC)D; 
c) velikostmi hran AB, CD a vnitřních úhlů stěn A(BD)C, C(AD)B, B(AC)D, D(BC)A. 

M. Fiedler 

7. Nechť M, N jsou úplně uspořádané množiny. Pišme M > N, jestliže existuje isotonní zobra­

zení množiny M na množinu N, a pišme M > N, jestliže existuje podmnožina M/ cz M podobná 
2 

množině N Pomocí axiomu výběru lze dokázat, že platí 
(1) M > N => M > N pro každé M, N. 

1 2 
Má-Ii množina M příp. N ordiáhií typ X příp. n, potom, jak ukázal M. SEKANINA, obrácení 

implikace (1) neplatí. Má-Ii však množina M příp. N např. ordinální typ: a) co 2 příp. co, b) (co*) 2 
příp. co*, c) (co*) 2 + co 2 příp. co* -f co, snadno se dokáže, že obrácení implikace (1) platí. 

a) Jaké jsou nutné a postačující podmínky pro ordinální typy množin M, N, aby platilo obrá­
cení implikace (1)? Pro dobře uspořádané množiny M, jV platí 

(2) M>N, N>M=>M£./V, 

ale existují M, N takové, že (2) neplatí. 

b) Pro jaké ordinální typy množin M, N platí implikace (2)? Z (1) a (2) plyne, že pro dobře 
uspořádané množiny M, N platí 

(3) M>N, N>M=>M^N, 
i 1 

ale existují M, N takové, že (3) neplatí. 

c) Pro jaké ordinální typy množin M, N platí implikace (3) ? K. Culík 

8. V článku ,,K teorii vícerozměrného integrálu", Čas. pro pěst. matem. 80 (1955), 400—414 
dokázal jsem tuto větu: Buď Q dvourozměrný interval, a e Q. Nechť existuje vlastní limita 
lim j Q __ jf(x, y) áx áy = A, kde / -> a, a e int I. Potom existuje též JQÍ(X, y) dx dy a rovná se Á 
(je míněn Perronův integrál). 

Rozumírne-li nyní objemem konečnou nezápornou aditivní funkci intervalu, můžeme v pod­
statě stejným způsobem dokázat podobnou větu i pro integrály podle objemu, který je součinem 
jednorozměrných spojitých objemů. Rozhodněte, zda platí taková věta i pro případ objemu V> 

slabě spojitého v bodě a (tj. lim V(I) = 0 pro I -> a). 
K. Karták 
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9. Najděte nějakou (dosti obecnou) postačující podmínku k tomu, aby k dané funkci fexisto­
vala primitivní funkce. (Nutnou podmínkou je např., aby funkce / byla funkcí 1. Baireovy třídy 
a aby v každém intervalu <oc, /?> nabývala každé hodnoty mezif(oc) aftf).) 

Poznámka autora: Problém položil jako první patrně N. N. LUŽIN; viz HHTerpaji H TPHTOHO-
MeTpĤ iecKHH p ^ , MocKBa-JIeHHHrpaii, str. 381, problém 40. — Bohatá literatura se najde v člán­
ku Z. ZAHORSKI: SUT la premiére dérivée, TAMS 69 (1950), 1—54. — Nutné a postačující pod­
mínky udává C J. NEUGEBAUER: Darboux functions of Baire class one and derivates, Proč. 
AMS 13 (1962), 838-843. 

K. Karták 

10. Buď Wl nespočetný systém částí intervalu <0, 1>, z nichž každá má kladnou vnější míru. 
Rozhodněte, zda existuje bod x e <0, 1>, který leží v nekonečně mnoha množinách ze systému 9$. 
(K tomu viz autorovu poznámku na str. 455.) 

J. Mařík 

11. Jest charakterisovat (a na příkladech ilustrovat) všechna uspořádaná komutativní algeb­
raická tzv. logaritmická tělesa, tj. taková tělesa, která stejně jako těleso reálných čísel mají aditivní 
grupu všech prvků isomorfní a podobnou s multiplikativní grupou všech kladných prvků. 

L. Rieger 

12. Budiž G Ábelova lokálně kompaktní topologická grupa s invariantní (Haarovou) mírou. 
Grupovým okruhem 8ÍG se pak rozumí okruh všech komplexních, měřitelných a absolutně integro-
vatelných funkcí f definovaných na G při následujících definicích sčítání a násobení: 

f-\-g = h značí f(x) -f g(x) = h(x) pro každé x e G , 

/'. g = h značí h(x) f(x — y) g(y) áy pro každé x e G . 
G 

Tento okruh íRG je dokonce normovaným okruhem při normě ||f | | = J Q \f(x)\ dx (viz Fejrjb<}>aHrn 
H. H., PaĚKOB JJ. A. H IHHJIOB T. E., KoMMyTaTHBHBie HopMHpoBaHHHe KOJHiiia, ycnexH MaT. HayK 
1:2(12), 1946, 48-148). 

Uvažme podokruh ŠR*< okruhu 9ftG těch funkcí f*e $RG, které jsou mimo jistou kompaktní 
množinu 90^* c; G (tzv. kompaktní nosič funkcí f*) identicky rovny 0. Otázka zní: 

Kdy 3íG má a kdy nemá dělitele nuly? (K tomu viz autorovu poznámku na str. 456.) 
L. Rieger 

13. Nechť k *z d jsou daná přirozená čísla a nechť posloupnost celých Čísel dř, i = 1, 2, . . . je 
definována podmínkami dx — d, 0 < di + 1 < dt a k = n^ + di + í, kde nt je vhodné přirozené 
číslo. Pak poslední definované číslo je dp, kdep 2g 1, pro něž platí dp | k. 

a) Udejte nutné a postačující podmínky pro to, aby dp — 1. 
b) Udejte hodnotu čísla dp v závislosti na k, d. 
c) Udejte nutné a pqstačující podmínky pro k a d, aby p = r, kde r je předem dané přirozené 

číslo. 
K. Culík 

14. Incidenční maticí se rozumí matice vytvořená z nul a jedniček. O dvou incidenčních mati­
cích téhož typu řekneme, že jsou silně ekvivalentní, jestliže jednu lze vytvořit z druhé vhodnou 
výměnou jejích řádků mezi sebou a sloupců mezi sebou. 

Nechť mjn je předepsaný typ incidenční matice (tj. m příp.n udává počet jejích řádků příp. 
sloupců). 
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a) Určete počet ̂ (m/n) incidenčních matic typu mjn, které (I) nejsou silně ekvivalentní, (II) ne­
jsou přímým součtem dvou incidenčních matic a (III) nemají žádné dva řádky ani žádné dva 
sloupce stejné. 

b) Určete počet <P2(t«/n) příp. <P$(mln) příp. cp^Kmjri) incidenčních matic typu mjn, které splňují 
©, příp. (I) a (II), příp. (I) a (III). 

c) Najděte vztahy mezi funkcemi cp^mjn) pro / = 1, 2, 3, 4. (Viz podrobnější text na str. 456 
až 457.) 

K. Čulik 

Z roč. 83 (1958), str. 355 a 466: 

4. Označme Mh(n) množinu všech reálných čtvercových n-řádkových matic hodnosti h, 
Pj,(n) množinu všech symetrických nezáporně definitních matic z Mh(ri), 0(ri) množinu všech orto­
gonálních matic z Mn(ri). Dále definujme pr̂ o reálnou matici A = (a^) matici sgn A — (sgn a^.). 

Najděte množiny všech matic s prvky 0,1 a — 1, které vzniknou jako matice sgn A pro a) A e 
e Mh(ri), b) A e Ph(ri), c) A e 0(ri). 

M. Fiedler 

6. Vn-rozměrném eukleidovském prostoru nechť jsou dány jednotkové vektory ax, a2,..., an 

vytvářející m-rozměrný podprostor, kde m < \(n — 1). Jest dokázat, že existují reálná čísla 
cx, c2,..., cn tak, že charakteristická číslag l9 g2, ...,gn Gramový matice vektorů c1a1, c2a2,...,, 
cnan splňují podmínku g± ^ . . . > gn-m ^ £ n - m + i = . . . = gm > gm+1 = . . . = * „ = 0. 

V. Havel 

7. V n-rozměrném eukleidovském prostoru nechť jsou dány posloupnosti bodů % = {AJf-í i* 
25 = {Bi}"í f, kde body Al9 A2,..., An+2 vytvořují m-rozměrný podprostor a body Blt B2,..., 
Bn+2 vytvořují celý prostor. Jest nalézti podmínku pro to, aby posloupnost -H byla středovým 
nebo paralelním průmětem posloupnosti 25' = {Bí}"ÍÍ shodneš 25 (podrobněji: aby bod At byl 
průmětem bodu B[, bod A2 průmětem bodu B2 atd.). Jest řešit obdobný problém, při němž po­
slední body Aw + 2 , Bn+2, Bn+2 jsou nahrazeny přímkami. 

V. Havel 

Z roč. 84 (1959), str. 198 a 374: 

2. V dané rovině Q mějme vlastní bod F SL nevlastní bod G. Jednoduché kuželosečky, jdoucí 
body F a G, nazveme „přípustnými". Jestliže orientovaný oblouk na přípustné kuželosečce ne­
obsahuje nevlastní bod různý od G, pak jej prohlásíme též za „přípustný". Mějme nyní tři přípustné 
oblouky q, ty, $, které leží na vzájemně různých přípustných kuželosečkách a které vycházejí z téhož 
bodu. Existují potom vzájemně kolmé vektory q, 9, & téže délky a hyperbolická kongruence šrt 
o ohniskovém bodu F a nevlastní ohniskové přímce jdoucí bodem G tak, že šft-obrazem vektorů 
q, 9,1 jsou oblouky q, 9, | ? Lze otázku upravit i tehdy, když hyperbolická kongruence 9̂  je nahra­
zena parabolickou? (Podrobnější autorovo vysvětlení viz na str. 198.) 

V. Havel 

3. Nechť je dán systém ekvivalentních množin Bir kard Bř = n pro i e I, kard I =- m (Bt 4= Bj 
pro i =#/*), kde n, rn jsou libovolné mohutnosti. Transmutace (tj, prostá zobrazení) množiny Bř 

na Bj označujme <p řj-« Udejte nutné a postačující podmínky na typ nedisjunktnosti množin Bi9 aby 
existoval transmutační Brandtův grupoid daného systému množin, který má hodnost m a který 
je vytvořen transmutacemi splňujícími podmínku <PÍJ(X) == x pro x e B£ n Bj. (Podrobnější text 
viz str. 199.) 

K. Culík 
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5. Buďte P, Q spojité funkce ve čtverci <0, 1> X <0, 1>. Nechť pro všechna [x, y] e (0, 1) x 
X (0,1) existují konečné derivace dQ(x, y)jdx, dP(x, y)/dy a jsou si rovny. Rozhodněte, zda potom 
platí 

(*) (P(x, 1) ~- P(x, 0)) ãx = ( S C I , ? ) - Q(.0,y))dy. 
o 

Poznámka. V práci F. II. TOJTCTOB: O KpHBOJTHHeHHOM H HOBTOPHOM HHTerpajie, TpyaM 
MaT. HHCT. B. A. CTeioioBa, XXXV, M.-JI. 1950, je dokázáno, že (*) platí, jestliže existují též ko­
nečné derivace dPJdx, BQJdy. 

J. Mařík 

Z roč. 85 (1960), str. 92 a 465: 

1. Je dán konečný, neorientovaný graf (V, E) bez smyček, jehož každé dva různé uzly jsou spo­
jeny právě jednou hranou (tj. je to úplný graf) a kladná, reálná funkce <p definovaná na množině E 
tzv. ohodnocení grafu (V, E) (Vpříp. Eznačí množinu všech uzlů příp. hran grafu (V, E)). Najděte 
souvislý subgraf daného grafu, tvaru (V, A), jehož každá hrana leží alespoň na jedné kružnici a při 
tom výraz ]£<Kh) je minimální. Uvažujte zejména případ, když <p je tzv. ostrým ohodnocením, tj. 

heA 
splňuje podmínku h', h"e E, <p(h') = <p(h") => h' — h". (Víz též aplikaci této úlohy na str. 92.) 

K. Culík 

2. Rozhodněte, zda každé liché přirozené číslo m je možno vyjádřit ve tvaru x — <p(x), kde x je 
vhodné přirozené číslo a <p je známá Eulerova číselně-teoretická funkce. (Viz též autorovu po­
známku na str. 92 a 465.) _ 0 ,,,. , 

J. Sedlaček 

3. Určete počet vnitřních bodů pravidelného n-úhelníka, z nichž každý leží alespoň na třech 
úhlopříčkách tohoto n-úhelníka. j sedláček 

5. Řekneme, že grupa má vlastnost (V), jestliže každý její systém generátorů obsahuje ireduci-
bilní systém generátorů (celé grupy). Rozhodněte, zda platí následující tvrzení: 

Nechť Ábelova grupa G je konečným direktním součtem p-primárních elementárních grup Gp 

(tj. řád každého nenulového prvku z Gp je roven p). Potom G má vlastnost (V). (Viz též autorovu 
poznámku na str. 465.) V. Dlab 

Z roč. 86 (1961), str. 111, 233 a 374: 

2. Nechť a£ (i == 1,.. . , n) jsou takové vektory v euklidovském prostoru E, že (a-, aj) ^ 0 pro 
i,j = 1,... , n. Existuje pak euklidovský prostor E' ZD E tak, že a ř jsou vesměs v jednom (zobec­
něném) uzavřeném oktantu prostoru E'? V maticovém tvaru lze úlohu formulovat takto: Existuje 
ke každé nezáporně definitní a zároveň nezáporné matici P nezáporná matice (ne nutně čtvercová) 
A tak, že P = AA', kde A' je matice transponovaná k A. 

M. Fiedler 

3. Nech je dané kladné číslo A a číslo a, 0 < <x < 1. Rozhodníte, čí platia pre každé x e (0, 1) 
nerovnosti 

A (\ 1 l \ 1 
<x+ K-1-+ -+ ...4- - 1 < 2 ( 1 4 - n ) 1 + a ' " ' - \2 3 nj 2(n+ 1) 

pre nekonečné mnoho n, kde K = [^ + y + ... + l/n] je celá časť z ( | + j -f •.. + l/n). 

I. Singer 
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4. Nech pre k prirodzené značí Ek k-rozmerný eukleidovský priestor, Lfc k-rozmernú (vonkaj-
šiu) Lebesgueovu mieru. Nech sú k, n prirodzené Čísla, k ^ n. Nech A je systém k-rozmerných 
lineárnych podpriestorov En. Pre A a En položme 

dk(A) = sup Lfc(A n B). 
BeA 

Nech je B systém všetkých gul, C systém všetkých kvádrov v En. Pre A cz En, e > 0 položme ďalej 

oo oo 

Ffc(A, e) = inf £ ^(A ř )
f e , Gk(A, e) = inf £ <51(Bi)

fc , 
i = l i = l 

00 00 

Hfc(A, e) = inf £ ófc(A£), Kfc(A, e) = inf £ d^B,), 
i = l i = l 

00 

kde infimum počítáme cez všetky {A^^Lj, U Af z> A, Afe B, (51(Ař) < ^resp.všetkylBJj^i, 
i = l 

00 

(J Bř Z5 A, Bže C, ox(Bř) < e. Napokon 
Í = I 

Fk(A) = lim Ffc(A, O , Gfc(A) = lim Gfc(A, e), 
S-Í.O+ e~+0 + 

Hfc(A) = lim Hfc(A, e) , Kk(A) = lim Kfc(A, e). 
e->0+ e-»0 + 

Rozhodnite, či platí Ffc = Gfc, Hfc = Kfc. (Viz též autorovu poznámku na str. 234.) 
B. Riečan 

6. Nech k, n sú prirodzené čísla, k ž* n, En n-rozmerný eukleidovský priestor. Označme Ffc(A) 
k-rozmernú Favardovu mieru analytickej množiny A ( C R. Acad. Sci. Paris 194 (1932), 344, tíeŽ 
Trans. Amer. Math. Soc. 62 (1947), 536). 

Rozhodnite, či Ffc je k-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova (Math. Ann. 107(1933), 351). 
V akom vzťahu je Ffc k minimálnej resp. maximálnej miere Kolmogorova (tam 356, resp. 354). 
Poznámka . Ak pre minimálnu mieru ufc(A) platí ufc(A) = O, potom Ffc(A) = 0. 

B. Riečan 

1. Nech Hfc je k-rozmerná Hausdorffova miera definovaná na systéme všetkých podmnožin Em 

(k < n). Platí tato veta: Ak dim A = k, potom A je homeomorfná množině Y cz E2k + % takej, Že 
Hfc+1(Y) = 0. 

Rozhodnite, či platí uvedená veta pre vonkajšiu mieru indukovánu maximálnou mierou Kolmo­
gorova (Math. Ann. 107 (1933), 354). 

B. Riečan 

Z roč. 87 (1962), str. 99: 

1. Nechť k je jednoduchá rovinná křivka daná parametrickým vyjádřením x =-/(0» y s= sQh 
kde fa g jsou funkce třídy C3 a t probíhá nějaký interval v množině reálných Čísel. Nechť pro 
každou trojbodovou množinu Mek existuje rozklad R na k takový, že M e R a každé X € R je 
shodné s M. Potom k je přímka. Je otázka, zda je nutno brát funkce třídy C3 a zda je nutný před­
poklad M e R. (Bez tohoto předpokladu totiž plyne bezprostředně jen to, že k je přímka nebo pólo-
přímka.) (K tomu viz autorovo vysvětlení na str. 99.) 

M. Sekanina 
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Ostatní úlohy a problémy otištěné v Časopise pro pěstování matematiky (roč. 79 — 87) byly 
řešeny: 

1 (roč. 79, str. 163), J. Marik; řešení poslal M. Hlaváček (roč. 79, str. 369). 
7 (roč. 81, str. 470), L Černý; řešil J. Marik (roč. 82, str. 454). 
8 (roč. 81, str. 470), M. Fiedler; řešil O. Hájek (roč. 82, str. 229). 
9 (roč. 81, str. 470), J. Marik; řešil B. Pondělíček, nezávisle M. Dostál (roč. 83, 236-241) a 

J. Bečvář (roč. 83, str. 467). 
2 (roč. 82, str. 100), J. Marik; řešil J. Král (roč. 85, str. 205). 
4 (roč. 82, str. 229), M. Fiedler; zčásti řešil B. Misek (roč. 83, str. 101). 
1 (roč. 83, str. 101), J. Sedláček; řešil A. Pultr (roč. 83, str. 355) a nezávisle B. Misek a 

M. Kadlec. 
2 (roč. 83, str. 101), M. Fiedler, řešil L. Dantzer a B. Gňmbaum (v jiné souvislosti) v Math. Z. 

79 (1962), 95-99. 
3 (roč. 83, str. 355), K. Kar ták; na řešení upozornil M. Novotný (roč. 84, str. 105). 
5 (roč. 83, str. 466), J. Babuska; úloha byla rozřešena v článku: J. Babuska a M. Fiedler. Uber 

Systéme linearer Gleichungen vom Typ der Rahmentragwerke, Aplikace mat. 4 (1959), 441—455. 
1 (roč. 84, str. 105), J. Marik; řešil J. Jakubík (roč. 84, str. 374). 
1 a 4 (roč. 84, str. 105 a 374), J. Marik; řešil J. Hejcman (roč. 85, str. 206). 
4. (roč. 85, str. 465), J. Sedláček; řešil B. Zelinka (roč. 86, str. 234). Jiné řešení podal B. Misek. 
1 (roč. 86, str. 111), A. Kotzig; úloha byla řešena v Článku: B. Misek, O jisté úloze z variač­

ního počtu, roč. 87 (1962), 359-366. 
5 (roč. 86, str. 233), J. Holubář; řešil B. Zelinka, nezávisle B. Misek a E. Kasková. 

Celkem bylo v roč. 79—97 našeho časopisu otištěno 57 úloh resp. problémů; z nichž bylo řešeno 
15, takže zůstává dosud neřešených 42. 

Redakce 
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