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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 89 (1964), Praha

ULOHY A PROBLEMY

NERESENE ULOHY A PROBLEMY

Pro naSe &tenafe otiskujeme znovu texty uloh a problémi, které byly pfedloZeny k FeSeni
v Casopise pro péstovini matematiky v letech 1954 a? 1962 a které nebyly dosud feSeny. Domni-
vame se, Ze aspoli nékteré z nich &tendfe znovu zaujmou. Jsou to tilohy resp. problémy:

Z ro&. 79 (1954), str. 163 a 367:

o0
2. VySetfete chovani fady 3 [(—1)":n?]. [(x" — 1): (x — 1)]. x"®~1Y/2 na kruZnici |x| = 1
n=1 ©

(spojitost limity, stejnomérnost konvergence). Podobné pro fadu 21[(— D' :(n.b)l. [(xP — 1):
n—1 n=

:(x — 1)] . x¢n, kde b, jsou pfirozena &isla, ¢, = Zbk a potom pro mocninnou fadu, vzniklou
k=1

,,rozepsanim** této rady. J. Marik

[=e]
3. Plati v&ta: Necht a, — 0. Pak fada f(x) = Y. a,x" konverguje pro kazdé x, pro néz plati
n=0 .
|x] = 1 a které je bodem regularity funkce f. Nelze dokazat podobnou vétu pro séitatelnost misto

pro konvergenci? (Rozhodndte napf. o spravnosti této véty: Necht plati (a,/n) — 0. Pak je fada
0

> a,x" stitatelnd podle aritmetického sttedu v kazdém bod& x (|x| = 1), ktery je jejim bodem
n=0

regularity.) J. Marik

4. Bud C jednoduchd rovinna kfivka koneéné délky a D jeji vnitfek (komplement). Budiz
1y € C. Utvofme funkcid(z, t), kde z probihd mnoZinu D a # mnoZinu (C — t,) tak, aby d(z, ¢) bylo
thlem mezi kladnym smérem osy x a vektorem zz a aby funkce 9 byla spojitd. Budiz F(z) =

= fc |[d3(z, t)|. (Funkce F je zfejm& spojitd na D a nez4visi na volbg funkce &.) Dokazte (pfesné
a pokud mozno jednoduse) n€jakou nutnou a postadujici podminku, aby funkce F byla omezena,
(Viz J. RApoN, Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss., Wien, Math. Naturw. KI. 128, Abt. 2a, Ila,
1123; 1919.)

1. Babuska

5. Bud T ¢tverec. Rozhodnéte, zda existuje funkce ¢ holomorfni na T takovd, Ze plati

1 J:[ Rep)? dxdy <o,
T

) J‘J‘ (Imtp)-2 dxdy =0 .
T

‘Pozndmka. Lze dokdzat, ¥e plati-li (1), pak je ffT (Im@)?~2 dx dy <o pro kazdé e > 0.
1. Babuska
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6. D4 se ukdzat (viz napf. HOorN, Gewohnliche Diff.-Gleichungen beliebiger Ordnung, 1905.
§ 72), Ze feSeni dif. rovnice

d — A i
_y= y + sinx G>0),
dx y

1ze v okoli po&étku rozvinout v mocninnou fadu. Uréete polomér konvergence téchto fad.

0. Vejvoda

7. Bud ¢(x) po &astech spojita funkce v <0, 1>. Nazveme fe$eni problému K vzhledem k funkci
¢(x) a &islu P funkci y(x) a koeficienty a, b, které spliuji rovnici

Y'(x)+ Py(x) = ax+ b+ c(x)

a okrajové podminky ¥(0) = y(1) = 0; »”(0) = 0, y’(1) = 0. Charakteristickym &islem problému
K nazveme &islo PO takové, Ze existuje netrividlni fefen iproblému K vzhledem k funkci ¢(x) = 0
a P = P, Toto fefeni nazveme charakteristickou funkci problému. Prvou charakteristickou
funkci nazveme charakteristickou funkci pfislu$nou k nejmensimu charakteristickému &islu P‘l’.
Bud M mnoZina vSech funkci ¢(x) po Castech konstantni (s koneénym po&tem nespojitosti)
v <0, 1> spliiujici tam vztah |e(x)| = &. Lze ukazat, %e problém K vzhledem ke kazdému c(x)e M
a P == P° m3 jediné ¥eSeni a pfi tom () jest po Castech spojita funkce. Definujme na M funkcio-
nélu F timto pfedpisem:
F(e(x)) = sup y'(x),
0sx=1

kde y(x) jest feSenim problému X vzhledem k ¢(x) [c(x)e M]a 0 < P < P‘f. Domnivam se, Ze
funkciondla F ma tyto vlastnosti: 1. Existuje funkce c¢*(x)e M, pro kterou funkciondla F nabyva
svého maxima. 2. Funkce c*(x) md pravé tolik bodl nespojitosti, jako m4 prva charakteristicka
funkce bodd, v nichZ plati y"(x) = 0. 3. Funkce ¢*(x) ma skoky prdvé v té&ch bodech, ve kterych
feSeni y(x) problému K vzhledem k ¢(x) a P spliiuje vztah y"(x + 0) + y"(x — 0) = 0.

I. Babuska
8. Lze dokazat tuto vétu:
Bud f(x) spojitd funkce na <a, b)>. Ozname

Gn(f) =k21Ek f (xk)

Gaussovu kvadraturu funkce f(x). JestliZe f(x) ma p spojitych derivaci a £(P)(x) spliiuje Lipschitzo-
vu podminku s koeficientem « (0 < & < 1), potom plati

b
Jf(x) dx — G,(f) =0 (1/n?*%) pro n—oo.

a

Rozhodnéte, zda tuto vétu lze obréitit. (Viz podrobné&jsi text na str. 368.)
1. Babuska

Z ro&. 81 (1956), str. 247, 354 a 470:

1. DokaZte bez pouziti teorie Lebesgueova integralu tuto vétu: Budte f, g kone&né funkce v in-
tervalu (0, 1); funkce g nechf je spojitd, funkce f necht ma primitivni funkci a nechf je nezaporndé.
Potom funkce f. g md primitivni funkci. Pozndmka: Z vét o Lebesgueové integrdlu plyne naSe
tvrzeni ihned takto: Pro kazdé xe (0, 1) existuje Lebesguetv integral J. ; f(t) g(t)dt = H(x) a plati
(jak se snadno zjisti) H'(x) = f(x) g(x).

J. Marik

104



2. DokaZte elementarnimiprostredky, Ze plati tato véta: Necht funkce f mé (vlastni) Riemanntv
integrél v intervalu <c, d>. Necht funkce ¢ mé spojitou derivaci v intervalu {a, b a nechf ¢ <
=< ¢(t) =< d pro kazdé te <a, b>. Potom existuje Riemannitv integral fZ f(p(2))9’(t) dt a rovnd se

%2; f(x) dx. Poznamka: Diikaz lze provést dosti jednoduse pomoci nékterych ne zcela trivial-
nich vét z theorie redlnych funkci.

J. Marik

3. Rozhodnéte, zda plati tato véta: Budte G, H oteviené konvexni mnoZiny v obyejném troj-
rozmérném (event. n-rozmérném) prostoru. MnoZina H bud omezend a nechf H< G. Nechf
funkce f ma omezené spojité (resp. omezené) derivace prvniho ¥4du na mnoZiné G — H. Potom je
funkce f stejnomérné spojitd (na G — H). Poznamka: Z nazoru se zd4 byt jasné, e funkci f lze
spojité rozsitit na hranici mnoZiny H; odtud by stejnomérna spojitost snadno vyplynula.

J. Marik

4. Necht F je distribuéni funkce (tj. neklesaji zprava spojita funkce na (— <, + ), F(— ) =
=0, F(+ ) = 1), necht [x dF(x) = 0, [x* dF(x) = 1. Definujme posloupnost distribuénich
funkci Fy, F,, ... takto: F; = Fa F,,(x/\/2) = jF —1(x — 2) dF,_(2). PoloZmes, = sup | F,(x)—
— &(x)|, xe (— 0, + ®), kde D(x) = [1/\/(27t)] f’iw e~ "*/2 dr. Je zndmo z po&tu pravdépodob-
nosti, Ze ¢, — 0 a pro néktera specidlni F jsou zndmy i bliZsi odhady &isel ¢, (viz FELLER: On the
Normal Approximations to the Binomial Distribution, Annals of Mathematical Statistics,
vol. 16 (1945), pp. 319—329). ProtoZe pro mnohé dilezité funkce F jsou tabelovany funkce F, (a
je tedy mozné uréit ¢,) pro n&kterd n, bylo by zajimavé bliZe studovat povahu konvergence ¢,
k nule; zejména ukazat, za jakych pfedpokladiie; =&, = &3 2 .... (Viz téZ autorovu pozndmku
na str. 248.)

V. Fabian

5. Hledejme feSeni rovnice dx/dr = 14 x + x? + ...+ x" spliiujici podminku x(0) = 0 ve
tvaru mocninné fady x(¢) = ay¢ + a212 + a3t3 + ... a oznaCme r, polomér konvergence této
fady. Snadno vypo&teme, Ze polomér konvergence feSeni y(t) = byt + b2t2 + b313 + ... rovnice
dyfdt =1+ yp+y*+ ...je 1. Platii w =r, >r, Zry =... = L. Stanovte lim », (plati
limr, = -;—?) a naleznéte asymptoticky vzorec pro r,.

J. Kurzweil

6. Nech R je teleso racionalnych &isel, nech A4, 4, ..., 4, st redlne &isla a nech R(%4, 45, ..., 4,)
je teleso, ktoré vznikne z telesa raciondlnych &isel adjunkciou &isel 14, 45, ..., 4, Ci existuje taka
postupnost redlnych Cisel {l"}, n=1,..., o, ataky koneény polet &isel uy, Uy, ..., 4, Z& pre
n=1,2,3,...je R(Ay, A5, ..., A,;) vlastnou podmnoZinou

R(AgseeishpyAyyq) @ Ry, ..., ) < R(ug, ..., 1,) .
L. Misik

10. Rozhodnéte, zda plati tato v&ta: Bud f spojitd funkce na mnoZiné G, kterd je oteviena
v m-rozmérném kartézském prostoru E,,. Necht ke kazdému s € G existuje uzaviend koule K
ostfedustak,?e K = GazZe fo(x) dx = fo(s) dx (= f(s) . V, kde Vje objem koule K). Potom

je funkce f harmonickd na mnoziné G. (Viz téZ autorovu pozndmku na str. 470.)
J. Marik
Z rod. 82 (1957), str. 100, 365 a 454:

1. Rozhodnéte, zda kaZd4 nespoletnd &ést E,, (resp. E,) obsahuje ¥idkou nespodetnou &4st.

J. Marik
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3. Je znamo, Ze existuji ordindlni typy & té vlastnosti, Ze plati & = & pro kazdé n = 1; podobné
existuji ordinalni typy &, pro n&z &” je rizné od &, £2, ..., £* 1 pro kazdé n. Rozhodnéte, zda exis-
tuje ordindlni typ & tak, ¥e plati mapf. £ = &3 = £2, nebo obecndji £ =&", n = 3, pfi temZ

E' = Eproi=2,...,n— 1. (Viz té% autorovu poznadmku a literaturu na str. 100—101.) Specidlni
piipad tohoto problému poloZil W. SIERPINSKI Vv knize ,,Cardinal and ordinal numbers*‘. Warsza-
wa 1958, str. 232. K. Kartdk

5. Bud G oteviend mnoZina v m-rozmérném Euklidov& prostoru E,,, § += G = E,,; bud f
spojitd funkce na hranici A mnoZiny G. Je-li funkce Fspojitd na G U H, harmonickd na G arovna
fna H, nazveme funkci F fe§enim Dirichletovy ulohy, pfislu$né k funkci f a mnoZiné G. Rozhod-
néte, zda plati tato véta: Necht ke kazdé omezené spojité funkci na mnoZin& H existuje omezené
feSeni pfislu$né Dirichletovy tlohy. Potom ke kazdé nezadporné omezené spojité funkci na'mno-
Ziné H existuje nezdporné feSeni prislusné Dirichletovy ﬁlqhy. J. Marik

6. Rozhodnéte, zda plati: Ctyfstén ABCD je (aZ na &tyfstény shodné) jednoznaéng uréen:

a) velikostmi hran AB, BC, CD a vnitfnich Ghla stén B(AC)D, D(BC)A, A(BD)C;

b) velikostmi hran 4B, BC, CD, DA a vnitfnich \hhi stén A(BD)C, B(AC)D;

¢) velikostmi hran 4B, CD a vniténich hla stén A(BD)C, C(AD)B, B(AC)D, D(BC)A.

M. Fiedler

7. Necht M, N jsou tplné uspofddané mnoZiny. PiSme M T N, jestliZe existuje isotonni zobra-
zeni mnoZiny M na mnoZinu N, a piSme M i N, jestliZe existuje podmnoZina M’ < M podobna
mnozin€ N. Pomoci axiomu vybéru Ize dokazat, Ze plati
1) M?N:M?NprokaidéM,N.

Ma4-li mnoZina M piip. N ordidlni typ A pfip. 7, potom, jak ukdzal M. SEKANINA, obriceni
implikace (1) neplati. M4-li viak mnoZina M pfip. N napf. ordindlni typ: a) w 2 pfip. w, b) (w*) 2
piip. w*, c) (w*) 2 + o 2 pfip. w* + w, snadno se dokaZe, Ze obraceni implikace (1) plati.

a) Jaké jsou nutné a postadujici podminky pro ordinalni typy mnoZin M, N, aby platilo obra-
ceni implikace (1)? Pro dobfe uspofddané mnoZiny M, N plati

)} M>N, N>M=M=N,

ale existuji M, N takové, Ze (2) neplati.

b) Pro jaké ordinilni typy mnoZin M, N plati implikace (2)? Z (1) a (2) plyne, Ze pro dobfe
uspofddané mnoZiny M, N plati

©)] MTN,N?M»MgM

ale existuji M, N takové, Ze (3) neplati.
¢) Pro jaké ordindlni typy mnoZin M, N plati implikace (3)? K. Culik

8. V &lanku ,,K teorii vicerozmérného integralu®, Cas. pro pést. matem. 80 (1955), 400—414
dokazal jsem tuto vétu: Bud Q dvourozmérny interval, a € Q. Nechf existuje vlastni limita
lim fQ_If(x, y) dx dy = A4, kde I — a, a € int I. Potom existuje téz fo(x, y)dx dy arovndse A
(je minén Perrondv integral).

Rozumime-li nyni objemem konenou nezapornou aditivni funkci intervalu, miZzeme v pod-
staté stejnym zpisobem dokazat podobnou vétu i pro integraly podle objemu, ktery je sou¢inem
jednorozmérnych spojitych objemii. Rozhodnéte, zda plati takové véta i pro pfipad objemu ¥V,
slab& spojitého v bodé a (tj. lim ¥ (I) = 0 pro I — a).

K. Kartik
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9. Najdéte né&jakou (dosti obecnou) postadujici podminku k tomu, aby k dané funkci f existo-
vala primitivni funkce. (Nutnou podminkou je napf., aby funkce f byla funkci 1. Baireovy tfidy
a aby v kazdém intervalu <, 8> nabyvala kazdé hodnoty mezi f(x) a f(f).)

Pozndmka autora: Problém poloZil jako prvni patrn€ N. N. Luzin; viz VIHTerpan u TpUroHo-
MeTpuyecKuit ps, Mocksa-JIenunrpan, str. 381, problém 40. — Bohatd literatura se najde v ¢lan-
ku Z. ZAHORSKL: Sur la premiére dérivée, TAMS 69 (1950), 1—54. — Nutné a postalujici pod-
minky uddvd C.J. NEUGEBAUER: Darboux functions of Baire class one and derivates, Proc.
AMS 13 (1962), 838—843.

K. Kartdk

10. Bud M nespoletny systém &4sti intervalu <0, 1>, z nichZ kazd4d m4a kladnou vn&jsi miru.
Rozhodnéte, zda existuje bod x € <0, 1>, ktery leZi v nekoneéné mnoha mnoZindch ze systému IN.
(K tomu viz autorovu pozndmku na str. 455.)

J. Marik

11. Jest charakterisovat (a na ptikladech ilustrovat) vSechna usporddand komutativni algeb-
raickd tzv. logaritmickd télesa, tj. takova télesa, ktera stejné jako téleso redlnych isel maji aditivni
grupu vSech prvkil isomorfni a podobnou s multiplikativni grupou vSech kladnych prvki.

L. Rieger

12. BudiZ G Abelova lokdln€ kompaktni topologickd grupa s invariantni (Haarovou) mirou.
Grupovym okruhem R se pak rozumi okruh vSech komplexnich, méfitelnych a absolutng integro-
vatelnych funkci f definovanych na G pfi ndsledujicich definicich s¢itani a ndsobeni:

f+eg=nh zma8i f(x)+g(x) =h(x) prokazdé xeG,

f.g=h znadi h(x)=ff(x—y)g(y)dy pro kazdé xeG.
G

Tento okruh Rg je dokonce normovanym okruhem pfinormé | f| = f G | ()] dx (viz Fenpdanx
W. ., Paiixos [. A. u lunos I'. E., KoMMyTaTuBHbIE HOPMUPOBaHHUE KOJIBIA, YCIEXH MaT. HAYK
1:2 (12), 1946, 48— 148).
UvaZme podokruh R§ okruhu R téch funkci f*e R, které jsou mimo jistou kompaktni
mnoZinu M« S G (tzv. kompaktni nosi¢ funkei /*) identicky rovny 0. Otdzka zni:
Kdy Sﬁé ma a kdy nem4 délitele nuly? (K tomu viz autorovu pozndmku na str. 456.)
L. Rieger

13. Necht k = d jsou dani pFirozend Cisla a nechf posloupnost celych &isel di,'i =1,2,...je
definovana podminkami d; =d, 0 < d; 4 < d; a k = nd;+ d;, 4, kde n; je vhodné pfirozené
¢islo. Pak posledni definované &islo je 4y, kde p = 1, pro néZ plati d,, | k.

a) Udejte nutné a postadujici podminky pro to, aby dlJ = 1.
b) Udejte hodnotu &isla d, v zavislosti na k, d.
¢) Udejte nutné a postalujici podminky pro k a d, aby p = r, kde r je pfedem dané pfirozené
&islo.
K. Culik

14. Incidenéni matici se rozumi matice vytvofend z nul a jedni€ek. O dvou incidenénich mati-
cich téhoz typu fekneme, Ze jsou siln€ ekvivalentni, jestlize jednu lze vytvofit z druhé vhodnou
vyménou jejich Fadkd mezi sebou a sloupcit mezi sebou.

Necht m/n je pfedepsany typ incidendni matice (tj. m piip. n uddva pocet jejich fadkid prip.
sloupcii).
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a) Ur&ete potet @1 (m/n) inciden&nich matic typu m/n, které (I) nejsou siln ekvivalentni, (IT) ne~
jsou p¥imym souétem dvou incidenénich matic a (XII) nemaji Z4dné dva fadky ani Z?4dné dva
sloupce stejné.

b) Urlete podet ,(m/n) ptip. ¢5(m/n) p¥ip. ¢ 4(m/n) incidenénich matic typu m/n, které spliuji
@), piip. ) a (L), piip. (I) a (AII).

©) Najd&te vztahy mezi funkcemi @ (m/n) pro i = 1, 2, 3, 4. (Viz podrobngjsi text na str. 456
az 457.)

K. Culik

Z rod. 83 (1958), str. 355 a 466:

4. Oznalme Mj(n) mnoZinu vSech redlnych Ctvercovych n-fddkovych matic hodnosti %,
P, (n) mnoZinu viech symetrickych nezdporné definitnich matic z M} (n), O(n) mnoZinu viech orto-
gondlnich matic z M, (n). Déle definujme pro redlnou matici 4 = (a;;) matici sgn 4 = (sgn a;;).

Najdéte mnoZiny vSech matic s prvky 0,1 a — 1, které vzniknou jako matice sgn 4 pro a) 4 €
€ My(n), b) 4 € Py(n), c) A € O(n).

M. Fiedler
6. V n-rozmérném eukleidovském prostoru nechf jsou dany jednotkové vektory ay, a,, ..., a,
vytvafejici m-rozmérny podprostor, kde m < i(z — 1). Jest dokazat, Ze existuji redlnd &isla
¢y, Cy, ..., C, tak, Ze charakteristicka €isla gy, &5, -.., & Gramovy matice vektorl c;ay, ¢c,a,, ...,
¢,a, spliuji podminku g; = ... 2 g, Z &-m+1 =+ =8&m > Em+1 = --- =&, = 0.
V. Havel

7. V n-rozmérném eukleidovském prostoru necht jsou dany posloupnosti bodd % = {4;}752,

% = {B;}11%, kde body Ay, 4,, ..., A, ., Vytvotuji m-rozmérny podprostor a body By, B,, ...,
B, .., vytvoruji cely prostor. Jest nalézti podminku pro to, aby posloupnost 2 byla sttedovym
nebo paralelnim priimétem posloupnosti B’ = {B;}1X$ shodnés B (podrobnéji: aby bod A, byl
primétem bodu Bj, bod 4, priimétem bodu B atd.). Jest fesit obdobny problém, p¥i némZ po-

slednj body A, + 5, B,+2, By+3 jsou nahrazeny pfimkami.
V. Havel

Z rok. 84 (1959), str. 198 a 374:

2. V dané roviné ¢ méme vlastni bod F a nevlastni bod G. Jednoduché kuZeloselky, jdouci
body F a G, nazveme ,,pfipustnymi‘. JestliZe orientovany oblouk na pfipustné kuZelosece ne-
obsahuje nevlastni bod riizny od G, pak jej prohldsime téz za ,,pfipustny*‘. M&jme nyni tfi ptipustné
oblouky q, 9, 3, které leZi na vzdjemné riiznych p¥ipustnych kuZeloselkich a které vychézeji z tého%
bodu. Existuji potom vzdjemné kolmé vektory q, v,  téZe délky a hyperbolickd kongruence R
o ohniskovém bodu F a nevlastni ohniskové pfimce jdouci bodem G tak, Ze R-obrazem vektort
4, 9, 3 jsou oblouky q, §, 3? Lze otdzku upravit i tehdy, kdy? hyperbolick4 kongruence R je nahra-
zena parabolickou ? (Podrobné&jsi autorovo vysvétleni viz na str. 198.) ’

V. Havel

3. Necht je dan systém ekvivalentnich mnoZin B;, kard B; =nproi€l, kard I = m (B; == B ;
pro i = j), kde n, m jsou libovolné mohutnosti. Transmutace (tj. prostd zobrazenf) mnoZiny B;
na B; oznaCujme ¢;;. Udejte nutné a postaujici podminky na typ nedisjunktnosti mnoZin B;, aby
existoval transmutaéni Brandtiv grupoid daného systému mnozin, ktery ma hodnost m a ktery
je vytvofen transmutacemi spliiujicimi podminku ¢;;(x) = x pro x € B; N B;. (Podrobn&ji text
viz str. 199.)

K. Culik

108



5. Budte P, Q spojité funkce ve Ctverci <0, 1> X <0, 1>. Nechf pro viechna [x, y] € (0, 1) X
x (0, 1) existuji kone&né derivace 8Q(x, y)/ox, @P(x, y)[0y a jsou si rovny. Rozhodnéte, zda potom
plati

1 1
) J (P(x, 1) = P(x, 0)) dx = j QU,» — Q@0,»)dy.

0 0

Poznamka. Vpraci I'. IT. ToxcTtoB: O XpHBOIMHEMHOM M IOBTOPHOM MHTerpaie, Tpymsl
Mart. uHCT. B. A. Crexnosa, XXXV, M.-JI. 1950, je dokézéano, Ze (*) plati, jestliZe existuji téZ ko-
neéné derivace 2P/2x, 80/dy.

J. Mavik

Z roé. 85 (1960), str. 92 a 465:

1. Je d4n konedny, neorientovany graf (V, E) bez smylek, jehoz kazdé dva riizné uzly jsou spo-
jeny pravé jednou hranou (tj. je to uplny graf) a kladna, redlna funkce ¢ definovand na mnoziné€ £
tzv. ohodnoceni grafu (V, E) (V ptip. E znaéi mnozinu vSech uzld p¥ip. hran grafu (V, E)). Najdéte
souvisly subgraf daného grafu, tvaru (¥, A4), jehoZ kazda hrana leZi alespoii na jedné kruZnici a pfi

tom vyraz . ¢(k) je minimalni. UvaZujte zejména p¥ipad, kdyZ @ je tzv. ostrym ohodnocenim, tj.
heAd
spliiuje podminku 4’, h"€ E, o(h’) = @(h") = k' = h”. (Viz téZ aplikaci této ulohy na str. 92.)

K. Culik

2. Rozhodnéte, zda kazdé liché p¥irozené Cislo m je mozno vyjadrit ve tvaru x — @(x), kde x je
vhodné piirozené &islo a ¢ je zndma Eulerova &iselng-teoretickd funkce. (Viz téZ autorovu po-
znamku na str. 92 a 465.) J. Sedlidek

3. Ur&ete po&et vnitfnich bodi pravidelného n-ithelnika, z nichZ kaZdy leZi alespofi na tiech
thlopfickach tohoto n-uhelnika. J. Sedldéek

5. Rekneme, 7e grupa ma vlastnost (V), jestlie kaZdy jeji systém generator(i obsahuje ireduci-
bilni systém generator (celé grupy). Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:

Necht Abelova grupa G je kone€nym direktnim soudtem p-primarnich elementarnich grup Gp
(tj. ¥ad kazdého nenulového prvku z G, je roven p). Potom G ma vlastnost (V). (Viz téZ autorovu
pozndmku na str. 465.) V. Dlab

Z roc. 86 (1961), str. 111, 233 a 374:

2. Necht a; (i = 1, ..., n) jsou takové vektory v euklidovském prostoru E, Ze (a;, a;) = 0 pro
i,j =1, ..., n. Existuje pak euklidovsky prostor E’ D E tak, Ze a; jsou vesm&s v jednom (zobec-
néném) uzavieném oktantu prostoru E’? V maticovém tvaru lze ilohu formulovat takto: Existuje
ke kaZdé nezdporné definitni a zaroven nezaporné matici P nezdpornd matice (ne nutné étvercova)
Atak, Ze P = AA’, kde A’ je matice transponovand k A.

M. Fiedler
3. Nech je dané kladné Cislo 4 a &islo «, 0 < & < 1. Rozhodnite, &i platia pre kazdé x € (0, 1)
nerovnosti
<x+ K 1+ 1+ + ! < !
20+ myive =7 273 T ) S 2t

pre nekonetne mnoho n, kde K = [L + + + ...+ 1/nljecela &astz (3 + 1 + ...+ 1/n).
1. Singer
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4. Nech pre k prirodzené znadi E;, k-rozmerny eukleidovsky priestor, L; k-rozmernu (vonkaj-
§iu) Lebesgueovu mieru. Nech su k, n prirodzené &isla, & < n. Nech A je systém k-rozmernych
linedrnych podpriestorov E,. Pre A = E, poloZme

0x(A) = sup L (4 N B).
. BeA
Nech je B systém vSetkych gul, C systém vSetkych kvadrov v E,. Pre 4 < E,, & > 0 poloZme dalej
o] [}
Fi(d4,e) =inf Y 6,(4)%, Gi(4,¢) =inf Y 6;(B)*,
i=1 i=1

fee] 0
HyA, &) =inf 3 8,(4), Kyd,e) = inf 3 0,(B),
i=1 i=1

o]
kde infimum poditame cez vietky {A ,-}l?'; 1 U 4;D 4, 4,€B, 5,(4) < g resp. vietky {Bl}f'; 1>
i=1

0

B; D A, B;e C, 6,(B;) < e Napokon
iy i 1\
i=

F(A) = lim F(4,), Gyd) = lim Gy(4,¢),
=0+ =0+

Hi(A) = lim Hy(4,¢), K (A) = lim Ki(4,9).
=0+ e~0+

Rozhodnite, i plati F, = Gy, H; = K. (Viz téZ autorovu pozndmku na str. 234.)
B. Rieéan

6. Nech k, n st prirodzené &isla, k < n, E, n-rozmerny eukleidovsky priestor. Ozname F (4)
k-rozmernu Favardovu mieru analytickej mnoZiny 4 (C. R. Acad. Sci. Paris 7194 (1932), 344, tieZz
Trans. Amer. Math. Soc. 62 (1947), 536).

Rozhodnite, &i Fy, je k-rozmernou mierou v zmysle Kolmogorova (Math. Ann. 107 (1933), 351).
V akom vzfahu je F, k minimélnej resp. maximalnej miere Kolmogorova (tam 356, resp. 354).
Pozndmka. Ak pre minimalnu mieru u;(4) plati u;(4) = 0, potom F(4) = 0.

B. Riean

7. Nech H), je k-rozmernd Hausdorffova miera definovand na systéme vSetkych podmnoZin E,
(k < n). Plati tato veta: Ak dim 4 = k, potom A4 je homeomorfnad mnoZine ¥ < E,; ., takej, Ze
Hy (Y)=0.

Rozhodnite, ¢i plati uvedena veta pre vonkaj$iu mieru indukovani maximalnou mierou Kolmo-
gorova (Math. Ann. 107 (1933), 354).

B. Riedan

Z roé. 87 (1962), str. 99:

1. Necht k& je jednoduchd rovinné kfivka dand parametrickym vyjddfenim x = f(z), y = g(¢),
kde f a g jsou funkce ttidy C> a ¢ probihd n&jaky interval v mnoZin® redlnych &isel. Necht pro
kazdou trojbodovou mnoZinu M < k existuje rozklad R na k takovy, Ze M€ R a kazdé X e R je
shodné s M. Potom k je pfimka. Je otazka, zda je nutno brat funkce t¥idy C 3azdaje nutny pfed-
poklad M e R.(Bez tohoto predpokladu totiZ plyne bezprostfedné jen to, Ze k je pfimka nebo polo-
pfimka.) (K tomu viz autorovo vysvétleni na str. 99.)

M. Sekanina
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Ostatni 1ilohy a problémy otisténé v Casopise pro péstovini matematiky (ro&. 79—87) byly
feSeny:

1 (ro€. 79, str. 163), J. Mafik; feSeni poslal M. Hlavddéek (ro€. 79, str. 369).

7 (rog. 81, str. 470), I. Cerny; tesil J. Marik (rog. 82, str. 454).

8 (rot. 81, str. 470), M. Fiedler; fesil O. Hdjek (ro&. 82, str. 229).

9 (roé. 81, str. 470), J. Marik; fesil B. Pondélidek, nezavisle M. Dostdl (ro¢. 83, 236—241) a
J. BeévdF (ro€. 83, str. 467).

2 (ro€. 82, str. 100), J. Marik; Ye$il J. Krdl (rol. 85, str. 205).

4 (ro€. 82, str. 229), M. Fiedler; z&4sti fe8il B. Misek (ro&. 83, str. 101).

1 (rod. 83, str. 101), J. Sedld&ek; teSil A. Pultr (ro€. 83, str. 355) a nezavisle B. Misek a
M. Kadlec. ’

2 (ro&. 83, str. 101), M. Fiedler, Tesil L. Dantzer a B. Griinbaum (v jiné souvislosti) v Math. Z.
79 (1962), 95—99.

3 (rok. 83, str. 355), K. Kartdk; na feSeni upozornil M. Novotny (ro€. 84, str. 105).

5 (rod. 83, str. 466), J. Babuska; uloha byla roziefena v ¢lanku: J. Babuska a M. Fiedier. Uber
Systeme linearer Gleichungen vom Typ der Rahmentragwerke, Aplikace mat. 4 (1959), 441 —455.

1 (rog. 84, str. 105), J. Marik; feSil J. Jakubik (rod. 84, str. 374).

1 a 4 (rog. 84, str. 105 a 374), J. Maf¥ik; fesil J. Hejcman (rod. 85, str. 206).

4. (roC. 85, str. 465), J. Sedldéek; tesil B. Zelinka (rot. 86, str. 234). Jiné feSeni podal B. Misek .

1 (ro€. 86, str. 111), A. Kotzig; Uloha byla feSena v &lanku: B. Misek, O jisté tiloze z varia&-
niho poctu, ro€. 87 (1962), 359 —366.

5 (rot. 86, str. 233), J. Holubdr; tesil B. Zelinka, nezéavisle B. Misek a E. Kaskovd.

Celkem bylo v ro&. 79 —97 naseho asopisu oti§téno 57 uloh resp. problémi; z nichi bylo feSeno’
15, takZe zlstdvd dosud nefeSenych 42.
Redakce
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