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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 89 (1964), Praha

ZUM BEGRIFF DER QUASITEILBARKEIT IN GANZEN
I-HALBGRUPPEN

OvLpRicH KowALsk1, Brno
(Eingegangen am 25. Oktober 1962)

In diesem Artikel werden bestimmte Aquivalenzrelationen zwischen den
Elementen ganzer /-Halbgruppen studiert, welche die eindeutige Primfaktor-
zerlegung ihrer Elemente bis auf Aquivalenz gestatten.

EINLEITUNG

Diese Einleitung soll den Leser hauptsichlich mit jenen Begriffen und Ergebnissen
bekannt machen, welche die vorliegende Arbéit in Zusammenhang mit der multi-
plikativen Idealtheorie und besonders mit der ,,Quasiteilbarkeitstheorie‘* von B. L.
VAN DER WAERDEN stellen. Alle Begriffe und Resultate sind in meiner Arbeit [4] zu
finden; auBerdem wird an mehreren Stellen weitere Literatur zitiert.

0.1. Der Begriff einer I-Halbgruppe ist als bekannt vorausgesetzt. Wir bezeichnen
mit e das Einselement, mit 0 das Nullelement einer I-Halbgruppe L und wir beniitzen
die Zeichen <, < fiir die Halbordnung des Verbands L. (Vgl. [1], S. 279 —280.) Sind
alle Elemente von L ganz, d. h. <e, so nennen wir auch die -Halbgruppe L ganz; in
anderem Falle nennen wir L nichtganz.

0.2. Sind a < b Elemente einer I-Halbgruppe L, dann gilt ax < bx, ya < yb fiir
beliebige Elemente x, y € L.

0.3. Sind a, b € L ganze Elemente, so gilt ab < a n b. (Siehe [1], S. 280.)

0.4. Die Menge C aller ganzen Elemente von einer I-Halbgruppe L ist eine ganze
I-Halbgruppe. (Wir nennen C.die ganze Komponente der I-Halbgruppe L.)

0.5. Es sei §(a) die Menge aller Elemente x e L, fiir die axa < a gilt. Ist die Menge

3(a) nichtleer und gibt es in J(a) das groBte Element,') so nennen wir dieses groBte

Element das inverse Element zu a und wir bezeichnen es mit dem Symbol a ~1.

1y Siehe [1], S. 24.
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0.6. Im folgenden betrachten wir einige Ergidnzungsbedingungen fiir eine I-Halb-
gruppe L:

(I) Zu jedem Element a € L gibt es das Inverse a™*.
(I) Ist ab < a bzw.ca < a, so gilt b < e bzw. c L e.

(III) In L gilt die Maximalbedingung: Jede Kette von der Forma, < ap < as <
< ... £ ein L ist endlich.

Im folgenden setzt man voraus, dass die I-Halbgruppe L (I) und (II) erfiillt.

0.7. Zwei Elemente a, b € L heiBen quasigleich, wenn a~! = b~! gilt. Bezeich-
nung: a ~ b. Bin Element a nennen wir Quasiteiler von Element b, wenna ™! < ™1
gilt. Bezeichnung: a = b oder b X a.

Die wichtigsten mit diesen Begriffen verkniipften Lehrsitze sind die folgenden:

0.8. Die Quasigleichheit ist eine Aquivalenzrelation, die eine Klasseneinteilung
& der Menge L bestimmt und die Quasiteilbarkeit definiert auf & eine Halb-
ordnung.

09. Ista £ b,sogilta X b.

0.10. Das Element b* = (b~')™" ist quasigleich zu b und fiir jedes Element
a X b gilt a £ b*

Wir nennen b* das zu b zugehorige ausgezeichnete Element.

0.11. Ist a X b, so gilt ca X cb, ac =X bc fiir beliebiges c € L.

0.12. Esgilte* = e ! = e.

Bezeichnen wir mit {x) die Aquivalenzklasse von beliebigem Element x € L.

0.13. Mittels der Formel

a)b) =<ab), a,bel,
ist auf der Menge & eine eindeutige Multiplikation definiert. Hinsichtlich dieser
Multiplikation bildet & eine Gruppe.

0.14. Ist die I-Halbgruppe L nichtganz, dann ist die Gruppé ® unendlich und die
zugehorige Quasigleichheitrelation ist sicherlich nichttrivial.

0.15. Ist a ~ b, dann gibt es Elemente ¢ ~ e, 6 ~ e, so daff ac = 6b gilt.

0.16. Ist a < b, dann gibt es Elementec ~ ¢, 5 ~ e, so daffea < b, ad < b gilt.

0.17. Ist a X b, so gibt es ein Element ¢ £ e mita ~ be, be £ a.

0.18. Ista X b,c<Xd,sogiltavc=<bud.

0.19. Ein FElement p < e heiBt wunzerlegbar, wenn aus den Bezichungen
a=Xe b=Xe ab ~ pimmer entweder a ~ ¢, oder b ~ e folgt. Ein Element p < e
heiBt ein Primelement, wenn aus den Beziehungen a <e, b < e, ab < p immer
entweder a < p, oder b < p folgt. Ein Element g < e heisst maximal, wenn es kein
Element r mit g < r < e gibt.
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0.20. Jedes maximale Element ist ein Primelement.
0.21. Ist p ein unzerlegbares Element, so ist das zugehérige p* ein Primelement.

0.22. Jedes Primelement p € L ist entweder quasigleich e oder unzerlegbar und
gleich dem zugehdrigen p*.

Wenn die I-Halbgruppe L die Bedingung (I1I) erfiillt, so gilt:
0.23. Die Gruppe & ist kommutativ.

0.24. Jedes Element a < e ist quasigleich einem endlichen Produkt pips ... Dk
von unzerlegbaren Primelementen; jede solche Zerlegung ist bis auf die Reihen-
folge der Faktoren eindeutig bestimmt.

Wir betrachten noch zwei Ergidnzungsbedingungen fiir die [-Halbgruppe L:

(IV) Zu jedem Element a € L gibt es ein ausgezeichnetes Element b*, so daf
b* < a gilt.
(V) Jedes Primelement in L ist maximal.

0.25. Gelten in L die Bedingungen (1), (IL), (IV), so gibt es zu jedem Primelement
g ~ eeinunzerlegbares Primelement p*, so daf p* < q gilt.

0.26. Wenn in L alle Bedingungen (1—V) erfiillt sind, so ist die I-Halbgruppe L
eine kommutative Gruppe und jedes Element a < e ist als Produkt von Primele-
menten eindeutig darstellbar.

Daraus lassen sich verschiedene Folgerungen fiir die multiplikative Idealtheorie
herleiten.

Es sei o ein nichtkommutativer Ring und Y sein rechter Quotientenring. Setzen wir
voraus, daB o eine maximale Ordnung von % ist. (Vgl. [3], § 6.) Dann bildet die
Menge aller gebrochenen o-Ideale eine [-Halbgruppe L, welche die Bedingungen (I), (11)
erfiillt. Ist die Maximalbedingung (oder ,der Teilerkettensatz*) fiir die ganzen
o-Ideale erfiillt, so ist in L die Bedingung (III) erfiillt. Ist o + 9 und ist die Ordnung o
beschrdnkt (d. h. jedes Links- oder Rechts-o-ideal enthlt ein o-Ideal), so ist die
I-Halbgruppe L sicherlich nichtganz. Bemerken wir noch, dass wenn die Ordnung o
beschrénkt ist, so erfiillt die I-Halbgruppe L aller o-Ideale die Bedingung (Iv).

Nach dieser Richtung ldsst sich die Theorie der Quasiteilbarkeit der o-Ideale auf-
bauen und damit die klassische Theorie von Van der Waerden verallgemeinern. (Siehe
[4].) Ist o speziell ein kommutativer Integritdtsbereich, welcher in seinem Quotienten-
korper ganz abgeschlossen ist, so ist o eine maximale und beschrinkte Ordnung ge-
miB K. Asano (vgl. [3]). Wir bekommen dann unmittelbar die bekannte Theorie von
Van der Waerden (siehe [6] oder [2]).

Es sei jetzt L eine nichtganze I-Halbgruppe, welche die Bedingungen (I), (II) erfiillt
und C sei ihre ganze Komponente. Die in L bestimmte Quasiteilbarkeitrelation ist
nichttrivial (siche 0.14) und durch Beschrinkung dieser Relation auf die I-Halb-
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gruppe C bekommen wir wieder eine nichttriviale Relation, welche wir mit (C « L)
bezeichnen. Ist L eine ganze I-Halbgruppe, so sind darin die Bedingungen (1), (II)
trivial erfiillt und die zugehorige Quasiteilbarkeitrelation ist auch trivial- alle Ele-
mente von L sind miteinander quasigleich.

Es sei L eine ganze [-Halbgruppe und betrachten wir das System 9t von allen nicht-
ganzen abstrakten I-Halbgruppen, welche L als die ganze Komponente enthalten?)
und dabei die Bedingungen (I), (II) erfiillen. (Das System 9 kann natiirlich auch leer
sein.) Bezeichnen wir mit X das System aller Relationen der Form (L « L*), L* e 9.
Erfiillt die ganze [-Halbgruppe L die Maximalbedingung, so gestatten alle Relatio-
nen des Systems X eine eindeutige Quasifaktorzerlegung der Elemente in Primelemen-
te, oder kurz e. Q. P. (vgl. 0.24).

Zwei Fragen bieten sich jetzt an:

1. Wie lassen sich alle Relationen des Systems T in einer I-Halbgruppe L von
innen kennzeichnen?

2. Welche Relationen sind es iiberhaupt, die diee. Q.P. in L gestatten? (Unter
| Voraussetzung der Maximalbedingung.)

In unserer Arbeit wird nur ein ,,Zwischenproblem* geltst: das komplizierte
System ¥ wird zu einem gewissen System @ von einer einfacheren Struktur er-
weitert, wobei alle Relationen aus ® noch die e. Q. P. Eigénschaft besitzen.

Das System @ von sog. Waerdenischen Relationen bildet in einer I-Halbgruppe
mit Maximalbedingung eine Boolsche Algebra. Mit Hilfe dieses Systems 148t
sich die klasische Quasiteilbarkeitrelation von Van der Waerden auf eine neue
Weise kennzeichnen.

1. NORMALE -HALBGRUPPEN

- Im folgenden werden wir einige Begriffe und Resultate aus der Arbeit [5] beniitzen.

1.1. Man sagt, dass in einer /-Halbgruppe L die gute Arithmetik gilt, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Jedes von e und O verschiedene Element von L ist eindeutig als endliches Produkt
von Primelementen darstellbar.

2. Zu beliebigen zwei Elementen a < b € L gibt es Elemente ¢, d, so dass a = bc,
a = db gilt.

1.2. Eine I-Halbgruppe L heit halbkommutativ, wenn fiir je zwei maximalen
Primelemente py, p, €L, pyp, = p,p, gilt. (Siehe 0.19 und 0.20.)

1.3. Satz. In einer ganzen I-Halbgruppe L mit mindestens einem von e und O ver-

schiedenen Element gilt dann und nur dann die gute Arithmetik, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

2) Im Sinne des Isomorphismus — vgl. 4.1.

56



. Die I-Halbgruppe L ist halbkommutativ.

In L ist die Maximalbedingung erfiillt.

Jedes Primelement von L ist maximal.

Alle Potenzen von jedem maximalen Primelement sind einander verschieden.
5. Zwischen n-ter und (n + 1)-ter Potenz von beliebigem maximalen Primelement

kommt kein weiteres Element vor. ‘

Bw o

Diese Behauptung ist im wesentlichen mit einem Satz von E. I'. lllyareiidep
identisch. (Vgl. [5].)

Weiter werden wir uns nur mit diejenigen [-Halbgruppen befassen, die mindestens
ein von O und e verschiedenes Element enthalten.

1.4. Eine Halbgruppe nennen wir reguldr, wenn die folgende Kiirzungsregel gilt:
aus ac = bc bzw. aus da = db folgt a = b. Eine [-Halbgruppe heilit normal,
wenn sie (als eine Halbgruppe betrachtet) reguldr ist und die folgende Regel erfiillt:
zu beliebigen zwei Elementen a < b gibt es Elemente ¢, d, so daB a = bc, a = db gilt.

1.5. Aus jeder Ungleichung von der Form ac £ bc bzw. da < db in einer nor-
malen I-Halbgruppe folgt die Ungleichung a < b.

Beweis. Die Behauptung folgt leicht aus der Regularitit der Halbgruppe L und aus
den distributiven Gesitzen (a U b) ¢ = ac U bc, c¢(a U b) = ca U cb.

1.6. Satz. Die gute Arithmetik gilt in einer ganzen I-Halbgruppe dann und nur
dann, wenn die l-Halbgruppe normal ist und die Maximalbedingung erfiillt.

Beweis. Die Notwendigkeit ist leicht einzusehen. Um die Hinldnglichkeit zu be-
weisen, geniigt es nach Satz 1.3 zu zeigen, dass aus den obigen Forderungen die Bedin-
gungen 1 bis 5 folgen. '

-1. Es seien p,, p, die maximalen Primelemente und setzen wir ¢ = p; N p,. Dann
gilt g = py, ¢ < p, und nach der Normalitit gibt es Elemente q,, g, mit ¢ = p,q;,
g = p29>- Nun haben wir p;p; = ¢, p2py = q und folglich pip; = p191, Paps =
< p,g,; nach 1.5 folgt p, < g5, py < g,- Wegen der Maximaleigenschaft der Ele-
mente p;, p, geniigt es nur zwei Fille unterzuscheiden:

. a) ¢, bzw. g, ist gleich e; dann gilt entweder g = p, oder g = p, und hinsichtlich
q = p1 0 p, folgt sogleich p; = p,; daraus p,p, = p} = p,p;.

b) Es gilt p, = ¢;, p; = q; und daraus p;p, = g = p,p;.

2. Klar.

3. Essei p ein Primelement und betrachten wir eine Ungleichung p < g < e. Dann
gibt es ein Element r,so daB p = gr und p. £ r < e gilt. Da p prim ist, haben wir ent-
weder ¢'< pundalso g = p,oderr < p,alsor = p, p = gp und nach der Regulari-
tit g = e. Das Element p ist also maximal.

4. Ist p ein maximales Primelement, so ist p < e und nach 0.2 und 1.5 gilt p"** <
<p'firn=1,2,...
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5. Es sei p ein maximales Primelement und setze man voraus, daB p"+1 < 4 < p7;
dann gibt es ein Element r, so daB g = p"r gilt; daraus folgt p"p < p'r < p" und
nach 1.5 p £ r £ e. Wegen der Maximaleigenschaft des p gilt entweder r = p und

g=p"' oderr=eund g = p".

1.7. Folgerung. Jede ganze normale l-Halbgruppe mit Maximalbedingung
ist kommutativ. '

2. DIE VON DER MAXIMALBEDINGUNG UNABHANGIGE EIGENSCHAFTEN
DER RELATIONEN

Mit L werden wir in diesem Absatze eine bestimmie ganze -Halbgruppe bezeich-
nen. Mit L? bezeichnen wir die Produktmenge L x L; jede Teilmenge von L? nennen
wir eine Relation in L. Die Zugehorigkeit zu einer Relation o < L? driicken wir
durch die Zeichen (a, b) € A, a £ b(A') aus. Gilt gleichzeitig a < b(X), b < a(X),
so schreiben wir a ~ b(#'). Sind " < # zwei Relationen in L, so sagt man, daB #’
eine Bedeckung von der Relation 2 ist (oder daB s die Relation " bedeckt) und
dass A eine Verfeinerung von 3 ist.

2.1. Essei i eine Relation in L. Unter einer 2 -Kette verstehen wir beliebige Folge
ai, a,, ... der Elemente von L, fiir welche die Beziehungen (a;, a;+,) € (i =
= 1,2, ...) erfiillt sind.

2.2. Es sei o eine Relation in L. Ordnen wir jeder endlichen 2 -Kette a =
= 44,4, ...,a, = b das Paar (a, b) € L? zu. Die neue durch diese Zuordnung er-
zeugte Relation T2 nennen wir die transitive Hiille von 2. Eine Relation # heisst
transitiv, wenn sie die Beziehung T = X erfiillt. 2 ist offensichtlich dann und
nur dann transitiv, wenn aus (a, b) € ', (b, ¢) € A immer (a, ¢) € A folgt.

2.3. Unter der stabilen Hiille von einer Relation 4" <= L? versteht man die Rela-
tion S aller Paare (axb, ayb) fiir (x, y)e X', a, b e L.

Eine Relation 5 heiBt stabil, wenn sie die Beziehung S = X erfiillt. A~ ist
offenbar dann und nur dann stabil, wenn aus (x, y) €A, a,be L immer (axb,
ayb) e A" folgt. :

2.4.Es sei A eine Relation in L. Ordnen wir jedem endlichen Teilsysteme {(ay, b1);
..., (ay, b,)} der Relation o das Paar (a; U ... U a,, b; U ... U b,) zu! Die Menge
DX aller solchen Paare nennen wir die disjunktive Hiille von A .

Eine Relation " heiBt disjunktiv, wenn sie die Beziehung DA” = A erfiillt. A~ ist
dann und nur dann disjunktiv, wenn aus (a,b)e A, (c,d)e A immer (a U c,
by d)e A folgt.

2.5. Es sei #” = L? und bezeichnen wir mit R,(a, b) die Menge von allen Paaren
(x, y) e L2, fiir welche (axb, ayb) e A" gilt. Die Menge R = ), Ry(a, b) nennen

a,bel.

wir die reguldre Hiille von 2. Eine Relation / heiBt reguldr, wenn sie die Beziehung
RA™ = A erfiillt.
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A ist dann und nur dann reguldr, wenn aus (axb, ayb)e%, a,be L immer
(x, y) e A folgt.

2.6. Alle eben definierten Operationen T, S, D, R erfiillen die Axiome einer
Abschliefung-operation (7) in der Menge L:

a) # = H.

b)Ist # S A, s0 git #SAH. | H, A el

c) # = #. (Siehe [1], S. 81.)

Beweis. Wir werden diese Eigenschaften nur fiir die Operation R beweisen; in
anderen Fillen ist alles klar:

a) Ist #” < L?, so gilt # = Ry(e, e) und daraus bekommen wir o = RA'.

b) Klar.

c) Ist (axb, ayb)e RA', so gibt es Elemente c, d, so daB (axb, ayb) € Ry{c, d),
also (caxbd, caybd) € & und (x, y) € Ry(ca, bd) = RA'. RA ist also reguldr und
RRA = RA.

2.7. Eine Relation " heiBt reflexiv, wenn sie alle Paare (x, x) fiir x € L enthilt.

Es ist klar, daB jede Bedeckung von einer reflexiven Relation auch reflexiv ist.

Weiter werden ginige Beziehungen zwischen den soeben definierten Begriffen
studiert.

2.8. Ist &” < L2 stabil, dann ist auch TA stabil.

Beweis. Nehmen wir an, daB3 " eine stabile Relation ist, und es sei (x, y) € Tof,
a, b e L. Dann entspricht dem Paare (x, y) eine endliche 4 -Kette x = x4, X5, ...,
x, = y und wegen SH = A ist auch axb, ax,b, ..., ax,b eine A -Kette. Es gilt also
(axb, ayb) e TA .

2.9. Ist 4 < L? stabil dann ist auch DA stabil.

Beweis. Es sei & < L? eine stabile Relation und es seien a, b e L, (x, y) € DA
Dann haben wir x = X; UX, U ... UX,, ¥ = p; U Py U ..U Yy, WO (X, y)) €KX
fir i=1,2,...,n gilt, und daraus wegen der Stabxhtat folgt (ax;b, ay; b) e
(1 £i<n). er bekommen

(axb vax,bu... vaxb,ay;buaybu... Uayb)e DA
und nach den distributiven Gesétzen ergibt sich (axb, a yb) e DA .
2.10. Ist " < L? disjunktiv und reflexiv, so ist T disjunktiv.

Beweis. Es sei # eine disjunktive und reflexive Relation und (x, y)e To
(x', ') € TAA". Wegen der Reflexivitit kann man voraussetzen, daB die Paare (x, y)
(x’, y') der Reihe nach der o-Ketten x = ay, ay,...,a, = ¥, X = by, by, ..., b, =)'
von gleicher Linge entsprechen. (In diesen Ketten kénnen natiirlich einige Elemente
sich wiederholen.) Nach der Disjunktivitit der Relation o folgt, dass die Folge
ay U by, a, Ub,, ..., a,u b, eine A -Kette ist und daraus (x U x’, y U y')e TA .
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2.11. Ist A eine reflexive Relation, so ist TDSA eine transitive, disjunktive und
stabile Relation (oder kurz eine T + D + S-Relation). :

Beweis folgt unmittelbar aus 2.6—2.10.
Beispiel. Die natiirliche Halbordnung der I-Halbgruppe L ist eine T+ D + S~
Relation. ‘

2.12. Ist die I-Halbgruppe L kommutativ, so ist die reguldre Hiille von jeder
T + D + S-Relation wieder eine T + D + S-Relation.

Beweis. Setzen wir voraus, dafl L kommutativ ist und es sei zuerst # < L2 eine
beliebige Relation. Dann gilt offenbar Ry(a b) = Ry(ab, e) = Ry(ba, €) fiir je
a, b e L. Bezeichnet man kurz Ry(a, €) = Ry(a), so kann man RA" = Y Ry(a)
schreiben. act

Es sei o eine T+ D + S-Relation. Ist x < y(R#) y X z(RXK) so gibt es Ele-
mente a, be L mit (x, y) € Re(a), (3, z) € Ry(b), also ax < ay(H), by X bz(K).
Nach der Stabilitit der Relation o folgt abx < aby(X), aby < abz('), und nach
der Transitivitdt abx < abz(of). Hiernach gilt (x, z) € Ry(ab) = R . Die Relation
RA" ist also transitiv.

Essei x < y(RA), a € L. Dann fiir ein passendes b € L gilt bx < by(#¢) und daraus -
abx = aby(K), also (ax, ay) € Ry(b) = RA". RA ist also stabil.

Es sei endlich x < y(RX), x" X y'(RX), so daB fiir passende a,belL die Be-
ziehungen ax < ay(A),bx’ X by'(#) gelten. Daraus folgt abx < aby(x'),
abx’ X aby'(#") und nach der Disjunktivitit ergibt sich ab(x U x') Z ab(y v y') ()
und x U x’ <y U Y (RX), RA ist also disjunktiv. Damit ist der Satz bewiesen.

Im folgenden werden wir die Halbordnungrelation in der I-HaJbgruppe L mit 0,
bezeichnen. Als ,,Relationen*‘ werden immer nur diejenige Relationen bezeichnet
werden, welche 0, bedecken. Deswegen werden wir alle Relationen, welche in Be-
tracht kommen, schweigend fiir reflexive halten.?

2.13. Man sagt, daB eine Relation 2" subnormal ist, wenn sie gleichzeitig transmv,
stabil, disjunktiv und reguldr ist. Es 148t sich leicht das Folgende beweisen:

2.14. Es sei A" < L? eine beliebige Relation. Der Durchschnitt UX" aller sub-
normalen Relationen, welche A~ bedecken, ist eine subnormale Relation.

Die Relation U#, wo U ersichtlich die Axiome einer AbschlieBung-operation
erfiillt, werden wir die subnormale Hiille von X nennen. Nach 2.11 und 2.12 folgt
unmittelbar: ' ' .

2.15. Ist die I-Halbgruppe L kommutativ, so gilt UX = RTDS XA fiir jede Rela-
tion A < L2

In einer nichtkommutativen I-Halbgruppe L lassen sich die subnormalen Hiillen
von Relationen auf Grunde des folgenden Lemmas konstruiren:

2.16. Lemma. Es sei iy, i,,... eine nur aus den Zahlen 1,2, 3,4 bestehende
Folge, mit der jede dieser Zahlen konfinal ist.
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Es sei A eine beliebige Relation in L. Bezeichnen wir
[#]' =T, [#] = s#, [#] =Dt
[#]* = R# fiir beliebige # < L?

und setzen wir My = A, M= [M,_1]|" fiir n = 1,2, ... Dann gilt } M, = UX .
0 n=1
Beweis. Setzen wir A = Z M. Mit Riicksicht auf die Wahl der Zahlen iy, i5, ...

n=1
kann man passende Indizes n, < n, < n; < ... so auswihlen, daB alle #,, (k =
=1, 2, ...) transitiv (bzw. stabil oder disjunktiv oder reguldr) erscheinen. Wegen der
Bezichungen #, < #,., (n =0,1,2,...) bekommen wir immer A =Y, M,,.
k=1
Daraus folgt sofort, daB die Relation . transitiv (bzw. stabil oder disjunktiv oder
regulir) ist. . ist damit eine subnormale Relation und demnach gilt UX” = /.
Umgekehrt, U ist eine subnormale Relation und fiir ihre beliebige Verfeinerung
Hglt[#] s [UX] =UA (p=1,23,4). Da M, = UX gilt, kann man leicht
nach der vollstindigen Induktion zur Beziehung .# < U gelangen. Wir haben des-
halo #/ = UA", w.z. b. w.

2.17. Es seien A < # zwei Relationen in L. Man sagt, daB die Relation %
Quotienten in # hat, wenn es zu jedem Paare a < b(") Elemente ¢, d e L gibt, so
daB a ~ be(#), a ~ db(s#) gilt. Ist besonders # = A, so sprechen wir iiber eine
Quotientenrelation oder kurz iiber eine Q-Relation.

2.18. Sind A" < # zwei Relationer; und hat A" Quotienten in #, so haben die
Relationen TA", S A" Quotienten in TSH .

Beweis. Nach 2.6 und 2.8 ist TSs# eine transitive und stabile Relation.

a) Ist x < y(TA), so entspricht dem Paare (x, y) eine o -Kette x = ay, a,, ...,
a, =y. Es gilt nach der Voraussetzung a; ~ a,c,(#), a; ~ asc,(H#), ..., ap_y ~
~ a,c,_1(##) und wegen der Transitivitit und Stabilitit der Relation TSs# bekom-
men wir x ~ ys(TS#) fiir s = ¢,_y ... ¢;,¢,. Ganz analog wir haben x ~ ry(TS#)
fiir ein passendes r € L.

b) Es sei a < b(St'); dann gilt a = xa’y, b = xb’y, wobei a’ < b'(). Daraus
folgt a’ ~ b'c(5#) und xa’y ~ xb’cy(S#). Wegen cy < y d. h. cy X y(X') gibt es
ein Element d e L mit cy ~ yd(o#) und daraus xb’cy ~ xb'yd(Ss#). Aus den letzten
in der Relation Si# giiltigen Aquivalenzen folgt xa'y ~ xb'yd(TS#), d. h. a ~
~ bd(TS#). Ahnlich kann man eine symmetrische Bezichung a ~ d’b(TS#) ableiten.

2.19. Ist A eine transitive Q-Relation, so ist DX~ eine Q-Relation.

Beweis. Es sei x < y(Do’). Dann haben wir x =X; UX, U...UX,, y=
=P UP V... UV, WO X, K y(H) (i=1,2,...,n) gilt. Da y; < y(X) fiir alle
Indizes i gilt, so bekommen wir wegen der Transitivitdt der Relation " x; < y()
(i=1,2,...,n). Daraus x; ~ ya, (') fiiri = 1,2, ..., n und also Ux; ~ Uya/(Dxt),
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woraus endlich x ~ y(Ua i) (Do) folgt. Eine symmetrische Aquivalenz folgt analo-

gisch. D ist also eine Q-Relation w. z. b. w.
2.20. Ist A eine Q-Relation, so hat RA Quotienten in RTSA .

Beweis. Ist x < y(RX'), so gilt (x, y) € Ry(c, d) fiir passende ¢, d e L und also
exd = cyd(A). Daraus folgt cxd ~ cydr(A'), r e L. Wegen der Ungleichung dr £ d
gilt dr ~ sd(#) und also cydr ~ cysd(SH), cxd ~ cysd(TSA). Wir bekommen
endlich x ~ ys(RTSX).

Eine symetrische Beziehung folgt in dhnlicher Weise.

2.21. Ist A eine Q-Relation, so ist RTDSXA auch eine Q-Relation.

Beweis. Es sei A eine Q-Relation. Nach 2.18 hat die Relation So” Quotienten in
TS2# und nach derselben Lemma hat TS Quotienten in TSTSH . Die letzte Rela-
tion ist nach 2.6 und 2.8 mit TS>¢" identisch, also TS/ ist eine transitive Q-Relation.
Dann ist nach 2.19 DTS eine Q-Relation. Nach 2.18 hat die TDTS#" Quotienten
in TSDTSA . Es gilt deutlich TDSA < TDTSA < TSDTSA < TDSA', denn
TDS nach 2.11 eine T + D + S-Relation ist; daraus folgt, daB TDS#" eine 0-
Relation ist. Nach 2.20 hat die Relation RTDSX Quotienten in RTSTDSH =
= RTDS¢ und RTDSX ist also eine Q-Relation, w. z. b. w.

222 Satz. Die subnormale Hiille von einer Q-Relation ist wieder eine Q-Rela-
tion.

Beweis. Es sei o eine Q-Relation. Bezeichnen wir Ay = A", /', = RTDSAH ;_4
(i =1,2,...). Nach Lemma 2.21 sind alle #"; Q-Relationen und es ist klar, daB auch

die Relation 4~ = ) 4"; eine Q-Relation ist. Nach Lemma 2.16 gilt offenbar A" =
i=1
= UJ". Damit ist der Satz bewiesen.

3. EIGENSCHAFTEN DER RELATIONEN UNTER VORAUSSETZUNG
DER MAXIMALBEDINGUNG

Wir werden in diesem Absatz voraussetzen, daf die grundlegende I-Halbgruppe
L die Maximalbedingung erfiillt.

3.1. Man sagt, daB eine Relation ¢ die Maximalbedingung erfiillt, wenn in jeder
unendlichen #"-Kette a,, a,, ... alle Glieder von einem gewissen n ab dquivalent sind:
a,, ~ a,,+1 e (X).

Bemerkung. Die Relation @, erfiillt deutlich die Maximalbedingung genau dann,
wenn auch die I-Halbgruppe L die Maximalbedingung erfiillt.

3.2. Es sei M eine nichtleere Teilmenge von L, welche mit je zwei Elementen x, y
auch ihre Vereinigung x U y enthdlt. Dann gibt es in der Menge IR das gréfte
Element.
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Beweis. Da M + O ist und die Maximalbedingung in L gilt, so gibt es in M ein
Element z mit folgender Eigenschaft: ist y €M, y = z, so folgt y = z. Ist x e M,
dann gilt nach der Voraussetzung x U z € M, z < x U z und daraus z = x U z, also
x < z.

3.3. Satz. Es sei # eine transitive und disjunktive Relation. Dann gilt:

1. Zu jedem Element a € L gibt es genau ein Element a* ~ a(#), so daf x <X
=< a(#) dann und nur dann gilt, wenn x < a™ ist. '

2. Die Relation 3 erfiillt die Maximalbedingung.

Beweis. Es sei a € L; bezeichnen wir mit S.D?(a) die Menge aller Elemente x € L, fiir
welche x < a(o#) gilt. Wir haben a € M(a) und somit M(a) + O, weil # reflexiv ist.
Ist x, y € M(a), so folgt nach der Disjunktivitit der Relation # x U y € M(a). Nach
3.2 gibt es in M(a) das groBte Element a”. Es gilt a* < a(#) und a < a*; daraus
folgt a ~ a*(#).

Es sei x < a”; dann x é a*(#) und nach der Transitivitdt der Relation 5# folgt
x X a(#). Damit ist 1 bewiesen.

2. Es sei ay, a,, as, ... eine unendliche #-Kette. Nach 1 ist dann a¥, a¥, a¥, ...
eine nicht abnehmende Kette von Elementen. Wegen der Maximalbedingung gilt die
Gleichheit a® = o, fiir alle Indizes i = m, wo m eine geniigend grofie Zahl ist;
deshalb gelten die Aquivalenzen a; ~ a;;,(9#) fiir alle Indizes i = m. Damit ist
auch 2 bewiesen. :

3.4. Es seien a, b e L beliebige Elemente. Bezeichnen wir mit I,(a, b) bzw. mit.
My(a, b) die Menge aller Elemente x € L, bzw. y € L, welche die Ungleichung bx < a
bzw. die Ungleichung yb < q erfiillen. Hat M,(a, b) bzw. My(a, b) das grobte Ele-
ment, nennen wir dieses das Rechtsquotient bzw. das Linksquotient der Ele-
mente a, b. Das Links- und das Rechtsquotient bezeichnen wir der Reihe nach mit
Symbolen (a : b);, (a : b),.

3.5. Zu jeden zwei Elementen a, b € L gibt es in L das Rechtsquotient (a : b), und
das Linksquotient (a : b),.

Beweis. Esgiltab < a, ba < a,und damit M,(a, b) * O, M,(a, b) + 9. Jede dieser
Mengen enthilt mit je zwei Elementen auch ihre Vereinigung. Nach 3.2 miissen die
beide Quotienten existieren, w. z. b. w.

Bemerkung. Zur Definition des Rechts- und Linksquotients vgl. [1], S. 281. Es
ist leicht einzusehen, daf:

3.6. Ista < b,c2d,dann gilt (a:c), < (b:d); (a:c), £ (b:d),.

3.7. Satz. Ordnen wir jedem Paare (a, b) € 0, die Paare(a, (a :b); b),(a, b(a : b),)
zu. Die Relation PO, die aus O, durch Hinzufiigung aller zugeordneten Paare ent-
steht, ist eine Q-Relation.
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Beweis. Ist a < b(PO,), so kénnen nur zwei Fille vorkommen:

a) (a, b) € 0,; wegen der Ungleichungen (a:b),b <a, b(a:b), <a gilt a ~
~ (a : b), b(PO,), a ~ b(a : b), (PO,). '

b) Das Paar (a, b) kommt unter denen Paaren vor, mit denen 0, zu P0, erweitert
wurde. Dann existiert ein Element ce L, so daB a < ¢, b =(a:c¢),c bzw. b=
= ¢(a : ¢), gilt. Es gilt also b < a und daraus a ~ b(PO,).

3.8. Satz. Es sei # eine subnormale Q-Relation. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen miteinander dquivalent: '

a) A erfiillt die Bedingung (W): Zu jedem Paare a < b(#) gibt es Elemente
e~ e(H), 5~ e(H#),s0dafac < b, 5a < b gilt.

b) Es gilt # 2 PO,. :
" ¢) Die Beziehung a < b(#)ist fiir je a, b € L mit jeder der Beziehungen (b : a), ~
~ e(H), (b:a), ~ e(#) dquivalent.

Beweis. Wir beweisen zuerst, daB b) aus a) folgt. Es sei # eine subnormale
Q-Relation, die auch die Bedingung (W) erfiillt. Es sei ¢ < b; dann ist a < b(#) und
es gibt Elemente ¢, d € L, sodaB be ~ a(a#), db ~ a(o#) gilt. Nach der Voraussetzung
existieren weiter Elemente & ~ e(#), 6 ~ e(s#) mit bee < a, ddb < a. Daraus folgt
ce <(a:b), 6d < (a:b), und wegen der evidenten Beziehungen a ~ bce(H),
a ~ 6db(#) gilt a X b(a : b), (#), a X (a : b), b(s#). Damit bekommen wir PO, <
S . Zeigen wir nun, wie c) aus b) folgt.

Es sei # eine subnormale Q-Relation, fiir die # = PO, gilt. Zuerst folgt leicht,
daB fiir jedes Element d e L (d : d%), ~ e(#), (d : d*), ~ e(s#) gilt. Wirklich, wir
haben d < d* und wegen PO, < # gelten die Beziehungen d ~ (d : d*), d*(#),
d ~ d*(d : d¥), (#). Nach d ~ d*(#) folgen die gewiinschten Aquivalenzen. Es sei
a < b(s#); dann gilt auch a < b*. Nach 3.6 ist (b:b¥), < (b:a), (b:b") S
< (b :a), und wegen (b : b*), ~ e(#), (b : b*), ~ ¢(#) bekommen wir (b : a), ~
~ e(#), (b : a); ~ e(#). Anderseits kann man aus jeder der Aquivalenzen (b : a), ~
~ e(H#), (b:a), ~ e(#) die Beziehung a < b(#) herleiten.

Setzen wir endlich c) voraus und es sei a < b(#). Dann gilt offenbar a(b : a), £
< b, (b:a),a £ b, und die Bezichungen (b : a), ~ e(#), (b : a), ~ e(o) zeigen, daB
die Bedingung (W) erfiillt ist. Damit ist der Satz bewiesen.

4. NORMALRELATIONEN UND WAERDENISCHE RELATIONEN

Es sei L wieder eine beliebige ganze [-Halbgruppe.

4.1. Unter einem Homomorphismus von der [-Halbgruppe L mit einer I-Halb-
gruppe L’ versteht man eine solche Abbildung « von L auf L’, die gleichzeitig ein
Homomorphismus der Verbinde L, L’ und ein Homomorphismus der Halbgruppen
L, L’ ist. Ganz analog ist ein Isomorphismus von zwei [-Halbgruppen L, L’ definiert.
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4.2. Eine in der [-Halbgruppe L definierte Relation /4" heilt normal, wenn es ein
Homomorphismus o von [-Halbgruppe L mit einer ganzen normalen I-Halbgruppe L’
gibt, so daB a X b(A") genau dann gilt, wenn a(a) < ofb) ist.

4.3. Eine Normalrelation .4/ nennen wir eine Waerdenische Relation oder kurz
eine W-Relation, wenn sie die folgende Forderung erfiillt:

(W) Zu jedem Paare a < b(A") gibt es Elemente ¢ ~ e(A"), & ~ e(A), so dass
ag < b, da < b gilt. (Vgl. 3.8.)

4.4. Satz. Eine Relation s# in L ist ggndu dann normal, wenn sie eine subnormale
Q-Relation ist, welche das folgende Axiom der Konjunktivitdt erfiillt:

(K) Aus (a, b)e#, (c, d) e A folgt immer (a nc, bnd)et.

Beweis. Nach Definition 1.4 und 4.2 ist leicht einzusehen, daB3 eine Normalrelation
alle ausgeschriebenen Eigenschaften besitzt. Es sei also # eine subnormale und kon-
junktive Q-Relation. Nach der Transitivitit und Reflexivitit folgt, daB # eine Aqui-
valenz ist, wodurch eine Klasseneinteilung L/ der [-Halbgruppe L bestimmt ist. Wir
~werden die Aquivalenzklasse von einem Element x € L mit {x) bezeichnen. Aus der
Transitivitdt und Stabilitit folgt unmittelbar: ist a ~ b(#), ¢ ~ d(#), so ist ac ~
~ bd(##). Mit Riicksicht auf dies 148t sich auf der Menge L/ eine eindeutige Multi-
plikation definieren und zwar durch die Formel

(1) <ay (b) = {ab) .

Damit wird L/s# zu einer Halbgruppe mit Einselement {¢). Fiithren wir in die Halb-
gruppe L/s# eine teilweise Anordnung folgendermafBen ein: <{a> < <(b) dann und
nur dann, wenn a < b(s#) gilt. Mit Riicksicht auf die Disjunktivitdt und die Kon-
junktivitidt der Relation s# wird L/3# zu einem Verband, wohin man nach den For-
meln

) {ay u by =<avb)y, a)n<b)=<Lanb)

operiert. Es ist leicht einzusehen, daf3 die Menge L/ hinsichtlich der Multiplikation
(1) und der Verbandsoperationen (2) eine ganze I-Halbgruppe ist. Nach der Regulari-
tit und der Q-Eigenschaft der Relation 5# folgt, dass die [-Halbgruppe L/# normal
ist. (Siehe 1.4.) Wegen des natiirlichen Homomorphismus x — <{x) von L mit L/5# ist
A eine Normalrelation, w. z. b. w.

4.5. Die oben konstruierte l-Halbgruppe L/s# nennen wir die Faktor-lI-Halbgruppe
von L nach #.

4.6. Satz. Eine Relation & in L ist dann und nur dann Waerdenisch, wenn sie eine
subnormale Q-Relation ist, die das Axiom (W) erfiillt.

Beweis. Nach Definition 4.3 und Satz 4.4 geniigt es zu zeigen, daf3 jede subnormale
das Axiom W erfiillende Relation # konjunktiv ist. Es sei also a < b(o#), ¢ = d(#);
dann gilt ae < b, ce’ < d, wo & ~ e(H#), &' ~ e(o#) ist. Daraus folgt (a N c)ee’ < b,
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(an c) ¢’ < d, woraus (a N ¢) e’ < b n d folgt, und wegen e¢’ ~ e(#) bekommen
wiranc<bn d(;i’) M ist also konjunktiv, w. z. b. w.

4.7. Es sei # eine W-Relation in L. Ist a < b(s#), dann gibt es ein Element ce L.,
so daf a ~ be(H), be < a gilt.

Beweis. Ist a X b(o#), so gibt es ein Element ¢ € L mit a ~ be(s#); daraus folgt
bee < a fiir ein passendes ¢ ~ e(#) und es gilt gleichzeitig a ~ b(ce) (#).

4.8. Satz. Jede Relation von System X der I-Halbgruppe L ist eine W-Relation.

Beweis. Es sei # eine Relation des Systems X. Dann ist ¢ von der Form ¢ =
= (L « L*), wo L*eine nichtganze I-Halbgruppe ist, welche die Bedingungen (I}, (II)
aus 0.6 erfiillt und L als eine ganze Komponente enthilt. (Vgl. Einleitung: 0.4 und die
Definitionen zum Schluss.) Die Transitivitit der Relation ¢ ist klar. Beniitzen wir der
Reihe nach die Lehrsitze 0.9, 0.11, 0.17, 0.16, 0.18 und 0.13, so sehen wir, daB die
Relation # eine Bedeckung von @, ist, daB sie stabil und eine Q-Relation ist, daf sie
das Axiom (W) erfiillt und endlich, daB sie disjunktiv und regulér ist. Nach Satz 4.6
ist sie eine W-Relation. Damit ist der Satz bewiesen.

Setzen wir im folgendem voraus, daf L die Maximalbedingung erfiillt. Ist 4" eine
Normalrelation, so erfiillt sie nach Satz 3.3 die Maximalbedingung, und die zugehdrige
Faktor-l-Halbgruppe L/A4" erfiillt damit auch die Maximalbedingung. L/.4" ist nach
Beweis von 4.4 ganz und normal, und nach 1.6 gilt in dieser die gute Arithmetik. Wir
wissen auch, das jede ganze I-Halbgruppe, in welcher die gute Arithmetik gilt, normal
ist (siehe 1.6). Daraus und nach Definition 4.2 ergibt sich der folgende Satz, wodurch
dem Begriff einer Normalrelationen eine neue Erklirung geben ist.

4.9. Satz. Die homomorphen Bilder von L, in denen die gute Arithmetik gilt,
stimmen bis auf Isomorphismus mit den Faktor-I-Halbgruppen L] A nach verschie-
denen Normalrelationen iiberein.

Nennen wir ein Element g € L unzerlegbar in einer Normalrelation .4, wenn die
zugehorige Klasse (g) ein Primelement von L/A" ist. Zwei Elemente a ~ b(A)
nennen wir quasiqleich in der Relation .#". Die Einheitsklasse {e) von L/.4" werden
wir mit Symbol ¢(4") bezeichnen. Dann bekommen wir noch das folgende Resultat:

4.10. Satz. Es sei A eine Normalrelation in L. Dann ist jedes Element a e L. —
— @(A) in der Form a ~ p$p% ... pi<(#") darstellbar, wobei die Elemente p,,
P25 -y Pr in der Relation & unzerlegbar sind und zu verschiedenen Klassen von
L/A" gehéren; ey, e,, ..., e, sind ganze positiven Zahlen. Diese Zerlegung ist bis
auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf die Quasigleichheit eindeutig be-
stimmt.

4.11. Es sei & eine Normalrelation®und p € L ein in der Relation A unzerleg-
bares Element. Dann ist das zugehérige p” ein Primelement.
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Beweis. Es sei p ein unzerlegbares Element und ab £ p*. Dann gilt {a)> (b} <
< {p> und da {p) ein Primelement von L/A" ist, so gilt mindestens eine der Bezie-
hungen {a) £ {p>, (bD> £ {p)>. Daraus folgt mindestens eine der Beziehungen
a £ p", b £ p*, womit p* ein Primelement ist, w. z. b. w.

4.12. Essei W eine W-Relation. Dann ist jedes Primelement p € L entweder quasi-
gleich e in der Relation W, oder ist in W unzerlegbar und gleich dem zugehérigen
Primelement p*. :

Beweis. Es sei a < e(# ) ein Primelement. Dann gibt es ein unzerlegbares Ele-
ment p, so daB a < p¥ gilt. Nach 4.7 gibt es ein Element ¢ < e mit a ~ p¥¢(#)
und p¥¢ £ a. Nach der Definition eines Primelementes gilt entweder ¢ < ¢ oder
p” < a. Gilte aber die erste Ungleichung, so bekamen wir p” = e(#’), was ein
Widerspruch wire. Hiernach gilt p* < 4 und daraus a = p”. Daraus und nach
Satz 4.10 folgt :

4.13. Satz. Es sei W eine W-Relation und @(#’) ihre Einheitsklasse. Dann ist
jedes Element a e L — o(#) in. der Form a ~ p$'p% ... pi(W’) darstellbar, wobei
Dis Das ---» Dy miteinander verschiedene Primelemente aus L — @(#") und e,
e, ..., & ganze positiven Zahlen sind; diese Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge
der Faktoren eindeutig bestimmt.

Der folgende Satz gehért zu den Grundergebnissen unserer Theorie: -

4.14. Satz. Die W-Relationen sind genau diejenige Normalrelationen, welche die
Relation PO, bedecken.

In dem System © aller W-Relationen der I-Halbgruppe L gibt es das kleinste
Element; diese kleinste (oder ,,feinste“) W-Relation ist durch die Formel W' =
= UPO, definiert. :

Beweis. Die erste Behauptung folgt nach den Sdtzen 3.8, 4.4 und 4.6. Da jede
W-Relation die P@, bedeckt, so bedeckt sie mit Riicksicht auf die Subnormalitit auch
W', . Anderseits, die Relation UP(@, ist subnormal und nach den Sitzen 2.22 und 3.7 ist
sie eine Q-Relation, also nach Satz 3.8 erfiillt sie das Axiom (W) und nach 4.6 ist sie
eine W-Relation. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen.

Nach der Bedeutung des Axioms (W) folgt:

4.15. Zwei W-Relationen in der 1-Halbgruppe L stimmen dann und nur dann
iiberein, wenn sie gleiche Einheitsklassen haben.

Ist #" eine W-Relation, dann ist L — o(W ) gleich der Menge aller Elemente x e L, |
zu denen ein unzerlegbares Primelement p mit p = x existiert. Daraus und nach 4.15
folgt:

4.16. Zwei W-Relationen sind dann und nur dann gleich, wenn sie gleiche Mengen
von unzerlegbaren Primelementen haben.

Der folgende Satz ist fiir eine praktische Verwendung niitzlich:
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4.17. Satz. Es sei W eine W-Relation mit der folgenden Eigenschaft: zu jedem
Primelement q ~ e(#’) gibt es ein in " unzerlegbares Primelement p”, so dass
p¥ < q gilt. Dann gilt W = W,.

Beweis. Nach Satz 4.14 gilt #~ = % ; fiir die zugehdrigen Einheitsklassen gilt
also @(#°) = o(# ). Daraus und nach 4.12 ergibt sich, dass jedes in der Relation
W unzerlegbare Primelement auch in %" unzerlegbar ist. Es sei umgekehrt g ein in
W', unzerlegbares Primelement. Wenn es g ~ e(#") wire, so hitten wir ein Primele-
ment p” mit p* < g, was mit 4.12 im Widerspruch wire. g ist also auch in der
Relation #" unzerlegbar. Damit ist bewiesen, dass die Relationen %", %" dieselbe
Menge von unzerlegbaren Primelementen besitzen, und nach 4.16 gilt #" = %7,
w. Z. b. w.

4.18. Folgerung. Es sei L* eine nichtganze I-Halbgruppe, welche alle Bedin-
gungen (1—1IV) aus der Einleitung erfiillt und welche L als die ganze Komponente
enthdlt. Dann ist die Relation ¢ = (L « L¥) gleich der kleinsten W-Relation W', .

Beweis. Nach Satz 4.8 ist # eine ¥ -Relation in L, welche hinsichtlich 0.25 alle
Forderungen des Satzes 4.17 erfiillt.

4.19. Anwendung. Die obige Folgerung findet eine unmittelbare Anwendung in
der Idealtheorie. Es sei o ein nichtkommutativer Ring. Setzen wir woraus, da} o eine
maximale Ordnung von seinem rechten Quotientenring ist, welche beschrinkt ist und
die Maximalbedingung fiir ganze o-Ideale erfiillt. Bezeichnen wir mit L die /-Halb-
gruppe aller ganzen o-Ideale. Dann ist die gewéhnliche Quasiteilbarkeit der o-Ideale
als eine Relation in L durch die Formel # = UPO, rein idealtheoretisch (d. h. im
Bereich der ganzen Ideale) gekennzeichnet.

Wirklich, die I-Halbgruppe L* aller gebrochenen p-Ideale erfiillt nach der Einleitung
alle Bedingungen (I—1V) und man kann direkt 4.18 anwenden.

Ist besonders € ein kommutativer Integritédtsbereich, der in seinem Quotienten-
korper ganz abgeschlossen ist, dann ist € eine maximale und beschrinkte Ordnung
(vgl. Einleitung). Die ganzen €-Ideale sind in diesem Falle die gewdhnlichen nicht-
leeren Ideale des Integrititsbereiches €. (Vgl. [3], Kap. 6.) Betrachten wir also die
l-Halbgruppe L von diesen Idealen. Ist auch die Maximalbedingung fiir Ideale er-
fiillt, so lapt sich die ,,Quasiteilbarkeitrelation zwischen den Idealen (im ur-
spriinglichen Sinne von V. d. Waerden) durch die Formel ¢ = RTDSPO, rein ideal-
theoretisch kennzeichnen (vgl. noch 2.15).

5. SYSTEME VON W-RELATIONEN IN GANZEN [-HALBGRUPPEN

5.1. Es sei L eine ganze I-Halbgruppe. Eine Teilmenge E von L heiBit ein I-Ideal,
wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

a) E ist eine Unterhalbgruppe der Halbgruppe L.
b) E ist ein duales Ideal des Verbands L. (D. h. E enthilt mit je zwei Elementen
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a, b auch ihren Durchschnitt a n b und mit jedem Element ¢ auch die Menge aller
Elemente x = c.

Das folgende ist leicht einzusehen: Bei beliebigem Homomorphismus von der
I-Halbgruppe L mit einer ganzen I-Halbgruppe L* ist das Urbild des Einselements
e* e L* ein I-Ideal von L.

5.2. Satz. Es sei L eine normale kommutative ganze I-Halbgruppe. Die Abbildung
@, wodurch jeder W-Relation W < L? ihre Einheitsklasse o(#") zugeordnet ist, ist
ein Isomorphismus zwischen der halbgeordneten Menge © aller W-Relationen und
der halbgeordneten Menge @ aller I-Ideale der 1-Halbgruppe L.

Beweis. Ist #” ein' W-Relation in L, so 148t sich L auf L/#" homomorph abbilden
und nach der Bemerkung aus 5.1 ist ¢(%") ein I-Ideal in L. Die Abbildung ¢ ist nach
4.15 schlicht und sie erhilt, wie auch die inverse Abbildung ¢!, die mengentheoreti-
sche Inklusion. Sie ist also ein Isomorphismus von ® mit einer Teilmenge von ®. Es
bleibt zu beweisen, daB jedes I-Ideal E < L als Einheitsklasse von einer W-Relation
auftritt. Es sei E ein /-Ideal und bezeichnen wir mit 2# die Relation aller solchen Paare
(a, b), dass fiir ein ecE a¢ < b gilt. Wegen e€E ist # > 0,. Ist a X b(#),
b <X (o), so gilt ae < b, be’ < c fiir passende ¢, ¢’ € E und daraus ace” < ¢; wegen
e’ € E gilt a < ¢(o#). Es sei a X b(#), ¢ <X d(o#); dann gibt es ¢, ¢’ € E mit ae < b,
ce’ < d; es gilt also (a U c)ee’ < aguce’ £ b udundfolglicha uc <X bud(#).
Damit ist gezeigt, daB s transitiv und disjunktiv ist. Die Stabilitét ist klar und die
Regularitdt der Relation s# folgt aus der Regularitdt der I-Halbgruppe L. Es sei
endlich a <X b(#); dann gilt ge < b fiir ein passendes ¢ € E. Nach der bekannten
Eigenschaft der normalen [-Halbgruppen gibt es ein Element c € L mit ae = bc £ a
und daraus folgt a ~ be(H). # ist also eine Q-Relation. Nach ihrer Definition erfiillt
die Relation # auch das Axiom (W) und nach Satz 4.6 ist sie eine W-Relation, wobei
offenbar ¢(#) = E gilt.

5.3. Satz. Es sei L eine ganze I-Halbgruppe, in der die gute Arithmetik gilt (vgl.
1.1) und P sei die Menge aller ihren Primelemente. Die Abbildung ¥, die jedem
I-Ideal E = L die Menge Y(E) = E N zuordnet, ist ein Isomorphismus zwischen
der-halbgeordneten Menge ® von allen I-Idealen und dem halbgeordneten System I1
von allen Teilmengen der Menge Y.

Beweis. Es sei M < P beliebige Menge von Primelementen der /-Halbgruppe L.
Bezeichnen wir mit o[ 9] die Menge aller Elemente x € L, in deren eindeutigen Prim-
faktorzerlegungen lauter die Elemente der Menge I auftreten; zur o[M] zédhlen wir
auch das Einselement zu. Wegen der Eigenschaften der guten Arithmetik folgt, dass
o[IM] ein I-Ideal ist, fiir das Y(o[M]) = M gilt. y bildet also die Menge ® auf das
ganze System II ab. Es sei E ein [-Ideal und setzen wir (E) = M. Da E eine Halb-
gruppe istund M < E gilt, so gilt s[M] = E. Da E auch ein duales Idealist, so enthilt
M alle Primelemente, die in den Zerlegungen der Elemente x € E vorkommen. Daraus
folgt die umgekehrte Inklusion E = o[9] und folglich E = ¢[]. Die Abbildungen
¥, o sind also schlicht und es gilt fiir sie y = 6™%, ¥ = 6™1; \ und o erhalten weiter
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die mengentheoretisché Inklusion. y ist damit ein Isomorphismus zwischen den Syste-
men ®und IT, w. z. b. w.

5.4. Satz. Es sei L eine ganze I-Halbgruppe, in der die gute Arithmetik gilt, und
D sei die Menge aller ihren Primelemente. Dann bildet das System © aller W-Rela-
tionen in L beziiglich seiner Anordnung nach der Inklusion eine Boolsche Algebra,
die mit dem System II aller Teilmengen der Menge ) isomorph ist.

Beweis. Nach 5.2 und 5.3 stellt die Abbildung Y@ einen Isomorphismus zwischen
den halbgeordneten Mengen @, II dar; da IT bekanntlich eine Boolsche Algebra ist, so
handelt sich es um einen Verbands-Isomorphismus und folglich ist auch ® eine Bool-
sche Algebra.

5.5. Satz. Gilt in einer ganzen l-Halbgruppe L die gute Arithmetik, so sind die
Begriffe einer Normalrelation, einer W-Relation und einer Relation des Systems L
in L miteinander dquivalent.

Beweis. Es sei L eine ganze [-Halbgruppe mit der guten Arithmetik, /" < Lz eine
Normalrelation und ¢(4#") ihre Einheitsklasse. Dann ist ¢(4") ein [-Ideal und nach
5.2 gibt es eine W-Relation #” mit (%) = @(A"). Es sei a < b(A); dann gilt a <
<b",b<b¥,b ~ b* (A ) und da @, eine Q-Relation ist,so gilt b = b*¢ fiir ein pas-
sendes ¢ e ¢(4"). Daraus folgt ac < b*c = b, ce o(#') und also a < b(#). Ist
umgekehrt a < b(%'), dann gilt ae < b fiir ein passendes e € p(#") = ¢(A4"), und
daraus a X b(AN ) Es gilt also #” = 4 und 4 ist eine W-Relation. Damit ist die
Aquivalenz der Begriffe einer Normalrelation und einer W-Relation in L bewiessen.
(Jede W-Relation ist natiirlich nach Definition eine Normalrelation.)

Es seijetzt #~ < L? eine W-Relation und Y die Menge aller Primelemente, welche
zur @(¥") gehoren. Betrachten wir die Menge A aller Funktionen, welche auf der
Menge ¥ definiert sind und nur die Werte 0, 1, 2, ... annehmen, und welche héchstens
auf einer endlichen Teilmenge von  nicht verschwinden. Weiter betrachten wir die
Menge B aller Funktionen, welche auf der Menge ) — ¥ definiert sind und nur die
Werte 0, +1, +2, ... annehmen, und welche hochstens auf einer endlichen Teil-
menge von P — U nicht verschwinden. Endlich bezeichnen wir mit B, die Menge
aller nichtnegativen Funktionen von B. Die Menge A wird zu einer ganzen /-Halb-
gruppe, wenn wir darin eine Multiplikation o und Verbandsoperationen v, A folgen-
dermaBen definieren:

(fo9) (@) =f(p) + 9(p), (f Vv 9)(p) = min {(p), 9(p)} ,
(f A g)(p) = max {f(p). 9(p)}, (pe).
Ganz dhnlich wird B zu einer nichtganzen [-Halbgruppe, in der B, als die ganze
Komponente auftritt.

Die grundlegende /-Halbgruppe L ist mit dem direkten Produkt A x B, isomorph
und sie kann mit diesem identifiziert werden. Esist klar, daB L die ganze Komponente
von der I-Halbgruppe L* = A x B ist und daB # mit der Relation (L « L*)iden-
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tischist. Die Relation #” gehort also dem System X und damit ist die zweite gebrau chte
Aquivalenz bewiesen (vgl. noch 4.3).

Setzen wir im folgenden voraus, daf L eine allgemeine ganze I-Halbgru ppe ist,
welche die Maximalbedingung erfiillt. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

Es sei o ein Homomorphismus von der [-Halbgruppe L mit einer ganzen [-Halb-
gruppe L*. Ist I eine Teilmenge von L, so bezeichnen wir mit (M) die Menge aller
Elemente oc(x) e L*, wo x € M ist. Ist N* eine Teilmenge von L*, so bezeichnen wir
mit o~ }(N*) die Menge aller solchen Elemente x € L, daB o(x) e 9t* gilt. Ist # eine
Relation in L, so bezeichnen wir mit %(s#) die Relation aller Paare (a(a), a(b)) € L*?
fiir (a, b) € #. Ist #* eine Relation in L*, so bezeichnen wir mit o« ~*(#°*) die Relation
aller solchen Paare (a, b) e L2, daB (a(a), «(b)) € #°* ist. Wir sprechen dann von
einem Bild oder von einem Urbild einer Teilmenge bzw. einer Relation bei dem
Homomorphismus a. '

5.6. Bei jedem Homomorphismus o von der I-Halbgruppe L mit einer ganzen
I-Halbgruppe L* ist das Bild sowie das Urbild von jedem I-Ideal bzw. von jeder
W-Relation wieder ein I-Ideal bzw. eine W-Relation.

Beweis ist dem Leser iiberlassen.

5.7. Es sei W eine W-Relation in L und o der natiirliche Homomorphismus von L
mit L|# (siehe Satz 4.4). Dann gilt:

a) Ist E 2 @(#") ein I-Ideal, so ist a™(«E) = E.

b) Ist #'y 2 W eine W-Relation, so ist «~(aW ) = #';.

Beweis. Ad a): es sei E o ¢(#") ein I-Ideal. Ist a € E und x ~ a(#"), so gibt es ein
Element ¢ € (#°) mit a¢ < x. Da ae € E ist, so hat man auch x € E. Damit ist be-
wiesen, daB aus a € E immer o™ *(xa) < E folgt. Das bedeutet, daB o™ '(«E) = E gilt
und wegen der trivialen Beziechung E < o™ '(zE) bekommen wir o« *(«E) = E, w.
z. b. w.

Ad b): es sei #°; 2 # eine W-Relation in L. Nach 5.6 ist «~'(a# ;) auch eine
W-Relation, deren Einheitsklasse offenbar das I-Ideal o™*(ag# ) ist. Nach a) gilt
o~ HopW'y) = oWy, denn @(# ;) 2 @(#"). Nach 4.15 gilt also «™'(x¥# ") = # 4,
w.z. b.w.

5.8. Hauptsatz. Es sei L eine ganze I-Halbgruppe, welche die Maximalbedingung
erfiillt. Bezeichnen wir mit E| die Einheitsklasse der Relation #", = UPO_ und mit
P, die Menge aller Primelemente, die zu L — E, gehiren. Dann gilt:

1. Das System © von allen W-Relationen der -Halbgruppe L bildet hinsichtlich
seiner Halbordnung nach Inklusion eine Boolsche Algebra, die mit dem System I1
aller Teilmengen der Menge ¥, isomorph ist.

2. Das System @ ist isomorph auch mit dem halbgeordneten System ® aller
l-Ideale, welche das l-Ideal E_ enthalten; dabei tritt jedes l-Ideal E > E| als Ein-
heitsklasse von genau einer W-Relation auf.
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3. Das System © enthdlt die Relationen %", und L* als das kleinste und das
grofte Element; die Verbands-operationen A, Vv sind darin durch die Formeln

Wl AW2=W10W2, ’#/.1\/1//2=U(W.1UW2)
gegeben, wobei die Zeichen (N, die mengenthéoretischen Operationen bedeuten.

Beweis. Bezeichnen wir mit « den natiirlichen Homomorphismus von L mit
L/# .. Bezeichnen wir weiter mit ®* die Menge aller [-Ideale und mit ®* die Menge
aller W-Relationen der I-Halbgruppe L/#",. Nach Satz 4.14 bedeckt jede Relation
# €© die Relation #7,. Nach Lemma 5.6 bildet « das System © in das System @*
ab und o~ ! bildet das System ®* in das System @ ab. Nach 5.7 gilt fiir jede Relation
W € © die Bezichung o™ '(«#") = # und fiir jede Relation #™* € ®* gilt offenbar die
Bezichung o(e™'#*) = #°*. Daraus folgt, daB o eine schlichte Abbildung des
Systems © auf das System ©* ist und daB ™' ihre Inverse ist. Da die beiden Abbil-
dungen «, «™! monoton sind, so sind die halbgeordneten Systeme ®, @* isomorph.
Ganz analog beweist man, daf die halbgeordneten Systeme @, ®* isomorph sind.

Wie wir schon gesehen haben, es gilt die gute Arithmetik in der [-Halbgruppe L/#
(Satz 4.9). Nach Satz 5.4 ist ©* und folglich ® eine Boolsche Algebra, welche mit dem
System aller Teilmengen der Menge P von unzerlegbaren Klassen der Relation %7
isomorph ist. Nach 4.11 und 4.12 ist die Menge ;" von derselben Michtigkeit, wie P, .
Damit ist 1 bewiesen.

Nach Satz 5.2 sind @* und ®* miteinander isomorph und folglich sind auch die
Systeme ® und ® miteinander isomorph. Der zugehdrige Isomorphismus fiihrt offen-
bar jede W-Relation # in ihre Einheitsklasse ¢(#") iiber. Damit ist auch 2 bewiesen.

3. Es geniigt offensichtlich nur die Formeln fiir die Verbands-Operationen ableiten.
Esseien #";, # , € ©. Dann ist #7, |J #°, eine Q-Relation, welche #7, bedeckt; nach
Satz 2.22 ist U(#, U #,) eine subnormale Q-Relation und nach 3.8 und
4.6 ist sie eine W-Relation. Es ist klar, daB U(#"; U #",) das gesuchte Supremum
fiir #°, und #, ist. Setzen wir weiter E = @(#";) ) ¢(#",). Dann ist E ein I-Ideal,
fiir welches E > E, gilt und es gibt also eine W-Relation %75, so daB ¢(# ;) = E.
Wir haben offenbar # 5 = # ', (\# ,. Es sei umgekehrt a < b(#'; (\# ,); dann
gibt es Elemente ¢ € o(#",), &' € 9(#",), so daB ae < b, a¢’ < b gilt. Daraus folgt
a(e U &) < b, wobei offenbar ¢ U &’ € E. Ahnlich erweise, es gibt ein Element & € E
mit da < b. Es folgt also a < b(#3) und wir bekommen %", N #, < # 5. Damit
ist bewiesen, daB #~; () #~, das gesuchte Infimum fiir #°; und #", ist.

6. BEISPIELE

Im Satze 5.5 wurde gezeigt, daB in einer I-Halbgruppe mit der guten Arithmetik die
Begriffe einer Normalrelation, einer W-Relation und einer Relation des Systems X
dquivalent sind. Die folgenden Beispiele sollen zeigen, auBer anderem, daB sich
diese Aquivalenzen im allgemeinen verletzen kénnen.
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Beispiel 1. Betrachten wir die Menge L aller Paare (X, Y) von ganzen nicht-
negativen Zahlen. Auf dieser Menge definieren wir eine Multiplikation durch die
Formel

(2) , (X5, Y1) (X2 Vo) = (X, + X5, Y, + 1)

und eine Halbordnung wie folgt:

(b) (X1, Y1) = (X5, 1)

dann und nur dann, wenn gleichzeitig X, + 2Y; = X, +2Y,, X, + ¥; = X, + Y, gilt.

Durch die Halbordnung (b) wird L zu einem Verband. Bezeichnen wir ndmlich
A=min{X, + Y, X, + Y.}, B=min{X; + 2Y;, X, + 2V,}, C = max {X, +
+ Y, X, + Y}, D=max {X; +2Y;, X, + 2Y,}, so haben die Paare (X, Y;),
(X,, Y,) das Supremum (24 — B, B — 4) und das Infimum (2C — D, D — C).
Hinsichtlich der eben definierten Multiplikation (a) und Verbandsanordnung (b) ist L
eine ganze kommutative und regulére [-Halbgruppe mit Einselement (0, 0), in welcher
die Maximalbedingung erfiillt ist. (Die zugehdrigen Distributivgesdtze lassen sich
leicht verifizieren.) Die I-Halbgruppe L ist nicht normal: Es gilt (0, 2) < (1, 1), aber
es gibt kein Element (X, Y) mit (0, 2) = (1, 1) (X, Y).

Definieren wir die Relationen 4", 4", durch die Formeln:
(X1, Yy) 2 (X3, Y,) () dann und nur dann, wenn X; + Y, = X, + Y, gilt,
(X1, Y1) Z (X2, Y2) (#2) dann und nur dann, wenn X,; + 2Y; 2 X, + 2V, gilt.

Beide Relationen A"y, A", sind, wie leicht einzusehen ist, normal. (Es gilt selbst- .
verstandlich 47y 0, &', > 0,). Die Einheitsklasse jeder von diesen Relationen
enthdlt nur das Element (0, 0). Nach der Definition ist keine der Relationen A, 4",
Waerdenisch, denn anders gilte die Gleichung A7, = O bzw. A", = ¢,. Die Relation
N1 A, = O ist nicht normal, also das System A von allen Normalrelationen in L
ist kein Verband.

Beispiel 2. Bezeichnen wir mit L die Menge aller Tripel (X, ¥, Z) von ganzen nicht-
negativen Zahlen, in der eine einfache Anordnung folgendermaBen definiert ist: man
setzt (X, Yy, Z;) < (X5, Y, Z,) dann und nur dann, wenn entweder X, + ¥; >
>X,+ Y, oder X, + Y, =X,+Y,,2Z, >Z,0oder X, + Y, =X,+ Y, Z; =
= Z,, Y, > Y, gilt. Die Multiplikation in L sei wieder durch Addieren der zugehori-
gen Komponenten gegeben. Dann ist L eine einfach angeordnete, kommutative und
reguldre ganze I-Halbgruppe mit Einselement (0, 0, 0). In L gilt die Maximalbedingung.

Betrachten wir eine Relation %, welche folgendermaBen definiert ist: (X4, Y;,Z;) <
=2 (X,, Ys, Z,) (#') dann und nur dann, wenn X, + Y; 2 X, + Y, gilt. #" ist offen-
bar eine W-Relation, deren Einheitsklasse aus allen Tripeln von der Form (0, 0, Z),
Z = 0 besteht. Diese W-Relation kann aber zu dem System ¥ nicht gehoren. Wirklich,
im anderen Fall gibe es nach 0.15 zu je zwei Elementen o ~ f(#°), «, B € L solche
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Elemente ¢, 6 e @(#'), daB ae = 6p gilte. Das ist aber z. B. fiir die Elemente (1,0,0)~
~ (0, 1, 0) (#") unméoglich.

Einige Probleme. 1. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir eine
ganze l-Halbgruppe L, damit darin eine von den in 5.5 erwihnten Aquivalenzen
eintrete. ’

2. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, damit die Menge A
aller Normalrelationen der I-Halbgruppe L einen Verband oder mindestens einen
Halbverband bilde. .

3. Wie 148t sich in dem System ® das Teilsystem X charakterisieren? Welche ist die
algebraische Struktur des Systems X? (Alles unter der Voraussetzung der Maximal-
bedingung in der /-Halbgruppe L.)
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Vytah
K POIMU KVAZIDELITELNOSTI V CELYCH I-POLOGRUPACH

OvbpRicH KowALski, Brno

Bud L* neceld I-pologrupa, v niZ (I): ke kaZdému prvku a existuje inversni prvek
a™*, tj. nejvé&tsi z prvkd x e L*, pro n&% axa < a; (I1): zkazdého vztahu tvaru ab < a
resp. ca < aplyne b < eresp. ¢ < e. (e znadi jednotkovy prvek I-pologrupy.) Potom
relace kvazidélitelnosti <X na I-pologrupé L* je definovdna takto: a < b prdve tehdy,
kdyZz b~! < a~!. Je-li L celistvd &4st I-pologrupy L*, pak relaci kvazidélitelnosti <
uvaZovanou pouze na mnoZing L oznaujeme symbolem (L — L*).

Je-li L celd I-pologrupa, pak oznaéme pismenem 9t mnoZinu vSech necelych I-polo-
grup L* spliiujicich podminky (I), (I), pro n& je L celistvou &dsti (v abstraktnim
smyslu). Systém viech relaci tvaru (L — L*), L* € 9 definovanych v [-pologrupé L
oznacujeme X.

Kromé systému X uvazujeme v L systém A tzv. normdlnich relaci a systém @ tzv.
Waerdenovskych relaci. Waerdenovské relace (v dal$im ,,W-relace*) jsou mezi viemi
normdlnimi relacemi charakterisovdny vlastnosti, Ze a < b(#") prav& tehdy, kdyz
existuji prvky e, 6 ekvivalentni s jednotkovym prvkem v relaci ¥~ takové, Zze ag < b,
ba < b.
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V préci se dokazujf tyto hlavni vysledky:

V libovolné celé I-pologrupé L plati pro zdkladni systémy relaci vztah A2 @ 2
(4.8). Mii%e v3ak platit A + O, resp. ©® + Z (§ 6). V I-pologrupé s dobrou aritme-
tikou plati vZdy A = @ = X (5.5).

Nechr'L je celd I-pologrupa, v niZ plati maximdini podminka pro Fetézce: Potom:

Homomorfni obrazy l-pologrupy L, ve kterych plati dobrd aritmetika, jsou prdvé
vSechny faktorové l-pologrupy L|A" podle riznych normdlnich relaci /" € A (4.9).

Je-li W libovolnd W-relace a @(#") jeji jednotkovd tFida, pak kaZdy prvek a e
el — @(#) lze psdt aZ na poradi prdvé jednim zpiisobem ve tvaru a ~ pi{'p% ...

(W), kde py, pss ..., Px jsou navzdjem riizné prooelementy z mnoZiny L —
~ @(W)a ey, e, ..., e jsou kladnd &isla (4.13).

V systému @ vSech W-relaci l-pologrupy L dstecné usporddaném. podle inkluse
existuje nejmensi prvek # .. (Je popsdna konstrukce této ,,nejmensi‘‘ nebo ,,nej-
jemng&j§i‘ W-relace.)

Celkovd struktura systému © je popsana vétou: Oznacéme E, jednotkovou tFidu
relace W', a bud . mnoZina vsech prvoelementii patficich k L — E,. Potom:
1) Systém © vsech W-relaci l-pologrupy L tvofi vzhledem k ¢dstecnému uspofdda’nz’
podle inkluse Booleovu algebru isomorfni se systémem Il vSech podmnoZin mno-
Ziny P,. 2) Systém © je isomorfni také s dstecné uspofddanym systémem @ viech
l-idedlii obsahujicich E.; kaZdy l-idedl E > E| je jednotkovou tFidou prdvé jedné
W-relace # € ® (5.8).

Kone&ng jsou ddny n&které aplikace na teorii idedlii. Necht € je komutativni obor
integrity, ktery je celistvé uzavieny ve svém podilovém télese. Potom mnoZina viech
nenulovych zlomkovych idedli oboru € je neceld I-pologrupa L* spliiujici podminky -
(1), (1) a ,,relace kvazid&litelnosti*‘ definovand na této I-pologrupé je totoznd s relaci
kvazidélitelnosti, kterou zavedl Van der Waerden v teorii idedlid. Necht ddle plati v €
maximélni podminka pro fetézce celych idedlt. Oznadime-li L mnoZinu vSech celych
idedli z L*, potom relace (L « L*) je totoZnd s nejmensi W-relaci #7, . Tim je novym
zphsobem charakterisovdna relace kvazidglitelnosti na mnoZing celych idedlé oboru €
a to v pojmech této mnoZiny samotné. Je odvozen také obdobny ale obecné&jsi vysledek
pro o-idedly nekomutativnich okruhi, spliiujicich ur€ité dopliujici podminky.

Pesrome
K TIOHATHUIO KBASUAEJIMMOCTU B LEJBIX [-IIOJIVIPYIIIIAX
OJIOPXUX KOBAJIBCKA (Old%ich Kowalski), Bpro
Ilycts L* — menenast l-monyrpymma, B xotopoit (I): mis Beskoro sipeMenta a
MMeeTCs OGpATHBIA 3MeMeHT a~ !, T. e. HaMOONBIIWA W3 3IeMEHTOB X €L* BbI-

NOJHAIOIMX HepaBeHCTBO axa < a; (I): u3 Beskoro coorHomrerus ab < a win
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ca < acuepyer b < e wmn ¢ £ e. (e o6o3Havaer emuuuuy I[-monyrpynnsl). Torza
MBI omeprenuM Ha L* ommuowenue xeasuoesumocmu =<, momaras a X b Bcerna,
KOIZIa WMeeT MecTo HepaBeHcTBo b~ ! < a™'. Ecmu L — uenas kommonenTa [-nosty-
rpynnoel L*, To oTHOmeHWe kBasmmenuMOCTH, obcyxnaemoe Ha MHoxecTBe L 060-

spaunmM (L « L*).

 Iyers L — wemas [-monyrpymma; Torna obo3mayum uepe3 It MHOXKECTBO BCeX
penensix l-momyrpymn L*, ymosmersopsommx yemosusim (I), (IT), st xoTopbIx
L sBmsieTcs neno#t kommonenTon (B aberpakTROM cMbicie). CucTeMy BCEX OTHOLIe-
muit Buma (L« L¥), L*eMN, onpenenenusix B L o6osnaunm X. Kpome cucremst
Y MBI 3aHMMaeMCs CHCTeMOM A T. Ha3. HOPMAJBHBIX OTHOLUCHUMH M cucTeMOoi @ T.
Ha3. omHouienuil Bapdena B l-nomyrpymne L. OtHowmenns Bapiena (B fajibHeifem
,,W-OTHOIIEHHS) BBIIEISIOTCS CPeld HOPMANBHbIX OTHOIIEHUH Ha OCHOBE CIIE/LY-
IOIEro CBOMCTBA: a = b("//f ) TOrZa U TOJBKO TOrIa, KOrJa UMEIOTCS 3JIEMEHTBI
&, 6 JXBUBAJIEHTHBIE C €OMHUIEH B OTHOWIEHUA ¥~ Takue, 4yTo ae < b, da < b.

B Hacrosme#d cratbe MOKa3bIBAXOTCH CIICAYIOIME IJIABHBIE NPEOAJIOXCHHSAL

B ar0boii yeaosi l-noayepynne L umeem mecmo coommowenue A 2 © =2 X (4.8).
IIpumom gozmoxcer cayuaii A + @ u makxce ® £ X (§ 6).

B l-noayzpynne, & komopoil umeem Mecmo XOpowias apu@memuxa, 6bINOAHAEMC A
scez0a pasencmeo A = © = X (5.5).

Hyemy L-yeaan I-noayzpynna, 6 KOmopoi 6bIMOAHEHO YCAOBUE MAKCUMAALHOCIU
oaa yeneii: Tozoa:

Tomomopduvie obpasel I-noayzpynnvt L, 6 komopeix umeem mecmo xopoutasn apugh-
Memuka, coenadarom mouHo co écemu gaxmop-l-noayepynnamu LN no paziuunvim
HOpmanbHeim omHowenuam N € A (4.9).

Ecau W -moboe W-omrouwierue u o(W') — €20 eQUHUUHBLL KAACC, MO 8CAKUIL IA€MEH M
aelL — ¢ (W) moxucno evipasumpv 00HOSHAYHO C MOYHOCMBIO 00 NOPAOKA 8 GUOE A ~
~ PP ... DR(W), 20e py,Pay ..., Py — B3AUMHO PA3MUUHBIE NPOCMBIE HDACMEHMbBE
u3 muoncecmea L — (W) u ey, e,, ..., ¢, — nosoncumenvrvle yucaa (4.13).

B cucmeme © ecex W-ommowenuii l-noayzpunner L, uacmuuno ynopadouennoi
OMHOCUMENLHO BKAIOUEHUA, UMeemca Haumesvwiuii saemerm W . (OmucaHo nocr-
POEHHE 3TOTO ,,HAMMEHBIIEro WA ,,CAMOT'0 TOHKOTO* W-omomemm.)

OOGmiee CTpoeHMe CHCTeMbI @ OMHCAHO B IpemIoxeHud: Ob6osuauum uepes Eg
COUHWYHBI KAGCC OMHOUEHUA W, u uepe3 P, MHOMCECMBO 8CeX NPOCMbIX IAEMEHMOE,
npunadaexncauux x L — E,. Tozoa 1. Cucmema © eécex W-ommowenuil l-noayepynnsi
L, uvacmuuno ynopaoouennas omHocumenvHo 6KAl0YeHUA, 0bpasyem bynesy arzebpy .,
usomopguyto cucmeme II, ecex nodmuosncecms muoxcecmsa P,. 2. Cucmema © uso-
MopHa modice yacmuuHo ynopAdouentoii cucmeme @ écex l-udeanos, exmovaroUuUx
6 ceon E; npumom ecaxuii l-udear E o E| agasemca eOUHUYHBIM KAGCCOM MOUHO
o0Ho20 W-omuowenua W € © (5.8).
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Haxouell, noka3ansl HEKOTOpPbIe IPUMEHEHHS K TeOpud uaeajios. Ilyctb C-xom-
MyTATHBHASL OOJACTb ULEJIOCTHOCTH, LIEJIO3AMKHYTasi B CBOEM IIOJIE YACTHBIX.
Torjga MHOXecTBO L* Bcex HeHyneBbix ApoOHbIX mMaeanoB objactu € ecTb Helle-
nast [-nosmyrpynmna, B koTopoii Bemmonxensl yciosust (I), (II) u ,,0THOIIeHHE KBa-
3UACIUMOCTH', ONpPEAC/ICHHOE HA 3TOM [-MOJyrpynme, coBmagaeT C OTHOLIEHHEM
KBa3HJACIIMMOCTH, BBeJcHHBIM Ban nep Bapaenom B Teopuu uneanos. IIycTs, manee,
B € umeer MmecTo ycnoBue MakCHMAalbHOCTH IS Lemedl Ueslx upeanoB. Ecmu
o6o3HauMM uepe3 L MHOXKECTBO Beex UenmbIX ueanos u3 L*, To otHomenue (L « L*)
COBNAJIAET C HAUMEHHIIUM W-oTHOLIECHHEM ¥/ . DTHM faHa HOBAS XapaKTePUCTHKA
OTHOLUEHMSI KBA3HUOCIMMOCTY IJIs LEJbIX uaeanos obaactu € TOMBKO npy IOMOLIH
MIOHATHIT, CBSI3AHHBIX C 9THM MHOXECTBOM H[IeaioB. BbiBeJecH TOXE pOACTBEHHBIH,
Ho OoJice oOuMit pe3yabTAT OJIS O-MOCATIOB HEKOMMYTATUBHBIX KOJIEL, IIOJYMHEH-
HBIX OMNPEIEJICHHBIM YCIIOBUSAM.
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