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&asopis pro p&stovini matematiky, ro€. 89 (1964), Praha

SOBRE LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA DIFERENCIAL

IL-estructuras locales y pseudogrupos

RaMON Ruslio, Habana (Cuba)

(Recibido 14 de augusto de 1962)
1. ESTRUCTURAS Y MORFISMOS

1.1. Este es un trabajo de caracter metodoldgico. Definiremos de manera semi-
formal la nocién de especie de estructura y de estructura de una especie dada sobre
un conjunto de base E. La definicién de estructuras sobre varios conjuntos de base,
no difiere esencialmente de la anterior, como el lector puede corroborar en [3].
Ademds, la definicién a la manera de Ehresmann [4], (Definiciones 6 y 7) contiene
como caso particular la de Bourbaki para uno o mds conjuntos de base.

Sea E un conjunto que designaremos como ,,conjunto base“ y 4,, ..., 4, varios
conjuntos que designaremos como ,,conjuntos auxiliares*. Una construccion escalo-
nada sobre E, de n + 1 términos, es una sucesién C,, ..., C, de conjuntos que cumple
las siguientes condiciones:

a) C, =E, C; =A4;,...,Cpyy = A,

b) Para cada C;, 2 < i < k, o bien: 1) existen dos indices iy, i; < i tales que
C; = C;, x C;, (ioe i, pueden ser iguales), o bien: 2) existe algtin i, < i tal que C; =
=9PC,,.

Esto significa que cada conjunto C;, es obtenido a partir de E y los 4; combindn-
dolos de diversas maneras mediante la multiplicacién cartesiana y la operacién de
tomar la potencia de uno de los conjuntos ya hallados. Es possible que una de estas
operaciones falten, como también es posible que falten los conjuntos auxiliares A,.
Por ejemplo, la siguiente es una construcciéon escalonada con base en E y sin conjuntos
auxiliares, en donde no se ha utilizado el producto cartesiano:

Ej. 1: E, VE, PYE.
El siguiente ejemplo es mds tipico; con un solo conjunto auxiliar A:
Ej.2: E, A,E X E,(E xE) x E,9(E x E) x E), A x E, (A x E) x E,
P(4 x E) x E), V(E x E) x E) x P((4 x E) x E).
1.2. Laimportancia de una construccion escalonada recaerd para nosotros, sobre el
dltimo término C, de dicha construccién. En el case del Ej. 1, C, = C; = PPE, en
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el Ej. 2, C, = Cy=Y((E x E)x E) xP((4 x E) x E). Una ,,estructura sobre* E
serd un elemento de este ltimo término, que en adelante designaremos por M(E) en
lugar de C,. Es evidente que pueden haber varias construcciones escalonadas con
base en E y el mismo término final ED?(E), dichas construcciones se dicen ,,equivalen-
tes“. Como ejemplo de lo que hemos dicho anteriormente, sea la construccién del
Ej. 1, toda ,,estructura topologica* sobre E, es un elemento ¢ de 93?(E) = PYPE: t es
evidentemente el conjunto de todos los subconjuntos abiertos de E para esta topologia
(ver. N. BourBakiI: Topologie Générale, Chap. 1, § 1). La construccion del Ej. 2 cor-
responde a la estructura de espacio vectorial sobre A4, si 4 es un cuerpo, en una forma
que el lector precisard.

Para definir una estructura sobre E, no es simplemente preciso determinar el con-
junto M(E) mediante una construccién escalonada cualquiera, sino que se da un
conjunto de axiomas aj ..., &, que nos dice cuando un elemento de M(E) va a re-
presentar una estructura del tipo que definimos, sobre E. Los axiomas de la estruc-
tura topolégica son:

a,: Eety0et (el espacio E y el conjunto nulo, son abiertos).
®,: Si S < tentonces JS e ¢ (la unién de conjuntos abiertos es un abierto).

)4
s: Si Xy, ..., X, €tentonces () X; e t (toda interseccion finita de conjuntos abier-
i=1
tos es un abierto).

Cualquier conjunto de axiomas puede convertirse en un solo axioma mediante el uso
de la conjuncién ,,y* o el signo 16gico correspondiente A . Ej.: los anteriores axiomas
equivalen al axiomaa; A «, A a; = R.') Finalmente, podemos concebir una estruc-
tura ,,sin axioma‘‘, pero formalmenté tal estructura corresponderia a una cuyo
axioma sea simplemente t € MM(E), es decir, ,,todo elemento de (E) es una estructura
del tipo dado sobre E*.

Los axiomas, o mds bien, el axioma R de una especie de estructura sobre E es una
relacidn; pero dicha relacién no puede ser cualquiera, sino una relacién independiente
de la naturaleza misma de los elementos de E y que sdlo depende, desde un cierto
punto de vista, del nimero cardinal de E. Para dar mayor formalidad a lo que veni-
mos diciendo es necesario introducir dos conceptos: el de ,,esquema‘“ de construccién
escalonada y el de ,,extensién candnica‘ de una aplicacién, para un esquema dado.

1.3. Un ,,esquema‘“ es la ,,ley* que me permite encontrar, a partir de los conjuntos
E, Ay, ..., A, el conjunto M(E): este esquema puede ser dado de muchas maneras;
Bourbaki [3, Chap. 4, § 1] 1o define a partir de una sucesién finita de pares de nu-
meros naturales, cy, ..., ¢, poco mds o menos de la siguiente manera: dados E y
los A, a cada c; = (a;, b;) corresponde un C; como sigue: a ¢, corresponde E, a c;,
2 <£i = n+ 1 corresponde 4;_,; por definicién c; serd entonces el par (0, i), para
1 £i<n+ 1. Sidebeser: C; = PC;,, entonces el par c; es por definicidn (iy, 0); si

A

!y Podemos pues hablar de ,,el axioma* de una estructura.
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debe ser C; = C;, x C;, entonces c; es el par (i, i;). Asi pues, la sucesién ¢y, ..., ¢ s
un criterio suficiente para que, dados los conjuntos E, 44, ..., 4,, se pueda encontrar,
en un namero finito de pasos, el conjunto IM(E). De esta manera podemos definir:

Un ,,esquema M de construccién escalonada sobre p términos* es una sucesién
finita ¢y, ..., ¢, de pares de niimeros naturales con las siguientes condiciones: '

a);=(0,i)si1 <i<p,
b) si ¢; = (a;, 0), entonces 1 < a; < i,
c)si ¢; = (a; b;), a;*= 0% b;, entonces 1 < a;, b; < i.

Con la interpretacién anterior vemos como podemos entonces construir, dado
un conjunto base Ey p — 1 conjuntos auxiliares 4, ..., 4,_;, una construccién
escalonada.

Ej. 3: Al Ej. 1 corresponde el esquema M = ((0, 1), (1, 0), (2, 0)). Al Ej. 2 corres-

ponde el esquema: ((0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 3), (4, 0), (2, 1), (6, 1), (7, 0), (5, 8)).
Dos esquemas que den construcciones equivalentes se dice que son equivalentes.

1.4. Sea M un esquema (de construccién escalonada) sobre n + 1 términos,
sean E, E' dos conjuntos y f: E — E’, vamos a definir una aplicacién f: M(E) »
— M(E’), que se denominard, extension candnica de f segin el esquema M, f, = f
por definicidn, , f; = id: A;_; > 4;_; si2 < i < n + 1. Sif; ha sido defidida pa-
ra l £ i < s, entonces f;: C; - C;,donde Cy C;son los términos de las construccio-
nes sobre E y E’ respectivamente (y los 4;) correspondientes al esquema M: si C, =
= C,, x C,, entonces f|(x, y) = (fo(x), f;,(¥)) € Cy x Cl;si Cs = PC,,, f, es la ex-
tensién de £, :C,, = C;, a los conjuntos potencia respectivos: f; : PC;, = PCq . Si el
esquema 9N tiene k términos, entonces, por definicién serd f = f;.

Si en lugar de la aplicacién idéntica id: 4;_; — A4;_, tomamos una aplicacion cual-
quiera f;: 4;_, — A;_,, donde A4}, ..., A, son otros conjuntos auxiliares cualesquiera,
podemos determinar una aplicacion  {fy, fa, oo fas 1D ¢ ME, Ay, ...,4,) -
- M(E', A%, ..., 4,) que se dice la ,extensién® de las aplicaciones f;. Tenemos:
F=<fid, ..., id) ™

1.5. De un modo intuitivo, un axioma R para un esquema N es sencillamente una
,,ley*‘ permitiendo obtener, a partir de un conjunto cualquiera E, un subconjunto
R(E) de M(E) y tal que, sif: E — E’ es una biyeccién, f(R(E)) = R(E') y[: R(E) -
— R(E’) es una biyeccion.?) Site R(E), entonces f se denomina un isomorfismo de t
con f(t) e R(E’) y se representa por (f, 1).

Desde un punto de vista formal, & es una relacidn [3, chap. 1,§ 1, No. 3] R(x, u)
(algo que se afirma respecto a x y u) tal que, si f: E — E’ es una biyeccién, s € M(E),
s” = f(s), entonces:

R(E, 5) < R(E, 5"),
se dice entonces que R(x, u) es una relacién transportable segin el esquema M.

2) Esto vale tanto como decir que la asociacién de R(E) a E, no depende de la naturaleza misma
de los elementos de E.
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Definicién 1. Una especie de estructura es un par (M, R) donde M es un esquema
de construccidn escalonada y &R una relacién transportable para 9.

Se puede sustituir, cuando sea posible, el par (M, R) por la relacién R y hablar de
estructuras de especie R. En lo adelante, la especie de estructura topoldgica se repre-
sentard por € (en lugar de R).

Si E es un conjunto, un elemento ¢ € R(E) o el par (E, 1), se denominard ,,una estruc-
tura sobre E de especie R*‘.

En adelante utilizaremos a veces, en lugar de la frase ,,estructura de especie R, el
término ,, R-estructura‘‘.

1.6. Subordinacién. Sean R a R’ dos especies de estructuras y Ry, R, las clases de
todas las estructuras de especie R y R’ respectivamente. En muchos casos, se nos pre-
senta la ocasién de considerar una aplicacién T: Ry — Ry tal que: T(R(E)) = R'(E)
para todo E. Esto quiere decir que ambas, t € R, y T(t) son siempre estructuras sobre
el mismo conjunto. Si se cumple lo siguiente: dada una biyeccién f: E — E', el si-
guiente diagrama es conmutativo:

T
R(E) —— R'(E)
1ol
R(E)—— R'(E)

entonces se dice que Tes una subordinacion de la especie R a la especie R'.

Ej. 4: Todo grupo topoldgico es un espacio topoldgico llamado espacio ,,sub-
yacente* al grupo. La aplicacién T que aplica toda estructura (E, s) de grupo topold-
gico sobre un conjunto E, en la estructura topolédgica subyacente sobre el mismo con-
junto, es una subordinacién.

El tipo de subordinacién del presente ejemplo se puede considerar como una
,»proyeccién‘ de la manera que sigue. Si £ y & son las especies de estructura anterior-
mente mencionadas, toda estructura de grupo topoldgico sobre un conjunto E, es un
elemento de (E) x G(E).

Luego si &t designa la especie de estructura de grupo topolégico, entonces & i(E) c
c ¥(E) x G(E) para todo E. La anterior subordinacidn, restringida a &¢(E), no es
mas que la proyeccién &t(E) -+ I(E). La otra proyeccién #(E) — G(E), define una
nueva subordinacién Gt — .

Si en general, dadas las especies de estructuras R, R, ..., R", sucede:

R(E) =« RYE) x ... x R(E), '

para todo E, existen n subordinaciones canénicas R — R, 1 < i < n. Este es un caso
frecuente en matemadtica: es el caso, por ejemplo, de las estructuras de ouerpo, dlgebra,
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espacio vectorial, espacio vectorial topolégico, cuerpo ordenado, etc. En general, de
acuerdo con la definicién de Bourbaki [ Algebre, Chap. 1], toda estructura algebraica
es del tipo anterior.

1.7. Dada una especie de estructura hemos visto como definir los isomorfismos
entre dos estructuras de dicha especie. Sin embargo, el estudio de especies de estruc-
turas con isomorfismos s6lo, es insuficiente para la matemadtica, en donde ocupa un
lugar principalisimo, el estudio de otras aplicaciones, entre conjuntos provistos de
estructuras de una misma especie; estas son los homomorfismos o simplemente mor-
fismos que generalizan el concepto de isomorfismo.

Es interesante que describamos primeramente algunos morfismos especiales:

Ej. 4: Si R es la especie de estructura de grupo, anillo, cuerpo, espacio vectorial,
dlgebra, etc., y t € R(E), s € R(E’), una aplicacién f: E — E’ serd un morfismo de ¢
en s, si es un homomorfismo de grupo, anillo, cuerpo, espacio vectorial, dlgebra, etc.,
respectivamente.

Ej. 5: Si T es la especie de estructura topoldgica, un morfismo puede ser una apli-
cacién continua f: E — E'.

Ej. 6: Para T puede también definirse un morfismo como una aplicacién abierta f:
E-E.

En todo caso deben cumplirse las siguientes condiciones:

<M, : A cada par de conjuntos E, E’ y estructuras s € R(E), s’ € R(E’), se encuentra
asociado un conjunto §)‘t(E E',s,s") de aplicaciones de E en E’, llamadas morﬁsmos
de 1a especie de estructura R, de tal modo que:

My: Sis;e R(E), 1 £ i <3yfeR(Ey, Ey, sy, 52), g € R(Ez» Es, 53, 53), entonces
gofe ER(E 1> E35 S, s3) ( sea, la composicién de dos homomorfismos es un homo-
morfismo.)

M,: Paraque f: E —» E', f biyectiva, sea un 1somorﬁsmo de s € R(E) con s’ e R(E)
es necesario y suficiente que f € E]t(E E,ss)yf ' eR(E,E, ¢, s). (Todo isomor-
fismo es un homomorfismo y todo homomorfismo cuyo inverso exista y sea un homo-
morfismo es un isomorfismo.)

Sife R(E, E', s, 5'), se dice simplemente que f: s — s”.

El par (R, gt), o si se quiere, el triplo (M, K, ET{), se denomina una ,,especie de
estructura con homomorfismos*.

- Es evidente que, si consideramos S?t(E, E', s, s") como el conjunto de todos los iso-
morfismos de la estructura s sobre la estructura s’, tendremos una especie de estructura
con homomorfismos, todos los cuales son isomorfismos.

Para toda especie de estructura con homomorfismos, podemos definir una relacién
de orden entre las estructuras de dicha especie como sigue:
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Sean t, t' € R(E), se dice que ¢ es una R-estructura menos fina que t’ ¥ se representa
por t < t', cuando la aplicacién idéntica id: (E, t') — (E, ) sea un H-morfismo de
t'ent.

2. CATEGORIAS Y FUNTORES

2.1. Dada una especie de estructura con homomorfismos (R, 97%), sea R, la clase
reuni6n de todos los conjuntos R(E) y i 1 la de todos los homomorfismos de la especie
dada: cada elemento de &, es un triplo (¢, f, t), donde f e R(E, E’, t, t'). En adelante
identificaremos & al par (R, &,) cuando asi convenga y a R con el par (R, R,).

El par (R, K,) es un ejemplo de lo que llamamos ,,categoria con objetos” y la
clase §t; un ejemplo de categoria, lo mismo puede decirse de (Ro, %,) y ;.

Definicién 2. Una categoria es un par (€,, @) donde @ es una ,,multiplicacién par-
cial“ en €, es decir, @ es una aplicacién de un subconjunto & = €; x €, en €, tal
que (representaremos P(x, y) por xy; en el caso de ser €, = R;, por ejemplo, es
x=(f,1), y=1(g,t), y xy =(fg, t') cuando t' = gt):

CA,: Si (fg)h o f(gh) estdn definidos, entonces ambos productos estdn definidos
¥ son iguales: lo podemos representar simplemente por fgh.

CA,: Si fg y gh estdn definidos entonces fgh lo estd.

Llamemos unidad (aplicacién idéntica, en el caso de que €; = R,) a todo elemento
e e @ tal que si fe estd definido fe = f a si eg estd definido, entonces eg = g, para
£, 9 € €, cualesquiera. Entonces la propiedad tercera se enuncia asi:

CA;: Para f €@, cualquiera, existen dos unidades «(f) y B(f) tales que fa( )y
B(f)f estén definidos.

Corolario. Si e es una unidad y ef estd definido, entonces B(f) = e. Si fe estd defi-
nido, entonces «(f) = e. Para que fg esté definido es necesario y suficiente que
af) = B(g)-

En efecto, si e = unidad, ef definido, entonces ef = e(B(f)f) = (e B())f =Sy
¢ B(f) estd definido, por lo tanto, A(f) = e B(f) = e. Lo mismo se demuestra que si
¢ = unidad y fe estd definido e = «(f).

Si ahora fg existe, fg = (f «(f)) (B(9) g) = f(«(f) B(9)) g por lo que «(f) B(g) estd
definido y a(f) = o(f) B(g) = B(g)- Si por otra parte, a(f) = B(g), entonces f «(f)
y o(f) g estdn definidos y por lo tanto, lo estd f a(f) g = fg.

En la demostracién anterior se ha demostrado que si dos unidades tienen un pro-
ducto definido, ambas son iguales a su producto.

Notacién. Se pondrd f:of) = B(f)-

Definicién 3. Una clase €, de objetos para la categoria €, es una clase en correspon-
dencia biyectiva con la clase de las unidades de €,. Una categoria con objetos es un
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par (€,, €,) = € donde €, es una categoria y €, es una clase de objetos para €,. Si B
estd asociado a B(f) y 4 a «(f), se pondrd f: 4 — B.

Ej. 7: Se puede hablar pues de las categorias (con objetos) de las aplicaciones con-
tinuas, de las aplicaciones abiertas, de los homomorfismos du grupos, de las aplica-
ciones lineales (morfismos de la especie de estructura de espacio vectorial), etc.

Ej. 8: La categoria €, de las aplicaciones de un conjunto en otro.

Ej. 9: La catégoria €, de las aplicaciones biyectivas de un conjunto cualquiera en

otro.
La clase €, de todos los conjuntos es una clase de objetos para las anteriores cate-
gorias: a toda unidad asociamos el conjunto del cual ella es la aplicacién idéntica.

2.2. Definicién 4. Dadas dos categorias €, y €] llamamos funtor a toda aplicacién:
T: Ql - @’1
tal que:
a) Si e es una unidad de €,, T(e) es una unidad de €}, ademds, si f: e — ¢/, entonces
T(f): T(e) » T().
b) Si fg existe, T(f) T(g) también y
T(fg) = T(f) T(g) -

b’) En el mismo caso anterior:

T(af) = T(f) T(g) -

En caso que se cumpla b) se dice que T es un funtor covariante y en caso de que se
cumpla b’) contravariante.

Si €, y €, son objetos para las categorias anteriores, el funtor T puede extenderse
a estos objetos de la siguiente manera: si 4 € €,, ¢, la unidad de €, asociadaa 4, Be
e €, es el objeto asociado a T(e,), entonces por definicién T(4) = B.

Esquemdticamente, un funtor covariante para dos categorias €, € con objetos se
representa por

C 4 ——A4A— A4

!
€ T(A) V) T(4') Te) T(4")

y uno contravariante por:
f g
€ A— A —— 4

é’ T(A) V) T(A") "o T(A")
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Los objetos pueden a veces servirnos para definir un funtor, cuando tenemos ante
nosotros una especie de estructura:

Ej. 10: Sea § = (S, @1) la categoria de todos los grupos y todos los homomor-
fismos de un grupo en otro. Para todo (s, f, 5) € &, f es una aplicacién de un con-
junto G en otro G': desde un punto de vista intuitivo (s’, f, s) seria la aplicacién f:
G - G’ considerada como homomorfismo de grupos y f la misma considerada como
aplicacién de conjuntos. La aplicacién T: &; — &, definida por T(s’, f, s) = f es un
funtor.

Este ejemplo puede extenderse a cualquier especie de estructura con homomor-
fismos. Si K es una especie de estructura con homomorfismos, el funtor T': ERI - @1
construido de la manera anterior serd denominado ,,funtor canénico* de la especie XK.
Denominaremos gt a la imagen del funtor canénico de R y por gﬁco = R, la clase
de los objetos de Rt,: si f: E — E’, entonces E, E' € R,

Los funtores canoénicos anteriores son ejemplos triviales de funtores, ejemplos méds
importantes serdn estudiados mds adelante. Un funtor no trivial es por ejemplo
cualquier funtor de homologia, utilizado en la topologia algebraica.

2.3. En muchas ocasiones se nos presenta el caso de considerar relaciones entre
funtores que llamamos ,,transformaciones naturales* de un funtor en otro. La defi-
nicién correspondiente es la que sigue:

Definicién 5. Sean €,, € dos categorias y T, S: €, - €; dos funtores de la misma
denominacién (ambos covariantes o ambos contravariantes): una aplicacién natural <:
T— S de Ten S, es una aplicacién que a toda unidad e e €; asocia un morfismo
te e €] tal que:

1. afte) = T(e) y P(re) = S(e).

2. Si fe@; entonces:

S(f)za(f) =< B() T(f) o =of) T(f) = S() = B(f)

seglin que S y T sean covariantes o contravariantes respectivamente. Mediante el uso
de diagramas, podemos hacer mds memorizable las anteriores condiciones, sobre todo
la segunda: La primera quiere decir que

te: T(e) » S(e)

y la segunda, que uno de los siguientes diagramas es conmutativo, segin que T sea
covariante o contravariante respectivamente, cuando f: e — e’:

- T(f T(f
T’(e) ———)> T(e) T(e) +—~) Ti(e’)

“los) 4 VoS |
S(e) —(—2» T(e") S(e) —————)-> T(e")
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2.4. Terminemos este pdrrafo con algunas consideraciones respecto a elementos
inversibles de una categoria:

a) Un elemento f €€, de una categoria se llama inversible si existen f', f" € €,
tales que ff’ y f"f existan y sean unidades. En ese caso f"ff" existe y f" = f"(ff’) =
= (f"f)f' =f', de donde también ff' = f’f. El elemento f’ = f” se denomina
,,inverso* de f y se representa por f~!. También se dice que f es una equivalencia.
Todas las unidades son equivalencias.

b) Si en una categoria todos los elementos son inversibles la categoria se denomina
un grupoide. Ej. R, y R_, donde R es una especie de estrucura con isomorfismos
solamente.

¢) Se dice que una transformacién natural t: T — S es una equivalencia natural, si
para toda unidad e € €,, re € € es una equivalencia.

3. ESPECIES DE ESTRUCTURAS Y GRUPOIDES

3.1. CH. EHRESMANN [4] consideré por primera vez la definicién de una especie
de estructura a partir de un grupoide. Antes de hacer una definicién general, puede
considerarse el siguiente ejemplo:

Sea &, el grupoide definido en 2.2, donde € es la especie de estructura topoldgica,
para cada unidad e € ¥, existe un conjunto E, tal que e: E — E es la identidad, la
especie T de estructura asocia a E, el conjunto (E); denotemos por T(e) la aplicacién
idéntica de Z(E). Si f: e — ¢, entonces f: E — E’ es biyectiva y f: Z(E) - ¥(E)
también. Sea T(f) = f. Por otra parte, es evidente que fo g = fo g; luego T: T, — €,
asi definida es un funtor. Si al revés, nos damos la categoria &, y el funtor T,
esto determinaria la especie de estructura €. Si consideramos T extendida a los ob-
jetos canénicos T(E) = (E).

Es claro que de esta manera podemos definir toda especie de estructura, como las
definidas anteriormente, por medio de un grupoide €, y un funtor T: €, — €.

Definicién 6. Sea €, un grupoide: una especie de estructura sobre €; es un funtor
covariante T: €, — €, que satisface a la condicién siguiente: :

Si e, ¢’ son unidades distintas de €,, y 4 y B son los conjuntos asociados candnica-
mente a T(e) y T(e") respectivamente,
ANB=290.
En algunas ocasiones, representaremos la especie de estructura anterior por el par
(€, 7).
Consideremos una clase de objetos €, para €, y T: €, —» &, la aphcacmn que ex-
tiende candénicamente al tensor anterior. Sea:

Do =U T(a).

ae€o
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Definamos, para cada f € €, t € T(a), f: a = b, ft = T(f) t € T(b). Entonces cada
f €€, ,,opera‘ sobre una parte de 9,. Cada par (f, t) tal que f? exista, se dice que es un
isomorfismo de t sobre ft.

El conjunto de todos estos pares constituye una categoria 2, con la ley de compo-
sicién:

(£, 9 (g, 5) = (g, 5)

si y sélo si t=gs. 2, esun grupoide, puesto que si f tiene inverso (f ™', f7) es el in-
verso de (f, 1) y €, es un grupoide. Para que (f, ) sea una unidad es necesario y sufi-
ciente que f sea una unidad de €, y ft esté definida. La aplicacién que a toda unidad
(e, 1) € 2, hace corresponder el elemento t € 9, es biunivoca y por lo tanto, 2, es
una clase de objetos para la categoria 2, : en efecto, si (e, t) y (¢, t) son unidades de
9, entonces T(e)t = et = T(e')t = €'t = ty T(e) = T(€') lo que implica (Def. 6a))
e=¢.

Podemos por ultimo, definir una ,,proyeccién‘ p: 9, — €,, dada por: p(f) = a(f)
si ft estd definida. Dicha proyeccion se extiende a un funtor p: 2, — €, definido por
p(f. 1) = f: en efecto, si e = off), entonces (e, t) = a(f, t) y si e = B(f), (e, ft) =
= B(f, t). Si €, = R, donde R es una especie de estructura definida como en 1.5,
2, = R, (ver2.2).

Por otra parte, sea una clase 9, sobre la cual €, ,,opera®, esto es, para ciertos pares
( 1, t), fe€yyte D, ft e D, estd definido de manera que se cumpla:

a) Si un producto g(ft) o (gf) t estd definido, ambos lo estdn y son iguales, pudién-
dose entonces escribir gft en lugar de ambos (f, g € €, t € D).

b) Si gf y ft estdn definidos, también lo estd gft.
c) Si e es una unidad de €, y et (t € €,) estd definido, et = t.

d) Para todo fe @, existe un t e 9, tal que ft estd definido y para cada t e 9,
existe f € €, tal que ft esté definido.

Si 9, es una tal clase, el conjunto de los t € @, para los cuales ft estd definido se
representard por T(a), donde a € €, = conjunto de objetos para €, y f: a - b. De
esta manera obtenemos una aplicacién T: €, — €,. Construyamos la categoria 2,
como anteriormente y obtendremos un funtor T: €; — 9,, definido por: T(f) t =
= ft, para todo t € T(a). Puesto que &, = &, esto nos da un funtor T: €, — €, que
cumple las condiciones de la def. 6.

De aqui la siguiente definicidn:

Definicién 7. Sea €; un grupoide de operadores sobre una clase 9, el par (€, 2,)
se denomina una ,,especie de €structura sobre €, .

Esta definicién es mds general que la que hemos dado anteriormente. Un tal punto
de vista puede verse en los trabajos [2] y [4]. En este marco pueden definirse las espe-
cies de estructuras con homomorfismos como sigue: una categoria de homomorfismos
para la especie de estructura (€,, 2 o), €s una categoria 2, tal que €, tenga las mismas
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unidades que 2, y que €, sea el grupoide de los elementos inversibles de &,. Para una
discusién mds amplia de estos temas consultar las referencias mencionadas.

3.2. Una subordinacién de una especie (€,, T) de estructura a una especie (€;, S)
sobre el mismo grupoide no es mds que una transformacién natural 7: T — S. Si
9,y Dy son los conjuntos de todas las estructuras de tipo Ty S sobre €, la subordi-
nacién t asocia, a toda unidad e €€, una aplicacién te: T(e) - S(e). El lector puede
fdcilmente identificar la definicién anterior de subordinacion como un caso especial
de la que hemos hecho anteriormente.

4. ESPECIES DE ESTRUCTURAS LOCALES

4.1. Estructuras Inductivas. Para muchas especies de estructuras y en efecto, para
las mds importantes: estructuras de orden, estructuras algebraicas (grupos, anillos,
cuerpos, médulos, dlgebras, etc.) y estructuras topoldgicas, se pueden definir leyes de
,-induccién®, esto equivale a definir ,,subestructuras‘ de una estructura dada.

Ej. 11: Dado E, A < E, un elemento t € ¥(E) determina un elemento t, € T(4) de
un modo conocido, el par (4, t,) es un ,,subespacio topolégico del par (E, t): se dice
que la estructura #, estd inducida por f sobre 4. De esta manera se define una aplica-
cién ¢: (E) — L(A), para todo par (4,"E) donde A = E.

Ej.12: En lugar de considerar todos los pares (4, E), podemos considerar la ley de
induccién restringida al caso en que A4 sea un abierto de E para la topologia ¢.

Ej. 13: Dado un elemento g € §(E) (conjunto de las estructuras de grupo sobre E),
existen subconjuntos (subgrupos) de E sobre los cuales g determina una estructura de
la misma especie. Si A = E es un subconjunto tal y g, es la estructura inducida, el par
(4, g,) se dice un ,,subgrupo* del par (E, ?).

En lugar de las distintas aplicaciones R(E) — R(4) que definen una induccién para
una especie de estructura R, consideremos el asunto desde otro punto de vista. Sea
Ro, como anteriormente, el conjunto de todas las estructuras de especie R. Una ley de
inducci6n determina, para cada t e R, un subconjunto (1) de todas las estructuras
que se consideran inducidas por ¢, o sea, ¢(?) es el conjunto de las ,,subestructuras*
de t. Esta ley de induccién debe cumplir ciertas leyes que se pueden deducir de ciertas
consideraciones naturales:

a) La primera es que si f: E — E’ es un isomorfismo de t € R(E) sobre ft = t' e
€ R(E") y t, estd definida, donde 4 = E, entonces t; 4, estd definida y f1, = # 4. Esto
nos dice que en definitiva, la ley de induccién no depende de la naturaleza de los ele-
mentos de E y E’. Este podria denominarse ,,principio de invarianza‘“.

b) SiB<= Ac E, te R(E) y t, estd definida, entonces la razén necesaria y sufi-
ciente para que #; esté definida es que (z,)5 lo esté y en ese caso: (z,)p = t5. Este
podria denominarse ,,principio de transitividad<.
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c) Si para dos estructuras t, s € R(E) y todo 4 < E sucede que t, y s, existen 0 no
simultdineamente y ¢, = s, cuando existen, entonces debe ser t = s. Sea éste el ,,prin-
cipio de unicidad‘‘.

d) Sea of = PE tal que, para algin t e R(E) y todo 4 e, t, existe, entonces
existe B < E tal que & < B, t;existe, y si B’ cample las mismas condiciones, enton-
ces B< B'. (Sillamamos £ al conjunto de todos los B’ posibles, entonces B = &;
en algunos casos (Ej. 11y 12) es B = (J.&, pero esto no es necesario, como lo muestra
el ejemplo 13.) Llamemos a éste el ,,principio de la agregacién®.

Veamos lo que sucede con la categoria 3R, de todos los isomorfismos de R (ver 2.2);
representemos cada elemento de &, por un par (f, t) donde f: E — E' es una aplica-
cién biyectiva y t € R(E), entonces f es un isomorfismo de ¢ con ft € R(E’).

A cada (f, t) € R,, hagamos corresponder el conjunto ¥(f, t) de todos los (fy, 2,)
donde f € R(E) y A = E es tal que t, existe; entonces: .

a’) Si(e, s) € R, es una unidad, entonces ¥(e, s) estd compuesto por unidades.

b') Si (f, £) (f', t) existe, es decir t = f’t’, entonces ¥(f,1)(f’,t)) = ¥(f.1).

. ¥(f’, '), donde la tiltima expresién designa el conjunto de todos los productos ab,
donde a € Y(f, 1) y b € ¥(f’, ') tales que ab exista.

En R, tenemos: representemos por &(f) el conjunto de todas las restricciones f,
donde t, exista para algin t e R(E), Ac Ey f: E — E’. Entonces:

a") Si e e R, es una unidad, P(e) estd compuesto por unidades. A

b”) Si fg existe, f, g € R, entonces &(fg) = (f) H(g), donde &(f) ¥(g) se define
de una manera enteramente similar a la definicién en b’).

En general, tenemos la siguiente:

Definicién 8. Sean €, y €, dos categorfas: un , funtor generalizado* Q:€, — P& es
una aplicacién de €, en PE] tal que:

1) Sie e €, es una unidad, Q(e) = € es un conjunto (o clase) de unidades.

2) Sif, g €€, y fg existe, Q(fg) = Q(f) Ag).

De acuerdo con esto, las aplicaciones ¥ y & son funtores generalizados. Dichos
funtores estdn relacionados entre si, de una manera que explicaremos.

Primeramento observamos que ambos funtores son funtores ,,inductivos®, en el
sentido de la siguiente: '

Definicion 9. Sea Q : €; — €, un funtor generalizado, se dice que Q es inductivo,
si se cumplen las siguientes condiciones:
i;) Para todo f e €, es

Q1)) = «(A1)),

es decir Q(o(f)) es el conjunto de las unidades derechas de los elementos de ().
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i,) Para cada e € Q((f)) existe un tinico g € Q( f) tal que e = o(g): se dico que g es
el elemento inducido por f sobre e.

i3) SigeQ( f) entonces (g) = Q(f) (trans101on)

i) Si Q(f) = Q(g) entonces f = g (unicidad). -

is) Si o« = Q(f), existe un g €€, tal que: # = Qg), si & = Q(g’), entonces
ge(g).

Por i4, el elemento g postulado en i5 es Unico y se denominard el agregado de o
y se representard por |Js: designaremos por f U g U ... el agregado de {f, g, ...}
.cuando- éste esté definido. Es consecuencia de los antenores axiomas que oY) =
= Uu(#), BUK) = UB() y UL(S) = f. El agregado de Q(f) n Q(g) se represen-
tard por f N g; para.que f N g exista siempre, convenimos en agregar a@,, si nece-
sario, un elemento o distinguido, tal que 0 = f N g si Q(f) N Q(g) =

En lugar del funtor generalizado 2 podemos considerar la relacién de orden en @1
definida por:

g<f°969(f)-

Pondremos ademds o < f para todo fe@;: esto equivale a agrandar los Q(f),
.poniendo o € Q(f) para todo f € €, y Q(0) = 0. Los axiomas i, e i, nos dicen que la
anterior es una verdadera relacion de orden; is nos dice que si & = €, estd acotado
superiormente, existe entonces una cota superlor minima. El axioma i; nos dice que
g <f=a(g) < of). -

Un par (€,, 2) donde €, es una categorla y © un funtor de induccién se denominard
una ,,categoria inductiva‘c.

4.2. Si €, = E,, entonces se cumple ademds para ¥ y para & el siguiente axioma
(Ejs. 11y 12):

ig) Sie, ¢’ son unidades de €, y o = Q(e), es (U) n e’ = U (e n ¢') (axioma de
distributividad). il

Nota. En general este axioma se cumple siempre que se tenga una especie de estruc-
tura R y una subordinacién t: R — T tal que: si t e R(E), t, existe para todo ele-
mento A4 € tt € Z(E): éste fué el caso considerado en la primera definicion de estruc-
tura local [6] (consiltese también [1]).

Si el axioma ig se cumple, decimos que Q es un funtor ,;local* y que (€,, Q) es una
categoria local.

Las relaciones entre los funtores ¥ y & que sefialamos anteriormente, son las si-
guientes: Sea p : R, — R, la proyeccién canédnica (p(f, t) = f), sabemos que puede
extenderse a R, siendo p(t) igual a la unidad e € R, tal que et esté definida, es dec1r-
e =id: E > E si t e R(E); entonces:

1) p aplica ¥(f, t) ((f, t) € R,) biunivocamente sobre un subconjunto de &(f).

2) Si (e, 1) es una unidad de R,, s, 5" € ¥(e, f), entonces p(s N s") = p(s) N p(s').

3) Sea (e, t) una unidad, entonces: o < ¥(e, t) implica que existe u € ¥(e, t) tal
que p(u)'= Up(«). De donde u = U y p(U«) = Up().




Definicién 10. Una ,,especie de estructura local“ estd dada por: una especie de
estructura (€, Z,, p) y dos funtores locales ®: €, » PC; y ¥: 2, » PP, que
cumplen con las condiciones 1), 2) y 3) anteriores.

Las estructuras locales son aquellas de tipo mds general, donde pueden definirse
propiedades de las llamadas ,,locales*. Para una discusién m4s'completa de las mismas
puede verse el trabajo de CH. EHRESMANN [4] y también el de P. DEDECKER [2].

Nosotros dejamos el punto de vista mds general, para‘ estudiar los casos mds
sencillos, que nos serdn suficientes. La anterior exposicion ha tenido como objeto
servir de introduccién al trabajo fundamental [4].

Volvamos a las estructuras definidas en el § 1. Sea R una espe01e de estructura local,
dado un conjunto E, y ¢ € R(E), el conjunto &(z) definido anteriormente determina un
conjunto de partes de E, que denominamos ®(E), cada 4 € &(E) es un subconjunto
de E tal que t, existe. Es fécil ver que se cumplen las 51gu1entes propxedades

1) E € ®(E). Podemos ademas agregar 0 a (b(E) sin que la dlSCllSlOl‘l anterior pierda
sentido; 0 ocuparia ¢l lugar del elemento o definido en4.1. =

2) Si o = ®(E), entonces U= € $(E), segin el principio de agrcgacién (definimos
por U el conjunto que es dominio del agregado‘de las,t,, 4, ed). ,

3) Si 4, B € §(E), entonces, el conjunto 4 N B que es el dominio de it, N tg esun
elemento de ®(E). : : DRI TP .

" Podemos ver la analogia entre estas propiedades y las de los conjuntos abiertos de
una topologia sobre E; existe no obstante la diferencia que'ni 4 N B es la ,,inter-
seccién‘ en el sentido conjunusta ni U« es la ,,unién“ en el mismo sentido. Por
ejemplo, si R es la especie de estructura de grupo, 4, B € tD(E) sabemos que A U Bno
esmdsque A @ B + A U B, en general. = .

Definicion 11. Sea R una especie de estructura local y 2 c ¢(E) tal que las ante-
riores propiedades se cumplan para O en lugar de &(E), diremos que O es una para-
topologia definida sobre E, respecto a la especie X. L

El conjunto de todas las paratopologias sobre E respecto a ER es una parte de
P ®(E) que representaremos por R(E). R* serd consxderado como un.funtor que de-
fine una especie de estructura que llamamos ,,especie de eFtructura paratopologlca con
respecto a R*. T

Nétese que existe una subordinacién 7: R - R’ determmada por a cada t e R(E)
corresponde 1t € R(E) determinada por vt = conjunto. de todos los A < E para los
cuales t, existe. ‘ . o

Nosotros consideraremos de manera especial aquellos casos en que di(E) es una
verdadera topologia sobre E: el caso mds evidente es el del Ej. 12. Llamaremos a una
tal estructura local ,,estructura local restringida‘‘: éstas fueron las primeras considera-
das [5] histéricamente. Supondremos en adelante :que todas las estructuras locales
consideradas satisfacen al siguiente axioma: :
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Axioma de Totallzacwn (fr recollement) Sea E un conjunto, (A ))EI una familia
de partes de E, s; € ER(A) donde R es una especie de estructura local, supongamos
que A;n Aje di(A,) ®(4;) y sea s;; = (5;)a,; la condicidn se expresa de la siguiente
manera:

Si s;; = s;; para todo par (i,j) eI x I, entonces existe A < E tal que A = 4,

iel
(lo que implica A, e ®(A) para todo iel) y un tnico se &(A4) tal que s;,= s;.
Indudablemente, entonces s = \J s;.
el
La condicién s;; = s;; se expresa diciendo que la familia (s;);; es ,,compatible**.
El axioma de totalizacién se cumple sin duda en el ej. 12, los 4; son entonces
abiertos para la topologias sobre Ay A4 es la reunién de los 4;.

5. PSEUDOGRUPOS

5.1. Sea E un conjunto cualquiera, I' un conjunto de aplicaciones tales que:

P:: Toda feI es una aplicacién biunivoca de un subconjunto de E sobre otro
subconjunto de E.

P2: Si fer, entonces f~'el.

Ps: Si f,geI entonces gofe I, se considera gof definida si Im (f) N
~ Dom (g) * 0.

p4: La aplicacion idéntica idg: E — E es elemento de I'.

Se dice que un conjunto de aplicaciones biunivocas &/ de partes de E sobre partes
de E, admite una reunidn, denotada por &, si existe una aplicacién biyectiva f:
D~ D', tal que D = U Dom (g) y f| Dom(g) = g para todo g € /. Pondremos

f=U#. Indudablemente fes unica. La quinta propiedad de I es la siguiente:
Ps: Si &/ o I' 'y U existe, Ul eI,

Definicién 12. Un conjunto I' de aplicaciones que cumple las propiedades p, a ps se
denomina un pseudogrupo de transformaciones de E.

En todos los ejemplos que consideraremos se cumplird ademds lo siguiente:

Ps: Si Dom(f) n Dom(g) = f n g = @ entonces f | f n g eI (y de aqui, por si-
metria, también g [ fngel). Si fng =0, podemos agregar a I' un elemento
0 llamado la ,,aplicacién nula‘ tal que f [ @ = O paratodo fe I, ytal que 0: 0 — Q.

De aqui se deduce que el conjunto y de todos los dominios de aplicaciones de I’
constituye una topologia en E: en efecto, por ps ¥ pa: 0, E € y; ademds, pg nos dice
que Dom(f) n Dom(g) € y siempre; por otra parte, si f € I', f: A— B, entonces por
P f Yel ypor ps, fo *f =id, eI, luego & < y = o/ €y, puesto que cualquier
conjunto de identidades tiene una reunién.

Si ahora Im(f) n Dom(g) = 0, se define gf = 0; ademds, si Im(f) n Dom(g) =
= Dom (f~!) n Dom(g) =% 0, se puede definir gf = gof|f~'(f™! N g). De esta
manera, en I" puede definirse una multiplicacién generalizada que siempre existe por
Ps Y P3-
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Definicién 13. Sea M otro conjunto cualquiera: una carta local es una aplicacion ¢;
U — M de un abierto U de E en M. Se dice que dos cartas locales ¢; ¥ ¢, son ,,com-
patibles“ con respecto a I' si, o bien Im (¢;) N Im (p,) = K =0, o bien K + 0 y

¥ = (97| K) o (91| #7'(K)) = ¢3¢, €I': esta fltima aplicacién se denomina
»»€l cambio de cartas de ¢, 2 @2, (Ver figura 1)

Se pueden definir las cartas locales de otra forma, como aplicaciones ¢: U’ — E de
un subconjunto U’ de M sobre un abierto ¢(U’) = U de E: todos los conceptos
definidos con ayuda de las cartas locales anteriores, pueden introducirse con esta
nueva definicidn; ¢ es una carta local, en el nuevo sentido cuando ¢~ * lo es segiin la
anterior definicidn y viceversa. Nosotros preferimos seguir con la primera denomina-
cién y llamar al inverso de una carta local ,,sistema local de coordenadas‘: la razén de
esta denominacion se hard evidente mds tarde.

Definicién 14. Un atlas de M ,,con respecto a E*, o ,,compatible con I'*, es un con-
junto (también puede emplearse una familia) de cartas locales ¥, tal que: a) si ¢4, @, €
e U, ¢, y ¢, son compatibles con respectoa I, b) M es la unién de todas las imagenes
de los elementos de Y.

Se puede establecer una relacién de orden entre los atlas sobre M (compatibles
con I') de la siguiente manera: %’ < A (U’ es menos fino que A) si Y’ < Y. La razén
necesaria y suficiente para que exista un atlas 2" mds fino que dos cualesquiera
Ay W esque dados ¢ e U y ¢’ € A’ cualesquiera ¢ y ¢’ 'sean compatibles: en este caso
A =Y U Y es un atlas compatible con I. Si dados ¥ y Y’, existe A” con la
anterior propiedad, pondremos ¥ ~ U’: en cada clase de equivalencia de atlas asi
determinada existe un elemento distinguido, que es el atlas maximal para la relacién
de orden que definimos y que es mds fino que todos los elementos de dicha clase de

equivalencia. Si % es un atlas, el atlas maximal que contiene a U se denotard por %. Los
atlas maximales para la anterior relacién de orden se denominan ,,atlas completos*:
Sea I1(M) el conjunto de todos los atlas completos de M con respecto a TI', es facil ver
que II(M) = PP(E x M) = M(M) (existe un conjunto auxiliar E):
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Definicion 15. Una [-estructura sobre M es un elemento de H(M). :

Hablaremos de la ,,especie de estructura IT* (IT puede considerarse como un funtor).

5.2. Sea U e II(M) y sea yy el conjunto de todas las imdgenes de los elementos de %;
dicho conjunto es una base para una topologia ;(QI) sobre M: pues K = Im (f) n
n1Im (g) = Im (f | f7(K)) ademds Dom (f | f7*(K)) ey y f | f7*(K) es compatible
con todo elemento de ¥, de donte f | f~*(K) e ¥ (U es maximal). La aplicacién y:
II(M) — (M) asi definida es una subordinacién de la especie de estructura 7, a la
especie Z.

La topologia 5(&[) es la menos fina para la cual, las aplicaciones de ¥ son abiertas.

Si A € y(Y) es yn abierto de M para la I'estructura %, y o/ < U una parte de %, tal
que las imdgenes de los elementos de & tienen a A como reunién, entonces & es un
atlassobre Ay eI’ (A) es una IT-estructura sobre 4, ,,inducida‘ por . Con esta ley
de induccidn, la especie de estructura IT es una especie de estructura local, 1o que no es
deficil de verificar. ‘
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Vytah
LOKALNI STRUKTURY A PSEUDOGRUPY

RAMON Rusio, Habana (Cuba)

V prvnich dvou péragrafech jsou vyloZeny né&které zdkladni pojmy teorie struktur
na mnoZindch {ve smyslu N. Bourbakiho) a teorie kategorii. V dalfich paragrafech,
které tvo¥i hlavni obsah &ldnku, jsou zejména vybudovdny zdklady teorie lokdlnich
struktur (v Ehresmannové smyslu). Mimo jiné, jsou zavedeny pojmy zobecn&ného
funktoru, induktivniho zobecnéného funktoru paratopologie vzhledem k danému
druhu lokdlnich struktur.
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Pesrome
JIOKAJIbHBIE CTPYKTVPHI U IICEBIOI'PVIIIIBI

PAMOH PVYBUMO, I'asana (Ky6a)

B nepBrIx mByX maparpagax H3JaraloTcs HEKOTOPHIE OCHOBHBIE MOHATHSI TEOPHH
crpykTyp (B8 cMmuicne H. Bypbakm) u Teopun xareropuii. JampHeiimae maparpadsr,
COCTaBJISIOIIHE OCHOBHOE CONEPXAHHE CTAThH, NMOCBAUICHBI, TJIABHEIM 00pa3om,
IIOCTPOEHHIO OCHOB TEOPHH JOKAJIBHBIX CTPYKTYp (B CMEICIEe ODpecMaHa). B gact-
HOCTH, BBOIATCS HNOHATHS 00001meHHOro (yHKTOpa, MHIYKTHBHOrO 0606IMEHHOTO
dyHKTOpA, TAPATONOJIOTHHA OTHOCHTE/ILHO 3aaHHOTO BANA JIOKAJIBHBIX CTPYKTYD.
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