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)

LES CONNEXIONS NON-LINEAIRES SUR LA VARIETE 4%

BonuMmiL CENKL, Praha
(Regu le 4 janvier 1963)

Dans le présent travail, on détermine la connexion affine tangente a une
connexion ponctuelle non-linéaire donnée sur 4}, avec ses centres ponctuels
dans les espaces locaux. On trouve ensuite les connexions non-linéaires
telles que leur connexion affine tangente soit la connexion affine osculatrice.
On caractérise aussi géométriquement quelques types spéciaux de connexions
ponctuelles non-linéaires.

1. Soit donnée une variété différentiable X,, 2 m dimensions. A chaque point x* )
de la variété X,, associons un espace affine 4,(x) & n dimensions. Nous obtenons
ainsi la variété de Koénig A4,,. Soit

(1.1) M,I,,...,1I,

la base choisie dans A,. Les transformations admissibles des paramétres sur X, et
de la base dans A4, sont

ox* )

ox*’

M=M, I,=01,, o=Det|o?|+0

(1.2) x* = x¥(x*); 4 =Det]d%|+0, AY =

ot les fonctions 62" ne dépendent que du point x*. Désignons par o}, les éléments de
la matrice inverse de ||62'||. Nous avons alors

(1.3) otol =088, otad =6%.

Considérons ensuite I’espace vectoriel ¥,(x) dont les éléments sont les vecteurs de
Pespace affine 4,(x). Un point x* de la variété X,, et la direction déterminée par un
vecteur u° € V,(x) forment ce qu’on appelle élément (x, u). Le point x* est appelé
centre de I’élément (x, u). Notons E, la variété des éléments (x, u); elle est mani-
festement & m + n — 1 dimensions. L’espace affine 4,(x) associé au point x* de la
variété X,, peut également €tre considéré comme un espace affine associé a I’élément
(x, u) de l’espace Ej,. En effet, u® est un vecteur de A,(x). La base (1) étant choisie,

YOnaab,...=1,2,....n; B ...=12..,mab,..=012..,n
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déterminons, sur la variété de Ko6nig ainsi définie ayant E}, pour sa base et A, pour
son espace local, la connexion affine par les formes

(1.4)  of =Tix,u)dx* + GX(x,u)duc,
wh = I%(x, u) dx* + Gox, u) du®.

Or, demandons que les formes (4) dépendent seulement des coordonnées (x', ...,

XMt L) ouu' = 1" (t = 1,2,...,n — 1). Pour cela, il faut évidemment,
et il suffit, que les formes (4) ne varient pas si nous multiplions u® par un facteur
scalaire o(x, u, v), v étant un paramétre arbitraire. Il se fait voir que cette condition
est exprimée par les équations

(15) Fga Xs Qu) = ril:a(x’ u) ? ch(x’ Qu) = Q_’"ch(x, u) ’
Gi(x,u)u° =0,

ou nous posons I'y, = Iy, G, = G5 Si nous nous bornons au cas ou g est une con-
stante réelle, nous pourrons remplacer les conditions (5) par (5, ,), c’est-a-dire que
la derniére des équations (5) pourra ne pas étre vérifiée. Nous pouvons écrire les
équations qui dé'erminent la connexion liréaire sur la variéié de Konig définie
ci-dessus sous la forme de

(1.6) dM = ol,, dI, = o’I,.

Nous dirons que le vecteur Y(x) = u%(x) I(x) se transporte parallélement suivant
la courbe ¢ : x* = x%(t), teI = (t;, t,) sur X,, lorsque les coordonnées u*(x(t)) du
vecteur Y le long la courbe ¢ vérifient les équations

(1.7) (e, 9 L ge Y .
dt dt dt

Nous dirons que le point A(x) = M(x) + u%(x) I,(x) se transporte parallélement
le long de la courbe ¢, lorsque les coordonnées du point A le long de la courbe ¢
vérifient I’équation

du® dx®
1.8 + u'ry, — + I
(18) t Pdar ot dt

@ ‘1,,C c
& ety s o,
dt dt

Ayant ainsi définit le transport paralléle suivant les courbes sur la variété X,,, nous
parlons d’une connexion ponctuelle non-linéaire, ou bien tout court de la connexion
non-linéaire (I, G) sur la variété A},. Compte tenu transformations admissibles (2),
on peut montrer que nous avons les formules de transformation que voici

(1.9) I =Tr%4%e% + G%0%.9,06u°,
Fga = a:'a:’(r'a’:a’A:' + Gz:c’aaailuc) - 6,02,0':' ’

b __ b b _a ¢ a __ a' ¢ _a
G, = G, 0p050. , Gi = Glolol .
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Nous entendrons par différentielle absolue d’un vecteur contrevariant u® I’expres-
sion

(1.10) _ Duf = du® + w¥(g,dx® + Gf, duc).

Nous pouvons évidemment écrire Du® = (62 + u°Gj,) du® + u®l', dx*. Nous voyons
que nous avons sur la variété E;,, le champ tensoriel

(1.11) % = &% + u'Gj, .

Supposons ensuite que nous ayons @ = Det |®?] & 0. Dans ce cas-1a, nous dirons
que la connexion définie sur ’espace des éléments est réguliére. Dans la suite, nous
ne considérerons que des connexions réguliéres, mais nous les appellerons connexions
tout court.

Définissons maintenant les grandeurs M2 a I’aide des expressions
(1.12) My = 65, ML = 6°.
En vertu de (10) et (11) nous avons donc
(1.13) du® = MY(Du” — uT%, dx%).

Les formes qui déterminent la connexion de la variété A4}, peuvent maintenant s’écrire
comme

w® = (I't — MiGrlu®) dx* + G:Mj Du®, :
wy = (I'h, — MG Thu®) dx* + G2 .MSDuc .
Si nous posons maintenant
*b b b h *b b
(1.14) e = Toy = MGLT" . Goo = GoME,
* ‘ b %*
r: =r: — M;Gir,u*, G; = G:M;j,
et que nous écrivions Du® = #i, nous pourrons exprimer les formes w®, ) ainsi:
* * * *
(1.15) o = Mdx* + G0, o) =T dx* + G.o°.

2. Une fonction a(x, u) définie sur E", sera appelée scalaire de poids p, lorsque
les transformations (1.2) font varier cette fonction suivant la loi

(21) a’ = APa.
Lorsque p = 0, nous parlons de scalaire tout court.
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fe . r .
Par tenseur de caractéristique (p, ) nous entendrons ’ensemble des fonctions

s
Ty, 5. sur E, avec la loi de transformation
fyeesaty” yesesOp ' a Bs
(2.2) Bt AP 8 gn gl gl
pour les transformations admissibles (1.2).
Soient maintenant Y,(x) = u®(x) I,(x) n champs vectoriels linéairement indépen-
a

a
dants sur la variété A,,. Soient u,(x) les fonctions vérifiant les équations

(2:3) , ubu, = 8%, ubu, = &6°.

a a

a
L’ensemble des fonctions u® (ou u,, resp.) étant donné, nous dirons que nous avons
a

un repére fondamental dans I’espace local 4,(x).
Soient

~

e r .1 .
des tenseurs de caractéristique (p, ) Considérons les expressions
s

diyeneydu ey ey
[ SENURN: . 3 SN S Afyeees@p ,,81 an
(24) Tbx.---.bu.ﬂl.u-,ﬂs = T BrrBs W e U Up oo Uy
€1,000,€y dy dy

v

qui se transforment par (1.2) selon la loi

(2:5) To e e = AP To g A o AT
AfL ARGl Lo aope.
L’ensemble des fonctions (4) avec la loi de transformation (5) sera appelé tenseur
de caractéristique (u’ D, r)- Si p = 0, nous parlerons de tenseur tout court. Lorsque
v s

p=r=s=0cet u=0 (ou bien v = 0), nous parlerons d’un tenseur covariant
(ou contrevariant, respectivement).

s . s u 0 .
Par la différentielle relative d’un tenseur de caractéristique ( ,0, 0), qui sera
v

o u .
noté simplement par ( , O), par rapport au champ vectoriel u®, nous entendons
v

(26) DT:i:::: — thbz:::a: + Ta;,....:.'-x.c,as+1....,nuw21 - Ta:,...,au bvwlcn .

by,...,by biyeenshi—=1,C,014 15000y
()
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Considérons, 2 titre d’exemple, le tenseur T,. Sa différentielle relative par rapport
au champ u® est donc

DT, = dT,, — T,.w; — T,0; =
(u)

* *
= {aanb - M:uhr;aaeTab - ncr;: - chTI‘;a} dx* +
*
+ {aensz - TacG:c - ebG }Du
Nous pouvons donc écrire briévement

(2.7) DT, = Tope dX* + Tope Du,
()

la signification de T, €t T, étant évidente des calculs précédents.

3. D’une maniére analogue a celle appliquée dans les espaces 3 connexion affine,
nous pouvons maintenant exprimer les tenseurs de torsion et de courbure. Par
différentiation extérieure de (1.4) nous obtenons

(3.1) [do”] = [@®w}j] — @7,
[dol] = [0i?] — 2
ou, comme il est aisé de montrer
(3.2) 207 = S:p[dx“ dxf] + S‘;e[(]f&f] + ZS:c[dx“Jf] ,
200 = R,,,,[dx dxf] + R,,,,,[(I)'w"] + 2Ra,,,[dx“c5'] ,

S et R étant le tenseur de torsion et celui de courbure. Si nous écrivons explicitement
les composantes du tenseur de courbure, nous obtenons

*
(3-3) R,,,, = 20T jyjay + 2 ..[,I" letgy + 20,1 asl M
lka = 20 Gb[ka] + 2Ga[lG]c|k] ,
* Xk *
ala =0 r:a:Mc 0 G:l + G lraa — Galg + 0.GoM{Thu" .
D’une maniére analogue, le tenseur de torsion peut étre exprimé sous la forme

(3.4) ﬁ = 20 ﬂIm + 21"[,,['",,“;] + 20 I"BF”,mMiu" s
a a *b ha
fht = 2'acG[h 1+ 2GpGlyn »
* * * % * *x *
S = 0.I'eMs — 0,G3 + I'sG%, — I'',Gy + 0.GoMT,u*
3
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4. Dans cette partie de notre travail nous allons considérer ’approximation d’une
connexion non-linéaire sur une variété de Ko6nig A}, par une connexion affine géné-
rale, définie ci-dessous, dans le cas ou I’on a

(4.1) G,=G=0.

Soit donc donnée une variété de Konig A%. Nous dirons qu’une connexion affine
générale est donnée sur la variété A, lorsque pour toute courbe c: x* = x¥t),
tel, sur la variété X,,, et pour tout espace local 4,(x(to)), to €I, on se donne une
affinité o (to, 1), tel, de lespace A,,(x(to)) sur I'espace A4,(x(r)). L’application
t —» o/ (1o, ) est une application différentiable de I dans I’ensemble des affinités
de I'espace A4,(x(to)) sur I'espace A4,(x(t)), pour t €I arbitraire.

Remarquons que pour une connexion affine générale sur la variété Aj, I’affinité
o (o, 1) de Pespace A,(x(t,)) sur 4,(x(t)), les points x(t,), x(f) étant fixés sur la
courbe ¢, ne coincide généralement pas avec laffinité o7 (1, t,) de I'espace 4,(x(t))
sur A,(x(to)). En effct, Paffinité ,(to, t) dépend de la courbe ¢ et du choix du point
x(to) sur ¢, c’est-a-dire qu’elle dépend de la courbe c¢ ,,centrée”. Dans le cas ol
Paffinité o (t,, t) coincide avec (1, to) pour toute paire t,, t € I, nous obtenons une
connexion affine sur la variété de Konig, au sens usuel. L’approximation de la conne-
xion non-linéaire par la connexion affine générale qui vient d’étre définie, sera enten-
due comme suit: Si nous avons une courbe ¢ : x* = x¥t), t eIy = {ty, t,), x(t;) =
= x% x%(t,) = x® sur la variété X,, le transport paralléle de I’espace affine 4,(x) le

1 2 1

long de la courbe c sur I'espace 4,(x(t)), t € I, est donné par la solution des équations
(1.8) dans Pintervalle I,. Si nous fixons un point 4 dans I’espace A4, x) et prenons la

solution u“(f) des équations (1.8) avec la condition initiale u (tl) == u , o0 A=
= M(x) + u“I (x) alors le point B = M(x) + u®(f) I,(x) sera le point A transporté

parallelement par la connexion non-linéaire donnée. Supposons maintenant; pour

simplifier I’écriture, que l'intervale I coincide avec lintervalle I, cela veut dire que

les équations (1.8) admettent une solution dans I'intervalle I. Le transport paralléle

des points par la connexion non-linéaire nous détermine une application 4, de

Iespace affine 4,(x) sur 4,(x), donc une correspondance existant entre les espaces
1 2

affines considérés, mais qui dépend de la courbe c. On sait bien qu’a toute correspon-
dance générale C, il est associ€é une et une seule affinité tangente &, correspondant
au choix du point 4 de I’espace local A,,(x) (voir [3]). Cette affinité dépend, dans le

point considéré, d’une part dela courbe c, d’autre part du choix de I’espace local 4 (x)

et du point A4 en cet espace. Si nous avons donc une variété de Konig A", aux espaces
locaux centrés, c’est-a-dire si nous fixons un point en chaque espace local, nous
obtenons pour la connexion non-linéaire donnée, une et une seule connexion affine
générale, que nous appelons connexion affine tangente a la connexion non-linéaire
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donnée. Si & est Paffinité osculatrice a la correspondance %. dans le point 4 de

’ . . . -

Pespace local 4,(x), x étant un point arbitraire de la variété X,,, la connexion affine
1 1

tangente sera appelée connexion affine osculatrice.

Prenons mairtenant un espace local 4,(x(to)), to €1, et en lui un point A(x(t,)).
Sur la variété X,, prenons une courbe ¢ passant par le point x(t,) et 'espace local
A,(x(t)) au point x(f) de la courbe c. Soit ensuite y une courbe dans I'espace local
A,(x(1o)) passant par le point A(x(t,)) et soit v le vecteur tangent & la courbe y en
A(x(to)). Par le transport paralléle dans la connexion non-linéaire donnée sur 4,
nous obtenons 2 partir de y une courbe y’ dans Pespace A,(x(f)), soit v’ le vecteur v
transporté parallélement de la méme fagon dans P’espace 4,(x(1)). Supposons que v’
est le vecteur tangent & la courbe y” au point considéré. Les connexions non-linéaires
de ce type seront caractérisées dans la suite, pour le cas de variétés de Konig aux
espaces Jocaux poctuellement centrés.

Dans ’étoile de droites de sommet A(x(t,)) dans espace local 4,(x(t,)), il y a,
pour la correspondance %, existant entre les espaces 4,(x(f,)) et 4,(x(f)) et donnée
par la connexion non-linéaire sur la variété A", une et une seule transformation
quadratique qui associe a la courbe y en A(x(t)) la droite linéarisante (voir [1]).
Si nous fixons dans 4,(x(t,)) un sous-espace contenant le point A(x(t)) et demandons
que la droite linéarisante soit située dans ce sous-espace, nous obtenons une cor-
respondance %, spéciale. Si nous demandons donc que la droite linéarisante se
trouve dans le sous-espace choisi pour n’importe quelle courbe y passant par le
point A(x(t,)), pour n’importe quel choix de I'espace A,(x(?)) sur la courbe c, et
pour n’importe quelle courbe ¢ sur X, passant par le point x(t,), nous obtenons une
condition pour la connexion non-linéaire en x(f,). En étendant ces conditions
géométriques a tous les points x de la variété X,,, nous obtenons une connexion
non-linéaire spéciale sur la variété de Konig A;, aux espaces locaux centrés — les
centres sont ponctuels. En faisant varier le choix des sous-espaces mentionnés des
espaces locaux de la variété A;, nous obtenons différents types de connexions non-
linéaires sur la variété poctuellement centrée Ay,. Le transport paralléle qui est donné
par ces connexions non-linéaires spéciales peut étre caractérisé, a ’aide des droites
linéairisantes et des connexions affines tangentes mentionnées ci-dessus, par des
propriétés de contact et de projection, comme cela résulte facilement de [1]. Cest
donc dans ce sens-ci que nous comprenons I’approximation d’une connexion non-
linéaire par une connexion affine générale.

Considérons donc a présent une variété de Konig centrée A7, et étudions les
relations existant entre le transport paralléle des points et celui des vecteurs dans une
connexion non-linéaire sur A%,

En supposant (1) vérifié, nous pouvons écrire les équations différentielles du
transport paralléle de vecteurs et de points sous la forme. '

a ax a
(42) 9 e o, ¥ e oo,
dr de dt dt
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1l est alors possible d’exprimer les développements, au voisinage du point ¢, €1
de la solution des équations (2) correspondant aux conditions initiales v%(to), u%(fo),
de la fagon suivante

(4.3) V(1) = v(to) — H(vT5x%),, +
+ -f; {(TepThy — 0T % + V"0, T2 Ihp) %% 5% — I8,5%%) 0 v(t0) + ...
u¥(t) = u(to) — t{(Ig + u'Tyr) X%}, —
- ’—22 {(8pIa — 0.Igls — 0TI p,u® + 8pleu® — 8 Ipplu® — 0, Igpliuu’ —

dx*

, etc.
dt

— Igplh — [aplou®) %58 + (Ia + Tjub) %%}, + ... on x* =

Pour mettre un relief explicitement le fait que la condition initiale u%(t,) de la solution
des équations différentielles (22) dépend de n paramétres s, ..., S, — correspondant
au choix du point dans Pespace local A4,(x(t,)) — écrivons maintenant pour un
instant u®(to; sy, -.-» 5,) = u%(to, s). La courbe en A,(x(t;)) est donc donnée para-
métriquement: s, = s,(t), tel’ = {7y, 1,). Ecrivons alors pour plus de briéveté
u®(to, 54(t)) = u(to, 7). Considérons maintenant, dans Pespace local A,(x()), la
courbe () : A(t, ) = M(t) + u®(t, 7) I(t). Pour une valeur fixée t €I’ du paramétre
soit u“(t, 7) la solution des équations (2,) exprimée sous la forme de (3,). La courbe
7(t) dans I'espace local 4,(x(t)) résulte alors du transport paralléle de la courbe y(t,)
de l'esapce A4,(x(to)) dans l'espace A4,(x(f)). Examinons maintenant comment se
transportent les vecteurs tangents a la courbe (t,) et cherchons les conditions sous
lesquelles le transport paralléle du vecteur tangent a la courbe (t,) dans le point
correspondant & la valeur 1, €I’ donne le vecteur tangent a la courbe (1) dans le
point correspondant a la méme valeur 7, € I, et ceci pour tout choix de la courbe ¢
sur X, et pour n’importe quelle courbe y(t,) dans I’espace affine 4,(x(t,)) passant par
le point A(to, 7o) — C’est-a-dire par le centre de I’espace local. Une telle connexion
non-linéaire sera appelée connexion non-linéaire tangente.
En vertu de (3,) nous avons

a, a C,
e 0D _wled) | f5pey ooy 20 ’)} -
0T o ot |, T t0,0
2 C,
_F 5c(,_,)_5_“_(512 +
2 dt to,to

Il faut donc que ou%t, t)/dt|,, vérifient les équations différentielles (2,). Nous
obtenons donc la condition cherchée sous la forme

(4.5) (I® + ure) ou‘(t, 7) = {rose ou‘(t, 7) .
ot 20,0 0t torto
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Si nous exigeons que (5) soit vrai pour n’importe quelle courbe ¢ sur X,, et pour
n’importe quelle courbe y dans P’espace affine local, nous obtenons au lieu de (5)
la condition

(4.6) ’ oI + u'Ie) =I?,.
11 est évident que I’on peut écrire (6) en vertu de (3.3), (3.4) comme suit:
(4.7) Sic + RG, =
3 3
La condition (7) est nécessaire pour que la connexion non-linéaire soit une con-
nexion non-linéaire tangente. 1l est aisé de voir que S;. = R}, = 0 est la condition
3 3

nécessaire et suffisante pour que la connexion non-linéaire sur la variété Aj, soit
une connexion affine sur la variété de Konig A,. Il suffit, en effet, de se rendre
compte que dans (7) u® sont les coordonnées du centre.

Calculons maintenant I’affinité tangente a la correspondance %, de I’espace A4,(x)
1
dans A4,(x), correspondant 4 un point A(x) dans 4,(x), ainsi que la droite linéarisante
2 1 1

associée A cette affinité. Soit maintenant (3,) le développement de la solution de
I’équation (2,) au voisinage du point correspondant 2 la valeur ¢, du paramétre;
c’est-a-dire soit t, = t,. La correspondance %, est donc donnée comme suit: €, :
: A(x) - A(x), ou

1 2

(4.8) A(x) = M(x) + u(ty) I(x),
1 1 1
A(x) = M(x) + u(t;) I(x) .
2 2 2
L’affinité générale o, de 'espace 4,(x) sur 4,(x(f)) qui associe I'un a l’autre les points
1
A(x) et A(x(1)), est donc
1
(4.9) A A=B, A, =wly,

ou

A=A, AR =B, LG =L, L(0)=J..

Ici, @}, est fonction du paramétre ¢ si espace 4,(x) est fixé; il est aussi fonction de la
1

condition initiale u%(t,) des équations différentielles (2). Demandons ensuite que </,
soit ’affinité tangente & la correspondance €., c’est-a-dire que I’on ait

(4.10) of,dA = dB.
2 2
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La différentielle d, c’est la différentielle par rapport aux parameétres s,, dont dépend
2

le choix du point A(x). Nous pouvons manifestement écrire
1
(@.11) dA = du(t,)1,, dB = du(t) J,.
2 2 2 2
Nous demandons donc que nous ayons w¥(f) du(t,) = du%(t). Or, comme
2 2

(4.12) du’(r) = du’(t,) — t{o(I's + u'Ty,) X}, du(ty) —

_ _‘2f (0o, ) + .
nous avons
(4.13) o) = 6% — t{odIs + u'T3,) x°}, —
- ‘—;ac{(a,,r: — O 5T, — gl u® + 0T sgu® — 0Tl s’ —
— 0l ppliau"u* — Typlg — Dypliu'’) 3°%% + (T + u'Tn) %%}, + ... .

Nous obtenons une fois de plus le fait bien connu, savoir que I'affinité o/ est détermi-
née sans ambiguité par ’équation (13). Considérons maintenant une courbe ¢ sur X,
quelconque; nous obtenons a partir de I’existence d’une connexion non-lineaire
sur A}, une seule connexion affine sur Ay, a condition que nous ayons choisi un
point dans chaque espace local affine 4,(x). Soit A(x) = M(x) + u?(x)1,(x) ce
point. Si nous substituons ses coordonnées u*(x) dans I's et I's,, en obtenant ainsi I3
et I'g,, alors les formes 0 = ['4 dx*, o’ = I, dx* donnent la connexion affine men-
tionnée. Nous obtenons donc une connexion affine au sens usuel du mot, et qui
n’est pas identique avec la connexion affine tangente définie ci-dessus. Nous pouvons
donc énoncer la proposition suivante: Si A}, est une variété de Kinig aux espaces
locaux affines centrés et I' une connexion non-linéaire sur Ay, alors il existe une
et une seule connexion affine tangente Q sur A}, qui est tangente a la connexion
non-linéaire I', et une et une seule connexion affine I".

Ensuite, nous avons
(4.14) @4 = &)L,
d?B = d*u*(f) J, = (dol(f) du’(ty) + o¥(f)d?u(t,)) J, .
2 2 2 2 2
En vertu de (9), nous avons
(4.15) o &4 = (1) Cu(ty) J,.
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En posant L = d’B — &f.d*4, nous obtenons évidemment
2 2

(4.16) L = dw(r) du(ty) J, .
2 2

Dans I’étoile de droites dans A,(x(f)) de sommet A(x(f)) nous avons maintenant une
transformation quadratique qui associe a toute droite {B, du®(r) J,} la droite {B, L}.
2

Nous parlons alors d’une transformation linéarisante (voir [3]). La droite {B, L}

s’appelle droite linéarisante et la direction déterminée par le vecteur L s’appelle

direction linéarisante correspondant a la direction du’(f). La connexion non-
2

linéaire étant donnée, la direction Ldépend: 1) du choix du point A4, 2) de la courbe ¢
sur X,, et de la position de I'espace local sur ¢, 3) de la direction du(t,) I,
2

Supposons que nous ayons @ = Det |w}| # 0 le long de la courbe correspondante
sur X,,. Nous définissons alors @), par la relation

(4.17) wl(t) &Y(t) = &%

L’affinité o/, fait correspondre a la direction L dans A,(x(t)) la direction L~! =
= o/~ 'Ldans 4,(x). Un calcul direct fait voir que

(4.18) Lt =2,

ou

(4.19) A = do¥(t) duc(ty) wi(t) .
2 2

Si nous écrivons
(4.20) Q=T+ u'ly,, Q= 0,9,
ME, = 0, + u'T},),

alors (19) devient

(821) # = f- a2, Lot + 2B M2 + iz, 4
. tdu'(ty) duc(ty) .
2

Si Mj, =0, nous avons A* =0, donc L = 0. Réciproquement, si L =0 pour
toutes les courbes ¢ sur X,,, pour toutes les courbes y dans 4,(x) et pour tout te1.
on a M;, = 0. Nous avons donc la proposition suivante:

(4.22) M;,=0
est la condition nécessaire et suffisante pour que la connexion affine tangente
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a la connexion non-linéaire donnée sur une variété ponctuellement centrée A
soit une connexion affine osculatrice.

Au lieu de (22), nous pouvons écrire

(4221) alS:c + R:la + uaalR:ca = 0 .
3 3

Or, R%,, n’est rien d’autre que le tenseur d’alinéarité (cf. [2]). Ecrivons maintenant
3
d’aprés (21) A* = L%, du®(t;) du(t,) x. Soit W, un sous-espace vectoriel de I’espace
2 2

vectoriel V,, lequel est formé par les vecteurs indépendants K, = 0, 0 < k¥ < p.
1.9

Nous avons donc dans chaque espace local 4,, en y fixant un point 4, un sous-espace
A p dimensions {4, K, }. Demandons que la droite linéarisante {4, L~'} — image
de la droite linéarisante {B, L} dans l’affinité tangente correspondante — soit une
droite du sous-espace {4, K,.} pour n’importe quel choix 1) du point x* € X,,,, 2) de la
courbe ¢ sur X, 3) des espaces locaux A4,(x(t,)), A,(x()) sur ¢, 4) de la courbe y
dans A4,(x), passant par le point A. Pour cela, il faut et il suffit que pour n’importe
quel choix 1)—4) il existe un nombre réel k et un vecteur z* de I’espace vectoriel W,
tels que I’on ait

(4.23) pe du®(1y) duc(ty) = kz°.
2 2
D’une maniére analogue au cas d’une variété de Konig 43 a connexion affine,

il est possible de construire la géométrie différentielle locale d’une variété 43 A conne-
xion non-linéaire.
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Vytah
NELINEARNI KONEXE NA VARIETE 47,
BonumiL CENKL, Praha
Necht je dana m-dimensionélni dieferencovatelna varieta X,,. KaZdému bodu
x* € X,, ptifadme n-dimensionalni afinni prostor 4,(x). Dostavame tak tzv. Knigovu
varietu Aj,. Necht V, je n-dimensionalni vektorovy prostor (mnozina vektord afinniho

prostoru 4,(x)). Nelinearni konexi (I', G) na A}, definujeme formami (1.4), kdyZ plati
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(1.5), kde x*€ X,, a u je smér urleny vektorem u“ € V,. Paralelni pfenos vektoru
U = u%J, resp. bodu A = M + u®J, lokalniho afinniho prostoru podél kfivky
c:x*=x%{), t; £t < t, je dan diferencialnimi rovnicemi (1.7) resp. (1.8). Dale
jsou zavedeny relativni diferencialy zobecnénych tenzord a definovany tenzory tor-
se a kfivosti. ,

V dal§im uvaZujme paralelni pfenos bodu za ptedpokladu, Ze plati (4,1). Zvolime-li
na pevné kfivce ¢ na X, dva lokélni prostory, mame uvedenym paralelnim pfenosem
danu korespondenci (zobrazeni na) mezi dvéma afinnimi prostory. Je zndmo, Ze pro
kaZdou volbu bodu v jednom z téchto dvou prostorit existuje pravé jedna te€na
afinita &7, uvedené korespondence. Dostavame tak pfi pevné kfivce ¢ a zvoleném
bodu v jednom lokalnim prostoru na ¢ jednoparametricky systém afinit. Zvolime-li
v kaZdém lokalnim prostoru 4,(x) bod A(x), nazveme teénou afinni konexf takovou
konexi na A4y, pfi které je pfenos bodd podél kfivky ¢ dan vySe uvedenou te€nou
afinitou, zvolime-li na ¢ pevny bod y a A(y) je po&atedni hodnota pro systém (4.2,).
Takto definovana tené afinni konexe neni afinni konexi v obvyklém slova smyslu.
Ukazuje se vsak, Ze plati nasledujici tvrzeni: K nelinedrni konexi na varieté Aj,
s bodové centrovanymi lokdlnimi prostory existuje prdvé jedna tecnd afinni konexe
a prdvé jedna afinni konexe. Realisuje-li vySe uvedena te¢na afinita &, styk 2.fadu
pro kaZdou volbu kfivky ¢, potom pfisluSnou te€nou afinni konxi nazyvame oskulad-
ni afinni konexi. Ukazuje se, Ze te¢na afinni konxe je oskulacni afinni konexi pravé
tehdy, kdyZ plati (4.22).

V praci je dale zaveden pojem nelinedrni tecné konexe pro takové nelinearni
konexe na centrované varieté, pro néZ paralelnim pifenosem te¢ného vektoru ke
kfivce lokélniho prostoru je opét teény vektor ke kfivce pfenesené, a to pro libovol-
nou volbu kfivky jdouci bodem v lokélnim prostoru a pro libovolnou volbu kfivky ¢
na X,,. K tomu, aby neline4rni konexe byla te¢nou nelinearni konexi je nutné, aby
platilo (4.7).

Urcité vlastnosti linearisujicich pfimek pfisluSnych k uvedenym korespondencim
a teénym afinitim davaji specidlni typy nelinearnich konexi, které vSak nejsou linear-
nimi (afinnimi) konexemi.

Pe3iome
HEJIMHENHAS CBSI3HOCTb HA MHOI'OOBPA3UU An
BOI'VMMIJI LHEHKIJI, IIpara

IIycte pano m-mepHoe mubdepennupyemoe MHoroo6pasue X,,. Kaxmoit Touke
x*€ X,, TOCTaBHM B COOTBETCTBHE n-MepHOe adduHHOE HPOCTPaHCTBO A,(X).
Taxum 0o6pa3oM MBI MOJyd4aeM T. Ha3. MHorooGpasue Kenmra A;. Ilycts V, —
— n-MepHOe BEKTOPHOE HPOCTPAHCTBO (MHOXECTBO BEKTOPOB addpuHHOro mpo-
crparcTBa A,(x)). Onpemenum Hemuuednyio cesasaocts (I, G) Ha A}, dopmamu
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(1.4), ecmu umeer mecro (1.5), rae x* € X,, 4 u eCTh HanpaBJICHHE, ONPE/ENCHHOE
BekTopoM u® € V,. IlapatensHblit nmepesoc Bekropa U = u®J,, COOTB. TOYKH A =
=M + u°J, soxampHoro ad¢uHHOrO NPOCTPAHCTBA, BAOJbL KPUBOH C:X* =
=x%(t), t; <t <t, nan muddeperumanbEbMu ypaBHeHuamu (1.7), coots. (1.8).
Hanee BBoAsATCA OTHOCHTENIbHEIE AvddepeHIa sl 0600IIEHHEIX TEH30POB H AIOTCH
OINpENEIICHHSt TEH30POB KPYYeHHS. X KPUBH3HBL.

B panpHeiiieM paccMaTpuBaeTCS NapaJUICIbHBIA HePeHOC TOYKM IPH YCIIOBHH,
4YTO UMEET MECTO (4.1). Ecnu Ha pukcupoBaHHOM KpuBOif ¢ Ha X, B3ATH JBa JIOKAJIb-
Hble TPOCTPAaHCTBA, TO YKa3aHHBIM NapaUIeJIbHBIM IIEPEHOCOM ONpeneiIeTCs
cootBercTBie (0TOGpaXeHHe Ha) Mexay AByMst adGMHHBIMH NPOCTPAHCTBAMH.
W3BecTHO, 4TO JUIL Kaxaoro BbIOOpa TOYKH B OJHOM H3 3THUX JBYX NIPOCTPAHCTB
CYLIECTBYET TOYHO OJNHO KacaTelpHoe adduHHOE COOTBETCTBHE &, YIOMSHYTOIO
cooTBeTcTBHA. TakuMm oOpa3om, npu PUKCHPOBaAHHOMK KPHUBOH ¢ M BEIOPaHHOIM TOYKE
B OJHOM JIOKaJIbHOM IPOCTPAHCTBE Ha ¢ MBI IIOJy4YaeM OJHONapaMeTpPUYECKYIO
cuctemy apuHHBIX cooTBeTCTBHMA. EC/IH B KaXA0M JIOKaJIbHOM NpocTpascTBe A,(X)
B3ATh TOYKY A(X), TO MBI Ha30BEM KacameabHoli a@@uHHOl CBA3ZHOCMbIO TAKYIO
CBA3ZHOCTb Ha A, IPH KOTOPO# MEPEHOC TOYEK BAOJb KPHBOH ¢ ompenesieTcs yka-
3aHHBIM BBILIE KacaTeJIbHBIM aQPUHHBIM COOTBETCTBHEM, €CIIH Ha ¢ B3ATh QHCKHPO-
BaHHYIO TOYKY y H eciid A(y) — HayaJbHOE 3HAYeHHE i cucteMs (4.2,). Onpene-
JICHHast TakuM 06pa3oM kacatesbHas ahduHHAS CBAZHOCTH He sBiseTcs adhuHHOM
CBAI3HOCTBIO B OGBIMHOM cMbICiIe cioBa. OOHAaKO, OKa3hIBAETCs, YTO CIPaBEIIHBO
crenyioliee yTBepxaeHue: [Jaa Heauneilnoil ceasHocmu Ha MHozo00pasuu Ay,
C MOYEYHO YEeHMPUPOBAHHBLIMU AOKAALHBIMU NPOCMPAHCIBAMYU CyUjecmeyem 8 moy-
HOCMU 00HA KacameavHAA APPuHHAA CBAZHOCMb U 8 MOYHOCMU O00HA aAPdunHan
ceasHocms. Ecnu yka3zaHHOe BhIle KacaTesibHoe abduHHOE COOTBETCTBHE 7,
OCYILIECTBIIIET KAaCaHWe BTOPOro IOpsAAKa JIs KaXIOoro BbIOOpa XpuUBOH ¢, TO
COOTBETCTBYIOILYIO KacaTeJbHYyI0 ad(HUHHYIO CBS3HOCTH MBI Ha3bIBAEM COIpHKa-
caromeiics adbuHHON cBA3HOCTBIO. Okxa3biBaeTcs, 4TO KacaTtenbHas adduHHAS
CBA3HOCTh SABJIETCA CONpHKacarouleics apuHHON CBSI3HOCTbIO TOrJa M TOJBKO
TOrha, eciim cupasenuBo (4.22). _

B paGoTe nanee BBOOHTCA IMOHSATHE HEAUHElHOU KACAMEAbHOU C8AZHOCMU IS
TAKHX HEJMHEHWHBIX CBA3HOCTEH HA LEHTPHPOBAHHOM MHOTOO0Opa3smH, A KOTOPHIX
napauleJIbHBIM HEPEeHOCOM BEKTOpa, KacaTeJbHOro K KPHBOH JIOKaJILHOIO IIpOC-
TPaHCTBA, MBI [IOJIyYaeM CHOBa KacaTeJIbHBIN BEKTOp K NEpEeHECEHHOM KpuBOii (CoBep-
LIEHHO HEe3aBHCHMO OT BbIOOpa KpuBOi, mpoxonsiied 4Yepe3 TOYKY B JIOKQJbHO
POCTPAHCTBE, U OT BbiOOpa kpuBoil ¢ Ha X,,). s Toro, 4To6Hl HeJIMHEWHAsA CBA3-
HOCTh Obla KacaTeJbHON HENMHEHHOH CBA3HOCTHIO, HEOOXOAMMO, YTOOBI HMEJIO
mecTo (4.7).

HexoTopsle CBOWCTBa JIMHEAPH3HPYIOIIHUX INPAMEIX, OTBEYAIOUIHX YKa3aHHBIM
COOTBETCTBHMSAM H KacaTeJIbHbIM ab(GUHHBIM COOTBETCTBUAM, IPUBOMAAT K CICLHAIIb-
HBIM THIIAaM HEJIMHEHHBIX CBA3HOCTEH, HE SIBIIAIOIIMXCS, OJHAKO, IMHEHHBIMU (atbdmn-
HBIMH) CBS3HOCTAMH.
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