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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 90 (1965), Praha 

LES CONNEXIONS NON-LINÉAIRES SUR LA VARIETE An
m 

BOHUMIL CENKL, Praha 

(Reçu le 4 janvier 1963) 

Dans le présent travail, on détermine la connexion affine tangente à une 
connexion ponctuelle non-linéaire donnée sur Am avec ses centres ponctuels 
dans les espaces locaux. On trouve ensuite les connexions non-linéaires 
telles que leur connexion affine tangente soit la connexion affine osculatrice. 
On caractérise aussi géométriquement quelques types spéciaux de connexions 
ponctuelles non-linéaires. 

1. Soit donnée une variété différentiable Xmkm dimensions. A chaque point x* *) 
de la variété Xm associons un espace affine An(x) à n dimensions. Nous obtenons 
ainsi la variété de Kônig Am. Soit 

(1.1) MJu...,Itt 

la base choisie dans An. Les transformations admissibles des paramètres sur Xm et 
de la base dans A„ sont 

dxa' 
(1.2) xa' = xa (xa) ; A = Det \Aa

a\ # 0, A\ = —~ ; 

M = Af ' , Ia = aa
a'la., a = Det \aa

a\ * 0 

où les fonctions aa ne dépendent que du point xa. Désignons par aa. les éléments de 
la matrice inverse de \\aa\\. Nous avons alors 

(1.3) « C t f - f l , < * < < ' « # • 

Considérons ensuite l'espace vectoriel Fn(x) dont les éléments sont les vecteurs de 
l'espace affine An(x). Un point xa de la variété Xm et la direction déterminée par un 
vecteur ua e Vn(x) forment ce qu'on appelle élément (x, u). Le point x" est appelé 
centre de l'élément (x, u). Notons Em la variété des éléments (x, u); elle est mani­
festement à m + n — 1 dimensions. L'espace affine An(x) associé au point xa de la 
variété Xm peut également être considéré comme un espace affine associé à l'élément 
(x, u) de l'espace Em. En effet, ua est un vecteur de An(x). La base (1) étant choisie, 

Onaл, *, ... = 1, 2,..., л; <x, ß,... = 1, 2, . . . , m; ã, Ъ,... = 0, 1,2,..., n. 
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déterminons, sur la variété de Kônig ainsi définie ayant Em pour sa base et An pour 
son espace local, la connexion affine par les formes 

(1.4) of = ra
a(x9 u) dxa + G*(x, u) duc , 

œb
a = rbJx9 u) dx* + GbJx9 u) duc . 

Or, demandons que les formes (4) dépendent seulement des coordonnées (x1,..., 
..., xm, t1,..., fx) où ux = fun (T = 1, 2,.. . , n - 1). Pour cela, il faut évidemment, 
et il suffit, que les formes (4) ne varient pas si nous multiplions ua par un facteur 
scalaire Q(X9 u9 v)9 v étant un paramètre arbitraire. Il se fait voir que cette condition 
est exprimée par les équations 

(1.5) Ffa(x, QU) = Ffa(x, u) , Gfc(x, QU) = Q-lGl(x9 u), 

Gfc(x,u)uc = 0, 

où nous posons F0a =* F£, G0a = G£. Si nous nous bornons au cas où Q est une con­
stante réelle, nous pourrons remplacer les conditions (5) par (51>2)> c'est-à-dire que 
la dernière des équations (5) pourra ne pas être vérifiée. Nous pouvons écrire les 
équations qui déterminent la connexion linéaire sur la variélé de Kônig définie 
ci-dessus sous la forme de 

(1.6) dM = c0flIfl, dJa~œbIb. 

Nous dirons que le vecteur Y(x) = ua(x) Ia(x) se transporte parallèlement suivant 
la courbe c : xa = x*(t)9 t el = (tx,12} sur Xm lorsque les coordonnées ua(x(t)) du 
vecteur 71e long la courbe c vérifient les équations 

(u) f + Aruf + Glf),o. 
dt \ dt dt J 

Nous dirons que le point A(x) = M(x) + ua(x) Ia(x) se transporte parallèlement 
le long de la courbe c, lorsque les coordonnées du point A le long de la courbe c 
vérifient l'équation 

(\ «\ dw° J- „>r« dx* A. r« dx* -L. r« du° -L r* „» duC - n 
(1.8) —- + u rba — + Fa —- + Gc —- + Gbcu —- = 0 . 

dt dt dt dt dt 
Ayant ainsi définit le transport parallèle suivant les courbes sur la variété Xm9 nous 
parlons d'une connexion ponctuelle non-linéaire, ou bien tout court de la connexion 
non-linéaire (F, G) sur la variété Am. Compte tenu transformations admissibles (2), 
on peut montrer que nous avons les formules de transformation que voici 

(1.9) ra
a = r?.Aïo:. + G ; : ^ / C V , 

i*m = €t'oiï!?.m.Aï + Gb
a:c.dao

c
cV) - dao

h
a.o

a;, 

Gb
ac - G»,>>,< V/ , Ga = GaXoa

a.. 
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Nous entendrons par différentielle absolue d'un vecteur contrevariant ua l'expres­
sion 

(L10) 0 Dua = dufl + ub(rïa dx* + Ga
bc duc) . 

Nous pouvons évidemment écrire Du* = (ôa
c + ubGbc) duc + ubrla dx*. Nous voyons 

que nous avons sur la variété Em, le champ tensoriel 

(1.11) <Pa
c~ôa

c + ubGa
bc. 

Supposons ensuite que nous ayons # = Det \<PC\ #= 0. Dans ce cas-là, nous dirons 
que la connexion définie sur l'espace des éléments est régulière. Dans la suite, nous 
ne considérerons que des connexions régulières, mais nous les appellerons connexions 
tout court. 

Définissons maintenant les grandeurs Ma à l'aide des expressions 

(1.12) Mfre
b = Sc

m9 M& = ôb
e. 

En vertu de (10) et (11) nous avons donc 

(1.13) du* = Mb(Dua - uTa
ca dx*) . 

Les formes qui déterminent la connexion de la variété Am peuvent maintenant s'écrire 
comme 

co° = (ra
a - Mc

bG
arb

eau
e) dx* + GaMc

b Dub , 

Û>Î = CC " Mc
eG

b
acr

a
hau

h) dx* + Gb
acM

c
e Due. 

Si nous posons maintenant 

(1.14) f*. = r i - MÏGlriu» , Gb
ac = Gb

aeMc, 

k = H - Mc
bG

arluh , Ga
b = GaMc

b, 

et que nous écrivions Duc = ûc, nous pourrons exprimer les formes co", cob
a ainsi: 

* -Je * * 

(1.15) coa = ra dx' + G"ccoc , cob = rb
m dx" + Gb

accoc. 

2. Une fonction a{x, u) définie sur E"m sera appelée scalaire de poids p, lorsque 
les transformations (1.2) font varier cette fonction suivant la loi 

(2.1) ' a' = A'a . 

Lorsque p = 0, nous parlons de scalaire tout court. 
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éristique ( p, j Par tenseur de caractéristique ( p, J nous entendrons l'ensemble des fonctions 

^7u...% s u r ^m a v e c *a *°* de transformation 

tT *)\ nnai',...,ar' __ Apj^ai,...,ar joti' j a r ' jfii jfis 
V~L) lfii',...,fis — -3 l fil,...,fis A*i '"/iar

/ifii ^ . ' 

pour les transformations admissibles (1.2). 
Soient maintenant Ya(x) = ub(x) Ib(x) n champs vectoriels linéairement indépen-

a 
a 

dants sur la variété Am. Soient ub(x) les fonctions vérifiant les équations 

(2.3) ubuc^ôb, uhub = àe
u. 

a a 
a 

L'ensemble des fonctions ub (ou ub9 resp.) étant donné, nous dirons que nous avons 
a 

un repère fondamental dans l'espace local A„(x). 
Soient ^ 

di,...,du 

rp ai,...,ar 
1 fil fis 

e\ ,...,ev 

des tenseurs de caractéristique ( p, J. Considérons les expressions 

(2.4) KziïÏÏzX = 'T ' "i\\::.7. ""'••• """"». • • • «»„ 

ei,...,ev d\ du 

qui se transforment par (1.2) selon la loi 

("} c \ npa^ ,...,au',a\',...,ar' Apnrai,...,au,ai,...,ar jai' Aar 

V-^J Ibl',...,bv'tfil',...tfi.' - n 1bit...,bv,fii,...,fis
/iai "^ar • 

L'ensemble des fonctions (4) avec la loi de transformation (5) sera appelé tenseur 
fu r\ 

de caractéristique ( , p, J. Si p = 0, nous parlerons de tenseur tout court. Lorsque 
\v sj 

jp = r = s = 0 e t u = 0 (ou bien v = 0), nous parlerons d'un tenseur covariant 
(ou contrevariant, respectivement). 

Par la différentielle relative d'un tenseur de caractéristique ( , 0, J, qui sera 

noté simplement par ( , 0 J, par rapport au champ vectoriel ua, nous entendons 

(") f.\ r > T a - a" H T f l l ' - » a - _i_ Ta-'*'*»a«--»c»a» + 1',">a-VAa* Tna-»*"»a" mc 

\Z0) U1bi,...,bv ~ aibit...,bv + - * ! bv ^C ~ 1 bl,...,bi-i,C,bn.i,...,bv
CObii-

(«) 
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Considérons, à titre d'exemple, le tenseur Tab. Sa différentielle relative par rapport 
au champ ua est donc 

DTab = dTab - Tacœ
c
b - Tcbcoc

a = 
(«) 

- {eaTab - Me
cu

hrhadeTab - Tacrba - r j r y dx* + 

+ {ôeTohM
e
c - TflcGjc - TebG

e
ac} Duc . 

Nous pouvons donc écrire brièvement 

(2.7) DTab-Tab/adx«+Tab/cDuc, 
(«) 

la signification de Tab/a et Tab/C étant évidente des calculs précédents. 

3. D'une manière analogue à celle appliquée dans les espaces à connexion affine, 
nous pouvons maintenant exprimer les tenseurs de torsion et de courbure. Par 
différenciation extérieure de (1.4) nous obtenons 

(3.1) [da>-] = r y < | - a*, 

[d<] = K<] -G>, 

où, comme il est aisé de montrer 

(3.2) 2Qa = S^[dxa dx'] + Sa
ce[œcœe] + 2Sa

ac[dx*œc] , 
1 2 3 

2Qb
a = ^ f l [dx a dx ' ] + Rb

lha[œlœh] + 2Rb
ala[dx*œl] , 

1 2 3 

S et R étant le tenseur de torsion et celui de courbure. Si nous écrivons explicitement 
les composantes du tenseur de courbure, nous obtenons 

(3.3) Rb
afia = 2et*rb

a\*} + zh*hm + ^h^Miit, 
1 

* * * 
Rbka = 2ScGa[iMc

kl + 2Gc
allG

b
m, 

2 

Ku, = dcrlMc
t - dxG

b, + kik. - k,h + dcG
biMc

krluh. 
3 

D'une manière analogue, le tenseur de torsion peut être exprimé sous la forme 

(3.4) s; , = 2djzi + 2i*jïnn + 2dcrlPrb
WalM

c
bu

h, 

S'hl = 2dcGlhMc
n + 2G[hG\m, 

2 

s i = Ô}:MI - daG% + rfi"cb - rJn + dcG'bM
c,TLuh. 

3 
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4. Dans cette partie de notre travail nous allons considérer l'approximation d'une 
connexion non-linéaire sur une variété de Kônig Am par une connexion affine géné­
rale, définie ci-dessous, dans le cas où l'on a 

(4.1) G*a = G» = 0 . 

Soit donc donnée une variété de Kônig Am. Nous dirons qu'une connexion affine 
générale est donnée sur la variété Am, lorsque pour toute courbe c : xa = xa(t), 
t e I, sur la variété Xm, et pour tout espace local An(x(t0)), t0 e I, on se donne une 
affinité s/c(t0, t), tel, de l'espace An(x(t0)) sur l'espace An(x(t)). L'application 
t -> s/c(t0, t) est une application différentiable de / dans l'ensemble des affinités 
de l'espace An(x(t0)) sur l'espace An(x(t)), pour t e I arbitraire. 

Remarquons que pour une connexion affine générale sur la variété An
m, l'affinité 

s/c(t0, t) de l'espace An(x(t0)) sur An(x(t)), les points x(t0), x(t) étant fixés sur la 
courbe c, ne coïncide généralement pas avec l'affinité s/c(t, t0) de l'espace An(x(t)) 
sur An(x(t0)). En effet, l'affinité s/c(t0, t) dépend de la courbe c et du choix du point 
x(t0) sur c, c'est-à-dire qu'elle dépend de la courbe c „centrée". Dans le cas où 
l'affinité s/c(t0, t) coïncide avec s/c(t, t0) pour toute paire t0, t e I, nous obtenons une 
connexion affine sur la variété de Kônig, au sens usuel. L'approximation de la conne­
xion non-linéaire par la connexion affine générale qui vient d'être définie, sera enten­
due comme suit: Si nous avons une courbe c : xa = xa(t), teli = <fl5 f2>, xa(*i) = 
= xa, xa(t2) = xa sur la variété Xm, le transport parallèle de l'espace affine An(x) le 

1 2 i 
long de la courbe c sur l'espace An(x(t)), tell9 est donné par la solution des équations 
(1.8) dans l'intervalle Iv Si nous fixons un point A dans l'espace An(x) et prenons la 

î 
solution ua(t) des équations (1.8) avec la condition initiale ua(t^) = ua, où A = 

î î 
= M(x) + uaIa(x), alors le point B = M(x) + ua(t) Ia(x)' sera le point A transporté 

1 1 1 

parallèlement par la connexion non-linéaire donnée. Supposons maintenant; pour 
simplifier l'écriture, que Pintervale / coïncide avec l'intervalle Iu cela veut dire que 
les équations (1.8) admettent une solution dans l'intervalle /. Le transport parallèle 
des points par la connexion non-linéaire nous détermine une application # c de 
l'espace affine An(x) sur An(x), donc une correspondance existant entre les espaces 

1 2 

affines considérés, mais qui dépend de la courbe c. On sait bien qu'à toute correspon­
dance générale Cc il est associé une et une seule affinité tangente s/c correspondant 
au choix du point A de l'espace local An(x) (voir [3]). Cette affinité dépend, dans le 

î 
point considéré, d'une part de la courbe c, d'autre part du choix de l'espace local An(x) 

î 

et du point A en cet espace. Si nous avons donc une variété de Kônig Am aux espaces 
locaux centrés, c'est-à-dire si nous fixons un point en chaque espace local, nous 
obtenons pour la connexion non-linéaire donnée, une et une seule connexion affine 
générale, que nous appelons connexion affine tangente à la connexion non-linéaire 
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donnée. Si séc est l'affinité osculatrice à la correspondance # c dans le point A de 
l'espace local An(x), x étant un point arbitraire de la variété Kw, la connexion affine 

1 1 

tangente sera appelée connexion affine osculatrice. 
Prenons maintenant un espace local An(x(t0)), t0 e I, et en lui un point A(x(t0)). 

Sur la variété Xm prenons une courbe c passant par le point x(t0) et l'espace local 
An(x(t)) au point x(t) de la courbe c. Soit ensuite y une courbe dans l'espace local 
An(x(t0)) passant par le point A(x(t0)) et soit v le vecteur tangent à la courbe y en 
A(x(t0)). Par le transport parallèle dans la connexion non-linéaire donnée sur AmJ 

nous obtenons à partir de y une courbe y dans l'espace An(x(t))9 soit v' le vecteur v 
transporté parallèlement de la même façon dans l'espace An(x(t)). Supposons que v' 
est le vecteur tangent à la courbe y' au point considéré. Les connexions non-linéaires 
de ce type seront caractérisées dans la suite, pour le cas de variétés de Kônig aux 
espaces locaux poctuellement centrés. 

Dans l'étoile de droites de sommet A(x(t0)) dans l'espace local An(x(t0))9 il y a, 
pour la correspondance Wc existant entre les espaces An(x(t0)) et An(x(t)) et donnée 
par la connexion non-linéaire sur la variété Am, une et une seule transformation 
quadratique qui associe à la courbe y en A(x(t0)) la droite linéarisante (voir [1]). 
Si nous fixons dans A„(x(*0)) un sous-espace contenant le point A(x(t)) et demandons 
que la droite linéarisante soit située dans ce sous-espace, nous obtenons une cor­
respondance # c spéciale. Si nous demandons donc que la droite linéarisante se 
trouve dans le sous-espace choisi pour n'importe quelle courbe y passant par le 
point A(x(t0))> pour n'importe quel choix de l'espace An(x(t)) sur la courbe c, et 
pour n'importe quelle courbe c sur Xm passant par le point x(t0), nous obtenons une 
condition pour la connexion non-linéaire en x(t0). En étendant ces conditions 
géométriques à tous les points x de la variété XOT, nous obtenons une connexion 
non-linéaire spéciale sur I3. variété de Kônig Am aux espaces locaux centrés — les 
centres sont ponctuels. En faisant varier le choix des sous-espaces mentionnés des 
espaces locaux de la variété Am> nous obtenons différents types de connexions non-
linéaires sur la variété poctuellement centrée Am. Le transport parallèle qui est donné 
par ces connexions non-linéaires spéciales peut être caractérisé, à l'aide des droites 
linéairisantes et des connexions affines tangentes mentionnées ci-dessus, par des 
propriétés de contact et de projection, comme cela résulte facilement de [1]. C'est 
donc dans ce sens-ci que nous comprenons l'approximation d'une connexion non-
linéaire par une connexion affine générale. 

Considérons donc à présent une variété de Kônig centrée Am et étudions les 
relations existant entre le transport parallèle des points et celui des vecteurs dans une 
connexion non-linéaire sur Am. 

En supposant (1) vérifié, nous pouvons écrire les équations différentielles du 
transport parallèle de vecteurs et de points sous la forme. 

<42> ^^r-d-£-°' £+W+«*"->£-° -
at at df df 
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Il est alors possible d'exprimer les développements, au voisinage du point t0
eI 

de la solution des équations (2) correspondant aux conditions initiales i>fl(f0)> u*(to)> 
de la façon suivante 

(4,3) v"(t) = v'(t0) - t(vbrbax")t0 + 

+ Y {(-Vî, - dfrca + v'ôbrcar%) x'x'- o « } , 0 v
c(t0) + ... 

ua(t) = u\t0)-t{(ra + u»rba)x°}t0-

- £ {(e„ra - djy. - ôcrfirbau
b + < y > " - dcrbtrau

b - ô erv^u*« , -
dx" - r y t - rber

b
cau

c)x'x" + (ra + rbau
b)x%0 + ... OÙ r = -f-, etc. 

dt 

Pour mettre un relief explicitement le fait que la condition initiale ua(t0) de la solution 
des équations différentielles (22) dépend de n paramètres sl9..., sn — correspondant 
au choix du point dans l'espace local An(x(t0)) — écrivons maintenant pour un 
instant ua(t0; sl9..., sn) = ua(t0, s). La courbe en An(x(t0)) est donc donnée para-
métriquement: sa = sa(x)9 T Ê I ' = <T15 T2>. Ecrivons alors pour plus de brièveté 
ua(t0i sa(r)) = ua(t0, T). Considérons maintenant, dans l'espace local An(x(t)), la 
courbe y(t) : A(t, x) = M(i) + ua(t, x) Ia(t). Pour une valeur fixée x e I' du paramètre 
soit ua(t, x) la solution des équations (22) exprimée sous la forme de (32). La courbe 
y(t) dans l'espace local An(x(t)) résulte alors du transport parallèle de la courbe y(t0) 
de Fesapce An(x(t0)) dans l'espace An(x(t)). Examinons maintenant comment se 
transportent les vecteurs tangents à la courbe y(t0) et cherchons les conditions sous 
lesquelles le transport parallèle du vecteur tangent à la courbe y(t0) dans le point 
correspondant à la valeur T0 e V donne le vecteur tangent à la courbe y(t) dans le 
point correspondant à la même valeur T0 G F, et ceci pour tout choix de la courbe c 
sur Xm et pour n'importe quelle courbe y(t0) dans l'espace affine An(x(t0)) passant par 
le point A(t0, x0) — c'est-à-dire par le centre de l'espace local. Une telle connexion 
non-linéaire sera appelée connexion non-linéaire tangente. 

En vertu de (32) nous avons 

(4.4) Ô U ^ 
ðx 

ðua(t0, т) 
я ' -,\чn+^n.)r^m 
дx ro l ð т Jт„,,o 

,2 

Il faut donc que dua(t, T)/3T|TO vérifient les équations différentielles (2j). Nous 
obtenons donc la condition cherchée sous la forme 

(4.5) L(r: + ubrba)x"^m - { . r j t - ^ 1 ', 
( d* J.0,.0 l &* J t0),0 
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Si nous exigeons que (5) soit vrai pour n'importe quelle courbe c sur Xm et pour 
n'importe quelle courbe y dans l'espace affine local, nous obtenons au lieu de (5) 
la condition 

(4.6) ' dc(ra + uTi) - rct. 

Il est évident que l'on peut écrire (6) en vertu de (3.3), (3.4) comme suit: 

(4.7) Slc + ubKcb = 0 . 
3 3 

La condition (7) est nécessaire pour que la connexion non-linéaire soit une con­
nexion non-linéaire tangente. Il est aisé de voir que Sa

ac = Ra
cb = 0 est la condition 

3 3 

nécessaire et suffisante pour que la connexion non-linéaire sur la variété Am soit 
une connexion affine sur la variété de Kônig An

m. Il suffit, en effet, de se rendre 
compte que dans (7) ub sont les coordonnées du centre. 

Calculons maintenant l'affinité tangente à la correspondance ^c de l'espace An(x) 
î 

dans An(x), correspondant à un point A(x) dans An(x)9 ainsi que la droite linéarisante 
2 1 1 

associée à cette affinité. Soit maintenant (32) le développement de la solution de 
l'équation (22) au voisinage du point correspondant à la valeur tt du paramètre; 
c'est-à-dire soit t0 = tv La correspondance ^ c est donc donnée comme suit: %>c : 
: A(x) -*• A(x), où 

1 2 

(4.8) A(x) = M(x) + u°(t1)la(x), 
1 1 1 

A(x) = M(x) + ua(t2)la(x). 
2 2 2 

L'affinité générale $4C de l'espace An(x) sur An(x(t)) qui associe l'un à l'autre les points 
î 

A(x) et A(x(t)), est donc 
î 

(4.9) ^ C A = B, ^ c /« = waJ6, 

où 

A(x) = A9 A(x(t))-B, J f l(x)=/ f l, Ia(x(t)) = Ja. 
i î 

Ici, co„ est fonction du paramètre t si l'espace An(x) est fixé; il est aussi fonction de la 
î 

condition initiale ua(tt) des équations différentielles (2). Demandons ensuite que séc 

soit l'affinité tangente à la correspondance #c, c'est-à-dire que l'on ait 

(4.10) j / c d A = dB. 
2 2 
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La différentielle d, c'est la différentielle par rapport aux paramètres sa, dont dépend 

le choix du point A(x). Nous pouvons manifestement écrire 
1 

(4.11) dA = dua(tt) Ia , dB = dua(t) Ja . 
2 2 2 2 

Nous demandons donc que nous ayons coa(t) duc(tx) = dua(t). Or, comme 
2 2 

(4.12) du°(t) = du°(tt) - t{dc(ra + u»rba) x% du%) -
2 2 2 

-l{dc(...)}tidu<(ll) + ... , 
2 2 

nous avons 

(4.13) v°c(t) = ÔC- t{dc(ra + u»rba) x"},. -

- £ de{(d,r. - drA - t y W + s0rbau
b - ^^rit." -

- W r L " V - r y t - r^a')x*x<> + (ra + ubrba)x% + ... . 

Nous obtenons une fois de plus le fait bien connu, savoir que l'affinité $4C est détermi­
née sans ambiguïté par l'équation (13). Considérons maintenant une courbe c sur Xm 

quelconque; nous obtenons à partir de l'existence d'une connexion non-lineaire 
sur Am une seule connexion affine sur Ami à condition que nous ayons choisi un 
point dans chaque espace local affine An(x). Soit A(x) = M(x) + ua(x)la(x) ce 
point. Si nous substituons ses coordonnées ua(x) dans Ffl et F£a, en obtenant ainsi Ffl 

et fla9 alors les formes coa = Ffl dxa, coa = raa dxa donnent la connexion affine men­
tionnée. Nous obtenons donc une connexion affine au sens usuel du mot, et qui 
n'est pas identique avec la connexion affine tangente définie ci-dessus. Nous pouvons 
donc énoncer la proposition suivante: Si Am est une variété de Kônig aux espaces 
locaux affines centrés et F une connexion non-linéaire sur An

m alors il existe une 
et une seule connexion affine tangente Q sur Am qui est tangente à la connexion 
non-linéaire F, et une et une seule connexion affine t. 

Ensuite, nous avons 

(4A4) d2A = dV(*1)Ia, 
2 2 

d2B = dV(f) Ja = (dœa
c(t) duc(tt) + coa(t) d2uc(tx)) Ja . 

2 2 2 2 2 

En vertu de (9), nous avons 

(4.15) ^ c d 2 A = o)c(0dV(f1)Jra. 
2 2 
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En posant L ** d2B — stcd
2A, nous obtenons évidemment 

2 2 

(4.16) L~A<Da
c(i)àuc(tt)Ja. 

2 2 

Dans l'étoile de droites dans An(x(t)) de sommet A(x(t)) nous avons maintenant une 
transformation quadratique qui associe à toute droite {£, dua(t) Ja} la droite {B, L}. 

2 

Nous parlons alors d'une transformation linéarisante (voir [3]). La droite {£, L} 
s'appelle droite linéarisante et la direction déterminée par le vecteur L s'appelle 
direction linéarisante correspondant à la direction dua(t). La connexion non-

2 

linéaire étant donnée, la direction Ldépend: 1) du choix du point A, 2) de la courbe c 
sur Xm et de la position de l'espace local sur c, 3) de la direction âua(tt) Ia. 

2 

Supposons que nous ayons œ = Det \coa\ 4= 0 le long de la courbe correspondante 
sur Xm. Nous définissons alors cob

a par la relation 

(4.17) a>5(.)«2(0 = # -

L'affinité sfc fait correspondre à la direction L dans An(x(t)) la direction L~l = 
= j/~1Ldans ^(x). Un calcul direct fait voir que 

(4.18) L-1 =X% 

où 

(4.19) Xb = dcoa
c(t) duc(tt) œb(t) . 

2 2 

Si nous écrivons 

(4.20) (K~ra + ubrba, or«b~dba
a
a, 

Mb
aca~dac(r

b
a + ulrb

la), 

alors (19) devient 

(4.21) A» = j - (M»Iax% - - ( a X i ^ ^ + 2 û J X ^ + ^ A + .. j . 

. * du^i) àuc(h) . 
2 

Si MJc = 0, nous avons Xa = 0, donc L = 0. Réciproquement, si L = 0 pour 
toutes les courbes c sur Xm pour toutes les courbes y dans ^4n(x) et pour tout t e L 
on a MJ^ = 0. Nous avons donc la proposition suivante: 1 

(4.22) M"bc. = 0 

est la condition nécessaire et suffisante pour que la connexion affine tangente 
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à la connexion non-linéaire donnée sur une variété ponctuellement centrée Am 

soit une connexion affine osculatrice. 
Au lieu de (22), nous pouvons écrire 

(4.220 Ô.Sl + Rb
ala + uadtR

b
aca = 0 . 

3 3 

Or, Rala n'est rien d'autre que le tenseur d'alinéarité (cf. [2]). Ecrivons maintenant 
3 

d'après (21) Xb -= Lac àua(ti) d u ^ ) x. Soit Wp un sous-espace vectoriel de l'espace 
2 2 

vectoriel Vn, lequel est formé par les vecteurs indépendants KK = coaIa9 0 < K :g p. 
K 

Nous avons donc dans chaque espace local An9 en y fixant un point A, un sous-espace 
à p dimensions {A, KK}. Demandons que la droite linéarisante {A, Lr1} — image 
de la droite linéarisante {B, L} dans l'affinité tangente correspondante — soit une 
droite du sous-espace {A, KK} pour n'importe quel choix 1) du point xa e Xm, 2) de la 
courbe c sur Xm, 3) des espaces locaux An(x(ti))9 An(x(t)) sur c, 4) de la courbe y 
dans An(x), passant par le point A. Pour cela, il faut et il suffit que pour n'importe 
quel choix 1) —4) il existe un nombre réel k et un vecteur za de l'espace vectoriel Wp 

tels que l'on ait 

(4.23) L ^ d u ^ d u ^ ) ^ ^ . 
2 2 

D'une manière analogue au cas d'une variété de Kônig A\ à Connexion affine, 
il est possible de construire la géométrie différentielle locale d'une variété A\ à conne­
xion non-linéaire. 
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Výtah 

NELINEÁRNÍ KONEXE NA VARIETĚ An
m 

BOHUMIL CENKL, Praha 

Nechť je dána m-dimensionální dieferencovatelná varieta Xm. Každému bodu 
xa € Xm přiřaďme n-dimensionální afinní prostor An(x). Dostáváme tak tzv. Kónigovu 
varietu Am. Nechť Vn je n-dimensionální vektorový prostor (množina vektorů afinního 
prostoru An(x)). Nelineární konexi (F, G) na Am definujeme formami (1.4), když platí 
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(1.5), kde x*eXm a u je směr určený vektorem ua e Vn. Paralelní přenos vektoru 
U — uaJa resp. bodu A = M + uVa lokálního afinního prostoru podél křivky 
c :xa = xa(í), řt ^ t S h je dán diferenciálními rovnicemi (1.7) resp. (1.8). Dále 
jsou zavedeny relativní diferenciály zobecněných tenzorů a definovány tenzory tor-
se a křivosti. 

V dalším uvažujme paralelní přenos bodu za předpokladu, že platí (4,1). Zvolíme-li 
na pevné křivce c na Xm dva lokální prostory, máme uvedeným paralelním přenosem 
dánu korespondenci (zobrazení na) mezi dvěma afinními prostory. Je známo, že pro 
každou volbu bodu v jednom z těchto dvou prostorů existuje právě jedna tečná 
afinita $4C uvedené korespondence. Dostáváme tak při pevné křivce c a zvoleném 
bodu v jednom lokálním prostoru na c jednoparametrický systém afinit. Zvolíme-li 
v každém lokálním prostoru An(x) bod A(x), nazveme tečnou afinní konexí takovou 
konexi na Am9 při které je přenos bodů podél křivky c dán výše uvedenou tečnou 
afinitou, zvolíme-li na c pevný bod y a A(y) je počáteční hodnota pro systém (4.22). 
Takto definovaná tečná afinní konexe není afinní konexí v obvyklém slova smyslu. 
Ukazuje se však, že platí následující tvrzení: K nelineární konexi na varietě Am 

s bodově centrovanými lokálními prostory existuje právě jedna tečná afinní konexe 
a právě jedna afinní konexe. Realisuje-li výše uvedená tečna afinita séc styk 2. řádu 
pro každou volbu křivky c, potom příslušnou tečnou afinní konxi nazýváme oskulač-
ní afinní konexí. Ukazuje se, že tečná afinní konxe je oskulační afinní konexí právě 
tehdy, když platí (4.22). 

V práci je dále zaveden pojem nelineární tečné konexe pro takové nelineární 
konexe na centrované varietě, pro něž paralelním přenosem tečného vektoru ke 
křivce lokálního prostoru je opět tečný vektor ke křivce přenesené, a to pro libovol­
nou volbu křivky jdoucí bodem v lokálním prostoru a pro libovolnou volbu křivky c 
na Xm. K tomu, aby nelineární konexe byla tečnou nelineární konexí je nutné, aby 
platilo (4.7). 

Určité vlastnosti linearisujících přímek příslušných k uvedeným korespondencím 
a tečným afinitám dávají speciální typy nelineárních konexí, které však nejsou lineár­
ními (afinními) konexemi. 

Pe3K>Me 

HEJIHHEňHAJI CBJI3HOCTB HA MHOrOOBPA3HH An
m 

BOryMHJI IJEHKJI, npara 

IlycTb #aHO m-MepHoe #H<t><j)epeHiprpyeMoe MHoroo6pa3He Xm. Ka»c#OH TOHKC 
x*eXm nocTaBHM B cooTBeTCTBHe n-MepHoe a<J)<j>HHHoe npocTpaHCTBo An(x). 
TaKHM o6pa30M MM nojiynaeM T. Ha3. MHoroo6pa3He Kemira Am. IlycTb Vn ~~ 
— n-MepHoe BerropHoe npoerpaHCTBO (MHO-KCCTBO serropoB a<j)<f>HHHoro npo-
cTpaHCTBa An(x)). Onpe,a;e.JiHM HejrHHeirayio CBJ&HOCTB (F, G) Ha Am <J)opMaMH 
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(1.4), если имеет место (1.5), где х* е Хт и и есть направление, определенное 
вектором иа е Vп. Параллельный перенос вектора V = иа^а^ соотв. точки А = 
= М -г- иа^а локального аффинного пространства, вдоль кривой с : х* = 
= х*(*), 1Х ^ 1^ х2 дан дифференциальными уравнениями (1.7), соотв. (1.8). 
Далее вводятся относительные дифференциалы обобщенных тензоров и даются 
определения тензоров кручения и кривизны. 

В дальнейшем рассматривается параллельный перенос точки при услэвии, 
что имеет место (4.1). Если на фиксированной кривой с на Хт взять два локаль­
ные пространства, то указанным параллельным переносом определяется 
соответствие (отображение на) между двумя аффинными пространствами. 
Известно, что для каждого выбора точки в одном из этих двух пространств 
существует точно одно касательное аффинное соответствие я$с упомянутого 
соответствия. Таким образом, при фиксированной кривой с и выбранной точке 
в одном локальном пространстве на с мы получаем однопараметрическую 
систему аффинных соответствий. Если в каждом локальном пространстве Ап(х) 
взять точку А(х), то мы назовем касательной аффинной связностью такую 
связность на Ат, при которой перенос точек вдоль кривой с определяется ука­
занным выше касательным аффинным соответствием, если на с взять фискиро-
ванную точку у и если А(у) — начальное значение для системы (4.22). Опреде­
ленная таким образом касательная аффинная связность не является аффинной 
связностью в обычном смысле слова. Однако, оказывается, что справедливо 
следующее утверждение: Для нелинейной связности на многообразии Ат 

с точечно центрированными локальными пространствами существует в точ­
ности одна касательная аффинная связность и в точности одна аффинная 
связность. Если указанное выше касательное аффинное соответствие з#с 

осуществляет касание второго порядка для каждого выбора кривой с, то 
соответствующую касательную аффинную связность мы называем соприка­
сающейся аффинной связностью. Оказывается, что касательная аффинная 
связность является соприкасающейся аффинной связностью тогда и только 
тогда, если справедливо (4.22). 

В работе далее вводится понятие нелинейной касательной связности для 
таких нелинейных связностей на центрированном многообразии, для которых 
параллельным переносом вектора, касательного к кривой локального прос­
транства, мы получаем снова касательный вектор к перенесенной кривой (совер­
шенно независимо от выбора кривой, проходящей через точку в локально 
пространстве, и от выбора кривой с на Хт). Для того, чтобы нелинейная связ­
ность была касательной нелинейной связностью, необходимо, чтобы имело 
место (4.7). 

Некоторые свойства линеаризирующих прямых, отвечающих указанным 
соответствиям и касательным аффинным соответствиям, приводят к специаль­
ным типам нелинейных связностей, не являющихся, однако, линейными (аффин­
ными) связностями. 
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