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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 91 (1966), Praha

EXTREMALE REGELUNGEN FUR DIE LINEARE ZEITOPTIMALE
REGELUNGSAUFGABE MIT EINEM KONVEXEN REGELUNGSBEREICH

STEFAN SCHWABIK, Praha

(Eingelangt am 9. Mirz 1965)

I. Es sei E; der k-dimensionale Euklidische Raum. Wir untersuchen das System
(1) x = Ax + Bu

WO X = (X, ..., X,) € E,, X = (dx,[dt, ..., dx,[dt), u = uy, ..., u,) € E, ist, Aist eine
konstante n x n Matrix, B ist eine konstante n x r Matrix und es ist Bu = 0 genau
dann wenn u = 0 ist; weiter sei ue U = E, wobei U eine konvexe kompakte Menge
ist, die 0 = (0, ..., 0) € E, als ihren inneren Punkt enthdlt (U ist ein konvexer
Kdrper). n
Fir x,y€E, x = (x;,...,%,), ¥ = (y1, ..., ¥) bezeichnen wir (x,y) =) x,y;
i=1

(das Skalarprodukt) und |x| = (x, x)}} (die Norm). Fiir ein reelles k und x € E, sei
kx = (kxy, ..., kx,).

Die Aufgabe eine zeitoptimale Regelung zu finden beruht in diesem: Es seien zwei
Punkte x', x? € E, gegeben. Wir suchen eine Funktion u(t):0 <t < T so, dass
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) u(f) ist messbar (im Lebesgueschem Sinne),

b) u(t) € U fiir fast alle t & (0, T,

c) ist x(t) die Losung des Systems x = Ax + Bu(f) so, dass x(0) = x! ist dann
ist auch x(T) = x?,

d) sei u'(f): 0 < t < T, eine Funktion, die a), b) und c) erfiillt, dann ist T < T;.

Eine Funktion, die a), b), c) erfiillt, nennen wir eine Regelung des Systems (1),
die den Punkt x! in den Punkt x? fiihrt. Die Regelung, die den Punkt x! in den
Punkt x? fithrt und fiir die d) erfiillt ist, nennen wir eine zeltoptlmale Regelung des
Systems (1), die den Punkt x! in den Punkt x? fiihrt.

Laut dem Maximumprinzip von Pontrjagin ([1]) gibt es fiir eine so definierte
zeitoptimale Regelung einen Punkt y € E,, ¥ + 0 so, dass

@ (™", Bu(t)) = max (™*"y, Bu)

3

fiir fast alle € {0, T') gilt, wobei A’ die zu A transponierte Matrix ist.
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Bemerkung. Nach (2) kann man die optimale Regelung berechnen, sobald u(t)
fir alle Yy € E,, ¥ % 0 durch (2) fast iiberall eindeutig bestimmt ist und falls es
bekannt ist welcher Punkt ¥ zur gesuchten Regelung gehort.

Definition 1. Die Funktion u(f) : 0 < ¢ < T nennen wir eine extremale Regelung,
die zu € E, gehort, sobald diese fiir fast alle ¢ € €0, T) (2) erfiillt.

In der Monografie [1] und der Arbeit [2] wird fiir spezielle Mengen U (U ist ein
konvexer Polyeder in einer besonderen Lage, resp. U ist der Durchschnitt einer
gleichmissig konvexen Menge mit einem konvexen Polyeder in besonderer Lage)
gezeigt, dass zu jedem Y genau eine extremale Regelung gehort. Von dem folgt dann
auch die Eindeutigkeit der optimalen Regelung. Hier wird gezeigt, dass wenn U ein
konvexer Koérper ohne weitere Beschridnkungen ist, dann ist die Situation kompli-
zierter und es wird die obige Frage in diesem Fall vollstindig gelost.

II. In diesem Absatz untersuchen wir einige Eigenschaften konvexer Mengen.

Sei U < E, ein konvexer Korper.

Definition 2. Sei Y€ E,, ¢ &0 und y> 0. Die Menge der Punkte x€ E,, fiir
die (Jr, x) = y nennen wir eine Stiitzebene des konvexen Korpers U mit der Normale vy,
wenn fiir alle u € U die Ungleichung (, u) < y gilt und sobald es einen Punktu' € U
gibt, so, dass (P, u') = y ist.

Die Theorie der konvexen Korper sichert, dass fiir jeden Punkt \Ile E, V+0
genau eine Stiitzebene des Korpers U existiert und dass durch jeden Randpunkt des
konvexen Korpers U mindestens eine Stiitzebene geht (Vgl. [4]).

Bemerkung. Die Zahl y von der Definition 2. ist fiir ein gegebenes Y € E,,, { + 0
eindeutig bestimmt. Wir bezechnen diese yy(V); offenbar ist y,(¥) = sup (, u).
uel

Es ist yy(¥) > O fiir einen belicbigen Punkt Yy € E,, ¥ + 0 nachdem 0O€ E, ein
innerer Punkt von U ist. Weiter ist yy(ky) = kyy(y) fiir eine reelle Zahl k > 0.
Deswegen sind die Stiitzebenen (y, x) = yy(¥) und (k¥ x) = yy(k¥) fiir k>0
gleich und man muss diese nicht unterscheiden. Eine Stiitzebene wird durch eine -
Klasse der Punkte { € E, bestimmt, die sich nur durch einen positiven Faktor unter-
scheiden. Aus dieser Klasse kann man einen Punkt { so wihlen, dass y,(¥) = 1
ist (d.h. ist Y* € E, ein Punkt der gegebenen Klasse, dann geniigt es k = 1/[y,(¥*)] zu
legen und es ist ¢ = ky?').

Definition 3. Den Punkt u® € U nennen wir einen reguliren Randpunkt des kon-
vexen Kérpers U, wenn genau eine Klasse der Punkte \ € E,, ¥ # 0, die bis auf einen
positiven Faktor k > 0 bestimmt sind, existiert so, dass (Y, u®) = (V) ist.

Den Punkt u’ € U nennen wir einen singuldren Randpunkt des konvexen Korpers
U, wenn zwei linear unabhingige Punkte y*, Y? € E, existieren, so, dass (Y¢, u%) =
= yp(¥) fiir i = 1, 2 ist.

81



Es ist klar, dass jeder reguldrer bzw. singulirer Randpunkt zum Rande des kon-
vexen Korpers U gehort und dass jeder Randpunkt des Korpers U ein regulidrer
bzw. singuldter Randpunkt sein muss.

Definition 4. Die Stiitzebene (Y, x) = y,(V®) des konvexen Korpers U heisst
reguldr, wenn genau ein Punkt u € U existiert so, dass (Y*, u) = yy(y¥) ist.

Die Stiitzebene (Y%, x) = 7(y°) des konvexen Korpers U heisst singuldr wenn
zwei Punkte u!, u? € U, u! + u? existieren so, dass (V°, u') = (Y5, u?) = y, (V) ist.

Wir definieren nun zur konvexen Menge U eine duale Menge U':

U= {VeE,; (y,u) <1 firalle ue U}.
Es gilt dieses

Lemma 1. U ist eine konvexe kompakte Menge, die den Punkte 0 ¢ E, als ihren
inneren Punkt enthdlt (U ist ein konvexer Korper).

Der Beweis ist eine leichte Folgerung der Definition von I und der Eigenschaften
von U.

Weiter gilt das

Lemma 2. Es ist l~7 = U.

Beweis. Es sei ue U und Yy e U beliebig. Dann ist (y, u) <1 und ist ve U

Umgekehrt sei € U; dann ist (8 ¥) < 1 fiir alle Yy 0U. Sollte &i ¢ U sein, dann
existiert laut dem Satz von der Abteilbarkeit des Punktes und einer konvexen Menge
durch ein lineares Funktional (Vgl. [4]) ein § € U so, dass (J, &) > 1 ist und es ist
also deU.

Wir bezeichnen S(U) die Menge aller singuldren Randpunkte des Korpers U.
Laut der Definition 3. ist Y° € S(U) genau dann, wenn zwei u', 4 € E,, die linear
unabhﬁnglg sind, existieren so, dass (Y5, @) = y3(V°) fiir i = 1,2 ist. Wir legen
u' = u‘/[yv(\lls)] offenbar ist (\lls u’) = 1 und (Y, ¢') < 1 fiir alle y € U. Laut der
Definition ist u’e U und aus dem Lemma 2. folgt, dass auch u’e U fiir i = 1, 2 ist.
u' und u? sind linear unabhéngig und der Punkt y° € S(') representiert also eine
singuldre Stiitzebene des konvexen Korpers U. Umgekehrt ist klar, dass wenn
V¥ e E, zu einer singuliren Stiitzebene des konvexen Korpers U gehort, dann ist

/[vu(\lls)] € S(0). So bekamen wir eine eindeutige Korrespondenz zwischen den
Punkten von S(U') und den singuliren Stiitzebenen des konvexen Kérpers U.

Wir fiihren nun diesen Satz (Vgl. [3]) an:

Es sei U < E, ein konvexer Korper. Beschreibt man um einen inneren Punkt
von U eine Kugel und projiziert von ihrem Mittelpunkt aus die singulidren Randpunk-
te des Korpers U auf:die Kugeloberfliche, so ensteht eine Menge, deren beziiglich
der Kugeloberfliche genommenes Lebesguesches Mass Null ist.
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Beniitzen wir diesen Satz fiir den Kérper U, die Menge S(U) und eine Kugel vom
Mittelpunkt 0 = (0,...,0)€ E, so bekommen wir laut dem Fubinisatz fiir das
Lebesguesche Integral das

Lemma 3. Es sei U c E, ein konvexer Kirper. Sei S die Menge aller Y€ E,,
fir welche (W, x) = yy(V) ein singulire Stiitzebene des Korpers U ist. Dann ist
1(S) = 0 wo p, das n-dimensionale Lebesguesche Mass der Menge S ist.

Bemerkung. Den Fall, dass die Dimension von U gleich k ist, wo k < n, k + 0
kann man so wie den Fall k = n untersuchen wobei man U im E, untersucht und E,
als einen linearen Unterraum vom E, auffasst. In diesem Fallist dann S = S; x E,_,
wobei S; die Rolle von S vom Lemma 3. beziiglich auf den Raum E; hat. Nachdem
m(Sx) = 0 ist, ist klar auch p,(S) = 0 (siehe [5]) und die Behauptung vom Lemma 3
bleibt giiltig. Fiir k = 0 gilt das Lemma 3 nicht, dieses ist aber fiir den untersuchten
Fall der optimalen Regelung unwesentlich.

Bemerkung. Im Falle n = 2 kann man die Behauptung vom Lemma 3. ver-
stirken. In diesem Fall sind die singuliren Randpunkte des konvexen Korpers
gleichzeitig auch seine Eckpunkte (ein Eckpunkt des konvexen Korpers U ist ein
Punkt, der eine Stiitzebene des Korpers U bestimmt, deren Durchschnitt mit U die
Dimension n — 1 hat) und man kann diese Behauptung anwenden: Ein konvexer
Korper besitzt hochstens abzihlbar unendlich viele Eckpunkte (siche [4], Seite 15).
Es gilt also, das

Lemma 4. Sei U c E, ein konvexer Kérper. Sei S’ die Menge von ' € E, fiir
die (V', x) = yy(V') eine singuldre Stiitzebene des Korpers U ist. Wir bilden die
Menge

S = {\lleEz; V= ]%] wobei Y'e S’ ist}.

Die Menge hat hochstens abzdhlbar viele, von sich verschiedene Punkte.

Im Falle n = 1 ist U eine gerade Strecke, die im E, keinen singuldren Punkt
besitzt.

Ol In diesem Absatz wenden wir die Resultate von I fiir die zeitoptimale
Regelungsaufgabe von I. an.
Wir bezeichnen
BU = {veE, v = BuueclU},

wobei B und U die Symbole von I sind. Es ist klar, dass BU < E, eine konvexe
kompakte Menge ist und dass 0 = (0, ..., 0)e BU ist. Mit Beriicksichtigung der
obigen Bezeichnungen kann man (2) in der Form

(e**y, Bu(t)) = max (e"A"*{, Bu) = max (e™4""Y, w) = ya(e 4"})
uel weBU
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schreiben. Wir werden weiter die Menge der Punkte w € E, untersuchen, fiir welche

(3) (749, w) = yau(e™*"¥)

-

ist. Durch (3) ist im .E, eine Stiitzebene zu BU gegeben. Ferner untersuchen wir, fiir
welche ¥ und ¢ es Punkte w', w?> € BU, w' & w? gibt, so, dass (e” 4"}, w') =
= ypu(e™ ") fiir i = 1,2 ist, d.h. fiir welche ¥ und ¢t durch (3) eine singulire
Stiitzebene der Menge BU bestimmt ist. (Fiir solche { und ¢ ist nimlich die extremale
Regelung nicht eindeutig bestimmt.) Wir bezeichnen ferner

M = {(t, ¥)€ E, x E,, wobei (e"4"Y, w) = ygy(e4"\) eine singulire Stiitzebene
zu BU ist} .

Sei t € E, beliebig und es sei

M, = {V€E,; (t, V) e M}
Es ist

M, = 'S,

wo S die Menge aller Normalen, die zu einer singuldren Stiitzebene von BU im
Sinne der Definition 4. gehoren und es ist

t(M) = det || u,(S)

Nach dem Lemma 3. ist ,(S) = 0 also ist auch fiir ein beliebiges ¢ die Gleichung
t(M,) = O giiltig. Laut dem Fubinisatz (siche z.B.: P. R. Halmos, Measure theory,
§ 36) ist
Un+ I(M ) = 0 .
Ferner sei
M, = {teE;;(t, ) e M}.

Wieder laut dem Fubinisatz ist fiir alle § € E, (im Sinne des Masses y,) die Gleichung
ﬂl(Mw) =0

gilltig. Schliesslich ist durch (3) fiir fast alle Punkte y € E, (mit Bezug auf u,) eine
Funktion w(f) € BU fiir fast alle t € E, (mit Bezug auf y,) eindeutig bestimmt. Mit
Riicksicht auf die Eigenschaften der Matrix B entspricht jedem w(f) € BU gerade
ein u(t) € U so, dass Bu(t) = w(t) ist und wir bekommen den

Satz 1. Fiir fast alle ¥ € E, (mit Bezug auf das n-dimensionale Lebesguesche
Mass) ist fast iiberall im E, eindeutig eine extremale Regelung u(t) des Systems (1)
bestimmt.

IV. In der optimalen Regelungsaufgabe von L sei x* = 0 und sei T > 0. Sei
ferner Z; die Menge der Punkte x' € E,, fiir die es eine Regelung u'(#): 0 S t < Ty
gibt, die den Punkt x! in den Punkt 0 fithrt und fiir die T; < T ist. Es ist bekannt
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(Vel. [2]), dass = eine konvexe kompakte Menge ist. In [2] ist dieser Satz bewiesen:
(Vx) = 75, (W), ¥ =+ 0 ist eine Stiitzebene zu X, und fiir ein y € Xy gilt die Gleichung
(W, y) = 75, genau dann wenn man y in der Form

T
(4) y=— f e A*Bu(t) dr

0
schreiben kann, wobei u(z) : 0 < © < T die zu § gehorende extremale Regelung des
Systems (1) ist.

Wir beschrinken uns nun auf die extremale Regelungen, die fiir ¢ € E, durch die
Formel (2) eindeutig bestimmt sind und stellen die Frage welche Punkte von X
diese Regelungen in den Punkt 0 fithren. Die Antwort auf diese Frage wird im Satz 2.
gegeben.

Definition 5. Einen Punkt der konvexen kompakten Menge nennen wir stark
extremal, wenn es eine, im Sinne der Definition 4. regulire Stiitzebene gibt, die durch
diesen Punkt geht.

Satz 2. Ist die extremale Regelung u(z), die zu € E, gehort, fast iiberall im
0, T) eindeutig bestimmt, dann ist der Punkt y, den die Formel (4) angibt, ein
stark extremaler Punkt der Menge Zr.

Der Beweis ist eine leichte Folgerung der Definition 5. und des zitierten Satzes
von [2]; die gesuchte reguldre Stiitzebene bestimmt der Punkt { € E,, zu dem die
extremale Regelung u(t) gehort.

Bemerkung. Der Satz 2. gilt auch in dem Fall, wenn wir die Voraussetzung
von I.: Bu = 0 genau dann, wenn u = 0 ist, vermeiden.

Der Satz 2. gilt auch umgekehrt:

Satz 3. Sei y € X ein stark extremaler Punkt der Menge X;. Dann kann man y
in der Form (4) schreiben, wobei ein s € E, existiert so, dass die in (4) auftretende
extremale Regelung u(t):0 < © < T zu  gehirt und fast iiberall im <0, T ein-
deutig bestimmt ist.

Beweis. Nachdem y ein stark extremaler Punkt von X ist, gibt es ein Y € E, so,
dass (Y, y) = y5(¥) und (Y, ) < yg,(V¥) fiir zeZy, z + y ist. Laut dem zitierten
Satz von [2] kann man also y in der Form (4) schreiben. Es sollen am Intervall
<0, T) zwei Funktionen u'(7) und u?(t) gegeben sein und sie sollen (2) fast iiberall
erfiillen, d.h.

(e, Bu'(t)) = max (e”A™, Bu) fiir i = 1,2 und fiir fast alle 7€ <0, T) .
uelU

Wir definieren fiir jedes ¢ € 0, T) eine Funktion v,(r) auf solcheine Weise:
v(r)=u'(zx) fir 07t
v(r) =u(7) fir t <t < T.

85



Fiir jedes t € €0, T) gilt
(e=A", Bv,(t)) = max (e"*"y, Bu) fiir fast alle 7€ (0, T) .
uelU

-

Es ist also

T
y=-— J e A Bv(t)dr firalle te<0,T).

0o

Weiter ist vy(t) = u’(z); also ist

T T t '
0= -[ e A*Bv (1) dt — J e *Bvy(1) dt = ‘[ e *B(u'(r) — u*(r)) dt
0 0 0
fiir alle £ <0, T) und also auch e"*B(u'(t) — u?(f)) = 0 fiir fast alle t € <0, T).
Von'der Voraussetzung iiber die Matrix B folgt u'(r) = u*(t) fast iiberall im <0, T)
was auch zu beweisen war.

Sei E; die Menge der extremalen Punkte (ein Punkt der konvexen Menge heisst
extremal, wenn er auf keine Weise ein innerer Punkt einer zur Menge gehorenden
Strecke ist) und Ay die Menge der stark extremalen Punkte der Menge Zr. Wir
beweisen das

Lemma 5. Fiir jeden Punkt € E, gilt
sup (¥, x) = sup (Y, x).
x€AT xeEr

Beweis. Nachdem Ay < I ist auch sup (Y, x) < sup (Y, x), Bestimmt Y eine
X€EAT x€ET

reguléire Stiitzebene der Menge Zp dann gilt mit Riicksicht auf die Definition 5.
das Gleichheitszeichen, d.h. sup (Y, x) = sup (¥, x). Sei also y e E, ein Punkt,
xEAT L

XELT

der eine singulire Stiitzebene der Menge X, bestimmt. Nach dem Lemma 3. haben
die Punkte ¢ € E,, die eine regulire Stiitzebene bestimmen, volles Mass im E, und
sind dadurch dicht im E,. Es ist leicht zu sehen, dass es fiir jede Zahl # > 0 ein
Y*€E, I\II"'I < n gibt, so dass-y + Y* € E, eine regulire Stiitzebene zu X, bestimmt.
Sei nun &> 0. Zu diesem & > 0 bestimmen wir ein 7 > 0 so, dass |(V*, x)| <
< ]\|1‘| |x| < 4e fiir alle x € T ist (dieses ist mdglich nachdem X eine beschrénkte
Menge ist). Es ist also

0 < sup (Y, x) — sup (¥, x) =
xeBp xeAT
= sup (Y, x) — sup (¥ + ¥*, x) — sup (Y, x) + sup (¥ + ¥*, x) <
. xeEBy xeEr xeAr x€AT )
< |sup (W, x) — sup (W + ¥*, x)| + [sup (¥, x) — sup (¥ + ¥*, x)| <
xebp xeEr XEAT xeAT
< [sup (W%, %)| + Jsup (W%, x)| <2 + 2 = .
xeBr XSAT . 2 2
Nachdem e > 0 beliebig war, bekommen wir die geforderte Gleichung.
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Von dem Satz von Klee (siehe [6], Kapitel V.) und von dem Lemma 5. folgt
dass E; < Ay ist; weiter ist Ay = E;. Das bedeutet, dass Ay = E;r und weiter
konv Ay = konv E; = X, (wobei konv A; die konvexe Hiille der Menge Ay und Ay
der Abschluss der Menge Ay im E, ist). So haben wir die folgende Behauptung be-
wiesen:

Satz 4. Die Menge X1 ist der Abschluss der konvexen Hiille aller Punkte y die
man in der Form (4) schreiben kann, wobei u(t) : 0 < v < T am Intervall €0, T
eine zu irgendeinem Y € E, gehorende, fast iiberall eindeutig bestimmte extremale
Regelung ist.
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Vytah

EXTREMALNI REGULACE PRO LINEARN{ ULOHU OPTIMALNI
REGULACE VZHLEDEM K CASU S KONVEXNIM OBOREM REGULACE

STEFAN SCHWABIK, Praha

V préci se vySetiuje linedrni soustava
1) x = Ax + Bu

s konstantnimi maticemi A a B, kde u je prvek z konvexni mnoZiny U, kterd md
vnitini bod. :

V odstavci II. jsou dokdzdny n&které jednoduché vysledky z teorie konvexnich
mnoZin, pomoci kterych se ukazuje, Ze jestlie se definuji extremdlni regulace ze
vztahu (2) jako v [1], pak pro skoro viechna Y € E, (ve smyslu n-rozm&mné Lebes-
gueovy miry) jsou ureny jednozna&ng skoro viude v E, (Véta 1.).
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I, je mnoZina viech bodd x! € E,, které lze pievést do poldtku za &as T; < T
n&jakou regulaci soustavy (1). Na zdklad& vysledkd prdce [2] jsou ureny takové
body mnoZiny X;, ze kterych lze dosdhnout poéitek pomoci jednoznaéné defino-
vanych extremélnich regulaci na <0, T). Ve vétich 2. a 3. jsou pro toto uvedeny
nutné a postadujici podminky. V dal$im je ukdzdno, Ze mnoZinu X Ize uréit pomoci
jednoznadnych extremdlnich regulaci na intervalu <0, T) (Véta 4.).

Pe3omMme

SKCTPEMAJIbHBIE VIIPABJIEHUSA 1A JIUHEWMHON 3AJAYU
VIIPABJIEHUSA IO BBICTPOAENCTBUIO
C BBIITYKJION OBJIACTBIO VIIPABJIEHUS

INTE®AH MBABUK (Stefan Schwabik), Ipara

B paboTe uccienyeTcs IMHEHHAS CHCTEMA
(1) x = Ax + Bu

C MOCTOSHHBIMM MaTpullaMi A ¥ B rie u npMHAIUIEXHUT BHIIYKIOMY MHOXeCTBY U
C BHYTPEHHEH TOYKOM.

"B a6sane I JOKa3aHBl HEKOTODHIC SJIEMCHTAPHBIE PE3YNbTATH W3 TCOPHH BHI-
OYKJIBIX MHOXeCTB. Ha OCHOBaHMH 3TOTO MOKA3BIBAETCH, YTO IPH ONPENECIICHAU
3KCTPEMAJIBHOTO YHpaBJeHHS W3 cooTHowenus (2) Tak kak B [1], mns mourn
Bcex ¥ € E, (B cMeicie n-pasMepHoii Mephl JleGera) 5TH yIpaBlIeHHs OJHO3HAYHBI
noutH Berogy B E; (Teopema 1.). '

T, €CTh MHOXECTBO BCeX To4eK x' € E,, KOTOpHIE BO3MOXHO IIEPEBECTH B HAYAJIO
KoopmuHaT 3a BpeMs Ty < T HEKOTOPBIM YIPaBIICHHEM CHCTEMEI (1) Ha ocHOBaHuHK
pe3yabTaToB paGoThl [2] onpeneneHHbI TaKWe TOYKH MHOXECTBA Ly, M3 KOTODBIX
BO3MOXHO TMONAcTh B HA4aJi0 KOOPAMHAT IpH Homoimu oxHo3Haudo Ha {0, T)
ONpeeIeHHEIX SKCPEMAJIbHBIX YOpaBjieHuit. B Teopemax 2. u 3. IUIst 3TOT0 IPHBOAST-
ca Heo6XoAUMBbIe ¥ IOCTATOYHBIE YCJIOBHUs. B HajiHeiiieM MOKa3aHO, 4TO MHOXKECTBO
I BO3MOXHO ONPEEIHTh IPH IIOMOIIH OJHO3HAYHBIX IKCTPEMAIIBHBIX YIIPABJICHMI
Ha otpeske {0, T) (Teopema 4.).
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