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énopls pro péstovini matematiky, rol. 91 (1966), Praha

O CYKLICKYCH ROZKLADOCH KOMPLETNEHO GRAFU
NA NEPARNOUHOLNIKY

ALEXANDER RosA, Bratislava
(Doslo diia 29. septembra 1964)

I
A. Nech je dané k prirodzené, p > 3 a nepdrne. Oznalme n = 2kp + 1.
Definicia 1. Maticu 4 = ||a;;| typu k x p nazveme maticou typu (1), ak plati:
(1) {811, @125 .o @iy} = {1,2,...,kp}.

Veta 1. Pre lubovolné k prirodzené, p > 3 a nepdrne existuje matica A = ||a,jﬂ
typu (1) a k nej konstanty ¢;; = 1 alebo —1 tak, e plati

) 4
Y aye; =0 (modn)
j=t

Ddkaz vykondme tak, Ze skonitruujeme maticu A (a urime k nej konitanty ¢i1)
s uvedenymi vlastnostami.

1. Nech je najprv p = 4m + 1, m = 1. Potom bude A = |a,;|| definovand takt®:

((i-1)p+j 1sjsp-2
[k-=(G-D)2]p-1 j=p-1 i nepdrne
. = [k —-(@G-1)2]p i=p
4= Yipl2 — 1 j=1
ip[2 j=2 i pdrne
i-)p+j-2 3sjisp

pri¢om:
prim =1 &5,4, 8345 E29+1,2 58 TOVNAjl —1 a vietky ostatné &;; sa rovnaju +1

PIim 2 2 8ygm43s 00 2g,3m+25 B2g+1,m+1s o5 E29+1,3m~25 E2g+1,4m—2 S8 rovnsft
—1 a vietky ostatné g;; sa rovnaji +1.
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UkdZme, Ze takto zostrojend matica A spliiuje s konstantami ¢,; podmienku vety.
Ze sa ka¥dé z &fsel 1,2,..., kp vyskytuje v matici A prdve raz, je zrejmé. Dalej,
2g-ty riadok fhatice A md tvar: gp — L, qp,(2¢ — )p+ 1,(2¢ = 1)p + 2,..,,
...s2qp — 3,2gp — 2. ,

y
Dostaneme (definujeme Y a,; = 0 pre y < x):
j=x

P ) .
JZxaz,,;ez,,; =qp—1+gqgp+

3m 4m

+$10a-1)p+r] = 3 [Ca-Dp+r]+ 3 [Ga-1)p4r] =

=2p—-1+[2¢-1)2p+m+1]mf2 -
-[2g-1)2p+4m+1]lm+ (4gp—m - 2)(m —1)[2=0.
Dalej, (2q + 1)-y riadok matice A md tvar:

2qp+1,2gp+2,...,2g+)p—-2,(k—q)p—1,(k—q)p.

Dostaneme
14 m . 3m-2
Y Arge1,820e1y =2 2ap+7)— ¥ (ap+71) +
j=1 r=1 r=m+1
. - ‘
+ ;1(2qp+r)—[(2q+1)p—3]+(2q+1)p——2+
r=3m-

+(k=-q)p—1+(k-g)p=(4gp+m+1)m2 -
—(4gp+4m —-1)(m - 1)+ [2g + 1)2p— m — 6](m — 1)/2 +
+1+(k—-q)2p—1=2kp+1=n.

2. Nech je teraz p = 4m + 3, m 2 1. Potom bude matica 4 = ||a;;| definovand
takto: ‘

(-1)p+j 1£jsp-3
(i+1)p2-2 j = p —2,i nepdrne
a ﬂ(k—-i/2+1)p—-2 j=p—2,i parne
Y76+ )pf2 -1 j=p—1,i nepdrne
(k=i2+1)p—-1 j=p—1,i pdrne
ip j=r
prifom; ‘
prim = 1 85,3, 824,75 824+1,3s 82g+1,4» E2¢+1,7 58 TOVNAji — 1 a vietky ostatné s;; sa
rovnaji +1 :
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Pri m = 2 €343, -+ E2g,m+15 €2g,p~m—35 - €2g,p—4> E2¢,p5 E29+1,15 ++25 E2g41,m=15
€2g+1,3mr -+ 82g41,p-35 B2g+1,p S4 TOVNAji —1 a vietky ostatné ¢;; sa
rovnaji +1. .

Uk4Z¥me, e takto zostrojend matica A vyhovuje s konstantami ¢;; podmienke vety.
Ze sa kardé z &isel 1, 2, ..., kp vyskytuje v A prdve raz, je zrejmé. Dalej, 2g-ty riadok
matice A md tvar:

(2q-1)p+1,(2¢-1)p+2..,2p—3,(k—q+1)p-2
(k-—g+1)p—1,2gp.

Dostaneme
m+1
Zazq,sz“—@q—1)p+1+(2q—l)p+2—-2[(2q—-1)p+r]+
4m—1
+ Z [(2(1—1)p+r]— Z [(2q—1)p+r]+2qp—3+
r=m+2

+(k—-q+1)p—-—2+(k—q+1)p——1—2qp=2p(2{1—1)+3-<
—[2p2g — 1)+ m + 4] (m — 1)[2 + [2p(2¢ — 1) + 4m + 1] (m — 1) -
—[2p2q — 1)+ Tm ~1]m[2 —2gp — 3 + 2p(k — g + 1) — 3 — 2p =
=2kp+1=n B
Dalej, (29 + 1)-y riadok matice 4 bude maf tvar:

2qp+1L,2p+2,..,29+1)p-3,(q+)p—-2(g+1)p—1,(29+ 1)p.

[

Dostaneme

p m-—1 3m-1
jzlazqn,ﬁzqn,j = — ZI(ZQP +7r)+ Y (2qp+71) - Z (2qp + 1) +
= r= r=m

+(q+1)p—2+(q+1)p-—1—(2q+1)r;—'-n
= — (4gp + m)(m — 1)[2 + (4qp + 4m — 1) m — (4gp + Tm) (m + 1)[2 +
+2p(g+1)-3-(2g+1)p=0.

Tym je dokaz vety 1 vykonany.
B. Nech je dané k prirodzené p > 3 a nepdrne, a mnoZina M vSetkych prirodze-

nych &sel <kp + (p — 1)/2, ktoré nie si ndsobkami (2k + 1) Tychto dsel je
spolu kp. Oznalme n = 2kp + p. ‘

Definicia 2. Maticu 4 = ||a, typuk x p nazveme maticou typu (2), ak plati:
(2) {alb @125 0009 akp} = M
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Veta 2. Pre fubovolné k prirodzené, p > 3 a nepdrne existuje matica A = |a;|
typu (2) a k nej konstanty e;; = 1 alebo —1 tak, Ze plati:

-

1.4
Y a;e; = 0 (mod n)
J=1

D 6kaz. Skonitruujeme maticu A (a urdime konstanty ¢;;) s uvedenymi vlastnosta-
mi. Matica A = |a,;| bude definovand takto:

2k —2i+1 j=1

i j = 2,ipdrne
a; =12k —-i+1 Jj = 2, i nepdrne

(2k+1)(—-1)2+i 3=<j< p,jnepirne

Rk +1)j2-1i 3 <j < p,jpédrne

priom
a) v pripade, ked p = 4m + 1
pri m =1 &,,3,82.,45 824+1,2 58 TOVNAji —1 a vietky ostatné ¢;; sa rovnaju +1

pri m 2 2 8,3, 824,45 €29,75 824,85 €24,11> €24,12 -+ +> €2q,p—6> E2q,p— 55 E29,p~25 E2g,p—15
€29+1,25 829+1,55 82¢+1,65 +++> 829+1,p—-8> 829+ 1,p~7> 829+ 1,p-4> E2¢+1,p-3 52
rovnaju —1 a vietky ostatné ¢;; sa rovnaji +1

b) v pripade, ked p = 4m + 3
pri m =1 &,,4, 824,55 824,7> £24+1,6 S8 TOVNAjl — 1 a vietky ostatné ¢;; sa rovnaji +1

pri m 2 2 €2q,15 824,4s €24,65 -+ > €2g,2m> €24,2m+35> €24,2m+5> -+ > €2¢,p-2> €24,p> €24+1,4>
€29+1,60 €2g+1,2m5 €2¢+1,2m+35 €2g+1,2m+55 «++» E2g+1,p— 45 E29+1,p—1 S8 TOV-
naji —] a vietky ostatné ¢;; sa rovnaji +1.

UkdZme, Ze takto zostrojend matica A spliiuje s konS§tantami ¢;; podmienku vety.
Ze sa kadé z &isel mnoZiny M vyskytuje v matici A prdve raz, je zrejmé. Dalej,
2g-ty riadok matice A md tvar:
2k —4qg + 1,29,2k + 1 + 2q; 2(2k + 1) — 2q,2(2k + 1) + 2q,3(2k + 1) — 2q,

32k + 1) + 2¢,....,(p—1)2. 2k + 1) — 29, p — 1)[2.(2k + 1) + 2q.
Dostaneme
a)ked p=4m + 1

jilazq,jez.,, = (2k — 4q + 1)+ 29 - [(2k + 1) + 2q] - [2(2k +1)—2q] +

+ [2(2k + 1) + 2q] + [3(2k + 1) — 2q] — [3(2k + 1) + 2q] -

= [4(2k+1)—2q] + — ... + [(p—3)12. (2k+1)~24] - [(p—3)/2. (2k+1)+24] -

~[(p - /2. (2K + 1) — 2] + [(p = 1)/2. (2k + 1) + 24] =
=2k-29+1-2k—-1-29+(4g—-4g)(m—-1)+49=0
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b) ked p=4m + 3

Zaijaz,”— — (2k — 4q + 1) + 2i + [(2k + 1) + 2q] — [2(2k + 1) — 2q] +
" [2(2k +1) + 2] — [32k + 1) — 24] + [3(2k + 1) + 24] —
—+ ... — [m(2k+1) — 2g] + [m(2k + 1) + 2q] + [(m + 1) 2k + 1) — 2q] —
- [(m +1)QRk+1)+29]+—...+[(p—3)2.2k + 1) —2q] —
~ p-3)2. (2k+1)+2g1+[(p—DJ2. (2k+1)~2q]~[(p— /2. (2k-+1)+24] =
=4g+29+29+4gm—1)—4g(m+1)=0
Dalej, (2q + 1)-y riadok matice 4 m4 tvar:

2% —4g — 1,2k — 29,2k + 1 + q + 1,22k + 1) — 2g — 1,202k + 1) +
+29+1,32k+1) -2 —1..,(p—1)2.0k+1) -2 -1,
(p—1)2.2k+1)+2q + 1.
Dostaneme

a) ked p=4m + 1

14
3 Garrsagesy = @k —dg = 1) = 2k = 20) + [k + )+ 20+ 1] +
p=

+[2Qk+1)—29g —1] -2k + 1) +29 + 1] —[3(2k + 1) — 29 — 1] +
+[BCRk+1)+2g+1]+—...-[(P—3)2.2k + 1) —2¢g — 1] +
+[(p=-3)2.Qk+1)+2g+ 1]+ [(p—1)/2.2k+ 1) — 29 — 1] +
+[(P-12.Qk+1)+2g+1]=—-29g—1+2k+1+29+1-
-[4g+2)-(@g+2)](m-1)+(@-1)Q2k+1)=p2k + 1) =n.

b) ked p = 4m + 3

2a2,+1,82,+1, (2k—4q — 1) + (2k — 2q) + [(2k + 1) + 29 + 1] -
-[2Qk+1)—2g—-1]+ 2k + 1) +2g +1]-[32k + 1) — 29 — 1] +

+[BRe+1)+2g+1] -+ ... —[m2k + 1) — 29 — 1] +
+[m2k+1)+2g +1]+[(m+1)(2k + 1) — 29 — 1] —
~[m+1)@k+1)+2g+1]+~...—[(P=5)2.k + 1) +2¢ + 1] +

+(P-3)2.Qk+1)—2g-1]1+[(p—3)2.Rk + 1)+ 2g + 1] -

—[p-D2.Ck+1)-2g~1]+[(P-1)2.Q2k+1)+29+ 1] =
=2k —4q — 1+ 202k + 1) + [(4g + 2) — (4 + 2)](m — 1) +

+(@-3)2k+1)+4g+2=pR2k+1)=n

Tym je d6kaz vety 2 vykonany.
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o

Nech je dapy kompletny graf s n vrcholmi vy, v,, ..., v, (0zna&ujeme ho {n)).

Nech je dand hrana v,p;. Nazvime su¢asné zvicSenie oboch indexov o jednotku
ktorym z hrany v; dostaneme hranu D;410j4+1, Otoenim (pntom Diyjn = U; pre
j=+1, %2, £3,..). :

Di¥ku hrany v, (i,j = 1, ..., n) v grafe {n) oznadme d;; a definujme ako d;; =
= min (Ji — j|, n — |i — j|). Je zrejmé, Ze pri takejto definicii dizky hrany sa v grafe
{2n + 1) vyskytujii len hrany di¥ky 1,2, ..., n, priom sa v tomto grafe vyskytuje
préve (2n + 1) hrdn di¥ky i (i = 1,2, ..., n), ktoré dostaneme napriklad tak, Ze
vezmeme niektor z hrén dfzky i a postupne ju oto¥ime (2n + 1)-krdt. Je zrejmé, Ze
pri otogeni (i viacndsobnom) sa df¥ka hrany nemeni.

Nech je dand kruZnica K v grafe (2n + 1). Nazvime otodenim kruZnice K stiéasné
ototenie kaZdej z jej hrdn. Lahko sa overi nasledujice tvrdenie: Ak nemaji Yiadne
dve hrany kru¥nice K rovnakt di¥ku v grafe (2n + 1), potom kru¥nica K’, ktor
dostaneme z kruZnice K j otoleniami (1 < j £ 2n), nebude-mat s kruZnicou K ani
jednu spolo&nii hranu.

Rozklad R = {K;, K3, ..., K,} grafu {2n + 1) na r kruZnic K,, K, ..., K, nazvi-
me cyklicky, ak je splnend podmienka:

Ak R obsahuje kruZnicu K, potom R obsahuje aj kruZnicu K’, ktord vznikne
z kruZnice K otodenim. '

A. UvaXujme teraz graf {(2kp + 1), kde k je prirodzené, p > 3 a nepdrne, a v fiom k
kruZnic, kaXdd s p hranami:

K; = {0,015 01,0155 -+ 5 v,"vi,‘i}; {ijr,-onijp = {1,2,...,2kp + 1} ;
‘ i=12..,k.

Ak m4 ka?dt z mo¥nych di¥ok 1, 2, ..., kp v grafe (2kp + 1) prdve jedna z kp hrén
kruZnic K,, K3, ..., K,, nazveme systém tychto kruZnic K = {K,,K,,..., K;} z4-
. kladnym systémom kruZnic v grafe (2kp + 1). Cyklicky rozklad grafu (2kp + 1)
na kruZnice s p hranami potom zrejme dostaneme tak, Ze kaZdua z kruZnic zdkladného
systému oto&ime postupne 2kp-krit.

Problém spotiva teda v urleni nejakého zdkladného systému kruZnic v grafe
{2kp + 1). Tento systém kruZnic méZeme urdit pomocou matice A4 typu (1), vyhovu-
jlicej podmienke vety 1. Nech 4 = |a;;|| je takdto matica. Zvolme Iubovolny vrchol v,
(x€{1,2,...,2kp + 1}). KruZnicu K; uréime takto:

K( = {vxvx+b“9 vx‘i'buvx'f'b‘z’ LR ] Ux+b;,,-1vx}_

kde » »
J .
bu=28uﬂuv; i=1,.,k; j=1..,p—1
y=1
{51,852, .., 8} = {1,2,...,p}.
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Ta¥kost viak spo&iva v tom, ako zabezpetit, aby bola K, skuto&ne kruZnicou, tj. aby
sa ¥iadny vrchol v postupnosti hrdn K; nevyskytoval viac ako dvakrdt. Dahko sa
zisti, Ze splnenie tejto podmienky moZno vo vieobecnom pripade dosiahnut, ak plati
veta, ktort formuloval KotziG [1] ako domnienku (jeho formuldcia je firfia, ne¥ td,
ktord tu uvddzame a ktord je pre nafe ciele postatujica):

Hypotéza. Nech mnofina A = {ay....,a,} = {1,2,...,2kp}, kde k, p su pri-
rodzené (isla, splfiuje podmienky

(A) ?I;Iai = 0 (mod m),

(B) a; + a; % 0 (mod m) pre vietky i,j = 1, ..., p,

kde m = 2kp + 1.%)

Potom moZno ndjst taki permutdciu a;,, a,,, ..., a;, prokov mnoZiny A, Ze siucet
Iubovolnych menej neZ p po sebe nasledujicich prvkov tejto permutdcie nebude
ndsobkom m, tj.

Y. a;,% 0 (modm) previetky k,r=1,...,p,r>k r—k<p-1.
Ji=k

Lahko moZno dokdzat platnost tejto domnienky pre p < 7, ¢o rie$i problém cyklic-
kého rozkladu grafu {10k + 1) na 5-uholniky, resp. grafu {14k + 1) na 7-uholniky;
pre Tubovolné p viak nebola dosial dokdzand. Dokazom tejto hypotézy by bol pro-
blém cyklického rozkladu kompletného grafu {2kp + 1) na kruZnice s nepdrnym
podtom p hrdn definitivne vyrieSeny.

B. UvaZujme teraz graf {2kp + p), kde k je prirodzené, p > 3 a nepdrne, a v lom
k kruZnic, kazdd s p hranami: '

Ky = {03,010 Vi, ;00,35 + s 03,05, }5 {bsts -oos igp} = {1, 2, ..., 2kp + p}
s=1,2,..,k.

V grafe (2kp + p) sa vyskytuji hrany s di¢kami 1,2, ..., kp + (p — 1)/2. Ak md
kaxdizdizok1,2, ..., 2k, 2k + 2,..., 22k + 1) — 1,22k + 1) +1,...,3(2k + 1) — 1,
2k+1)+1,..., (p—1)2. 2k + 1) =1, (p— 1)/2. 2k + 1) + 1, ..., kp + (p — 1)]2
(tychto dizok je prdve kp) v grafe (2kp + p) prdve jedna z kp hrdn kru¥nic
K,,K,, ..., K;, nazveme systém tychto kruinic K = {K, K,,...,K,} prvym. z4-
kladnym systémom kruZnic v grafe (2kp + p).

Majme v grafe (2kp + p) dalej (p — 1)[2 kruZnic, kaZdd s p hranami:

Ky = {0,010 01,,01,0 0 03,0535 Usts -0 Jsp} = {1, 2, ..., 2kp + p}
s=1,2..,(p—1)2

1) Mnoziny tohto typu sa skimaji v [2].



takych, ¥e ka¥dd z hrdn krunice K} (i = 1,..., (p — 1)/2) md ditku i(2k + 1).
~ Systém kruZnic K'= {K}, K}, ..., K{,_;);2} nazveme druhym zdkladnym systémom
kruZnic v grafe (2kp + p).

- Cyklicky rozklad grafu (2kp + p) na kruZnice s p hranami potom zrejme dosta-
neme tak, ¥e ka¥dd z kruZnic prvého zdkladného systému otodime postupne (2kp +
+ p — 1)-krdt a kaZdu z kruZnic druhého zdkladného systému oto&ime postupne
2k-krét. Skutodne, polet kruZnic, ktoré vznikni otolenim prvého zdkladného systé-
mu je k(2kp + p), podet kruZnic, ktoré vznikni oto¥enim drahého zdkladného
systému, je (p — 1)/2. (2k + 1), &iZe ka?dd hrana grafu (2kp + p) sa nachddza prdve
v jednej kruZnici popisaného cyklického rozkladu.

Druhy zdkladny systém kruZnic v grafe (2kp + p) sa Iahko skonstruuje takto:
Zvolme Tubovolny vrchol v, (x € {1, 2, ..., 2kp + p}). KruZnicu K; uréime takto:

K; = {vxvx-l-cu! vx+cuvx+cu’ b vx+c1,,_,vx} ’
kdec; = ijCk +1);i=1,...,(p-1)f2;j=1,...,p— L
Problém spocdiva teda v urleni nejakého prvého zdkladného systému kruZnic
v grafe (2kp + p). Tento systém kruZnic m6Zeme urdif pomocou matice 4 typu (2),
vyhovujiicej podmienke vety 2. Nech A = |a;;| je takdto matica. Zvolme lubovolny
vrchol v, (x € {1, 2, ..., 2kp + p}). KruZnicu K, urime takto:

Ky = {0xtb,0 VxtbiyUstbias -+ o> Vst poyUn) 5

kde
J
bu= z Si,vauv, i= 1,..., k; j = 1,...,p— 1;
v=1

{Sl, SZ, coey Sp} = {1, 2, or ey P}.

Aj tu viak treba zabezpetit, aby K bola skuto&ne kruZnicou, tj. aby sa Ziadny vrchol
v postupnosti hrén K, nevyskytoval viac ako dvakr4t. I’ahko sa zisti, e splnenie tejto
podmienky moZno vo vieobecnom pripade dosiahnuf, ak plati veta, analogickd
hypotéze Kotziga:

Hypotéza. Nech mnofina A= {a,...,a,} = N = {1,2,..., p(%k + 1) — 1} —
— {2k + 1,202k + 1),...,(p — 1) (2k + 1)}, kde k, p si prirodzené &isla, spliuje
podmienky '

(A) ‘ga‘s 0 (mod m),

- (B) a,+ a; % 0 (modm) prevetky i,j=1,...,p,

kde m = 2kp + p.

Potom moZno ndjst taki permutdciu a,a;, ... a;, prvkov mnofiny A, Ye siucet
Tubovolnjch menej nef p po sebe nasledujicich prvkov tejto permutdcie nebude
ndsobkom m, tj.

. .
Y a, % 0 (mod m) prevsetky k,r=1,...,p,r>k r—k<p-1.
i=x
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Aj v tomto pripade moZno Iahko dokdzaf platnost tejto domnienky pre p < 7, ¢o
rie§i problém cyklického rozkladu grafu {10k + 5) na S5-uholniky, resp. grafu
{14k + 7) na 7-ubolniky; pre IubovoIné p vSak nebola dosial dokdzand. Dokazom
tejto hypotézy by bol problém cyklického rozkladu kompletného grafu (2kp + p)
na nepdrnouholniky s p hranami definitivne vyrieSeny.

Poznimka 1. Nezaoberdme sa tu rozkladom kompletnych grafov na trojuholniky.
RieSenie tohto problému vsak ddva tzv. systém Steinerovych trojic (pozri napr. [3, 4]).
Systém Steinerovych trojic pre dané n, a teda aj rozklad grafu {n) na trojuholniky
existuje prdve vtedy, ked n = 1 (mod 6) alebo n = 3 (mod 6) (ak je naviac n * 9,
potom existuje dokonca cyklicky rozklad grafu {n) na trojuholniky).

Poznamka 2. Pri cyklickych rozkladoch kompletnych grafov na nepdrnouholniky
s p hranami sa nevyéerpdvaji vSetky moZnosti uvedenymi dvomi triedami komplet-
nych grafov, (2kp + 1) a {2kp + p) (vylerpdvaju sa nimi iba vtedy, ak je p prvo-
&islo alebo mocnina prvodisla). Svedéi o tom priklad cyklického rozkladu grafu (51)
s vrcholmi vy, ..., v5; na 15-uholniky, ktory popisuje tabulka 1. Kvoli prehfadnosti
piSeme v nej namiesto v; len i; x oznaduje TubovolIny vrchol v, grafu (51). Cyklicky
rozklad grafu (51) dostaneme, ak kruZnicu K, oto¢ime postupne 50-krdt a kaZdu
z kru¥nic K,, K5 postupne 16-krdt, &im dostaneme spolu 85 kruZnic s 15 hranami.

TABULKA 1

Hrany kruZnice

Ky K, Ky

x, x+ 8 x, x+ 3 x, x+ 15
x+ 8 x+17 x+3 x+8 x+ 15, x+ 29
x+17, x+27 | x+8, x+15 | x4+ 29, x+ 16
x + 27, x + 38 x4+ 15, x4+ 11 x+ 16, x + 18
x+ 38, x+ 50 x4+ 11, x+ 17 x+ 18, x+ 17
x+ 50, x4+ 15 x+ 17, x+20 | x+ 17, x4+ 32
x4+ 15, x + 32 x4+ 20, x + 25 x+ 32, x + 46
x+32, x+1 x+ 25, x+32 | x4+ 46, x + 33
x+1, x4+ 19 x+ 32, x4 28 x4+ 33, x+ 35
x+19, x+40 | x4 28, x+34 | x+ 35 x+ 34
x+ 40, x + 11 x+ 34, x+ 37 x+ 34, x+ 49
x4+ 11, x4 30 x+37, x+42 | x+ 49, x+ 12
x+ 30, x+ 2 x+42, x+49 | x+ 12, x+ 50
x4+ 2, x+ 26 x+49, x+45 | x+ 50, x+1
x4+ 26, x x+ 45, x x+1, x

Poznidmka 3. Otdzkou cyklického rozkladu kompletného grafu na 4k-uholniky sa
zaoberd prdca [5].
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Pe3ome

O LIIMKJIMYECKHUX PA3JIOJKEHUMAX ITOJIHOI'O I'PA®A
HA MHOI'OYI'OJIbBHUKH C HEYETHBIM YMCJIOM PEBEP

AJIEKCAHIEP POCA (Alexander Rosa), BpaTuciasa
B nepBoit 4acTH CTaThH JOKA3LIBAIOTCA [(BE TEOPEMBI:

Teopema 1 [cooms. 2]. [Jaa npoussoavnozo HamypaavHozo k, u Heuemnozo p > 3
cywecmeyem (k x p)-mampuya A = |a,;|, yoossemsopsiowan (1) [cooms., (2)]
maxas, Ymo bINOAHAEMCA COOMHOUlEHUE

14

Z aye; =0 (modn), i=1,. ,k,

20e 8;; = +1um —1,n = 2kp + 1 [cooms., n = 2kp + p].

Bo BTOpO# YacTH HCCIIEAYIOTCS BO3MOXKHOCTH HCIIOJIb30BAaHWS MATPHI, YIOBJIET-
BOPAIOIIAX YCJIOBHAM TeOpeMBI 1 H TeopeMsl 2, I HONy4eHHSA IUKIHIECKOTO
pasyoxenus nojHoro rpada (2kp + 1) u (2kp + p) COOTBeTCTBEHHO Ha p-yroib-
HHKH, Ii¢ p > 3 # HEYETHO.

Ecim p — npocToe 91ci0 WM CTeNeHb IPOCTOrO YHCa, TO BOSMOXHOCTH IUKJIH-
9eCKOro pas3jIoxkeHHs HOJHOro rpada Ha p-yroJbHHKH HCYCPIBIBAIOTCSA YKA3aHHBIMU
IBYMs Xjlaccamu noiHbIX rpados, (2kp + 1) u (2kp + p). IlpuBomutcs npumep,
TIOKA3BIBAIOMIHH, YTO 3TO YTBEPXICHHE HEBEPHO B ClyYae, KOIJa p He ABIACTCSH HHU
NpoCTHIM, HH CTENeHBIO OPOCTOro 4HcCia (Immmqecxoe pasnoxenue rpada (51)
Ha 15-yronsHuky).
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Summary

ON THE CYCLIC DECOMPOSITIONS OF THE COMPLETE GRAPH
INTO POLYGONS WITH ODD NUMBER OF EDGES

ALEXANDER Rosa, Bratislava
In the first part of the article the following two theorems are proved:

Theorems 1 and 2. For arbitrary integral k > 0 and odd p > 3 there exists
a (k x pymatrix A = |a;;| satisfying (1) (respectively, (2)) such that

P
Y aie;; =0 (modn), i=1,...,k,
i=1

holds, where ¢;; = +1 or —1, n = 2kp + 1 (n = 2kp + p, respectively).

In the second part it is shown how matrices satisfying the conditions of theorems 1
and 2 may be used to obtain the cyclic decomposition of the complete graphs
{2kp + 1) and (2kp + p) into p-gons for odd p > 3.

If p is a prime or power of a prime, then the possibilities for the cyclic decomposi-
tions of the complete graph into p-gons are exhausted by the two classes of complete
graphs, (2kp + 1) and (2kp + p)>, mentioned above. An example is given showing
that this statement is false if p is neither prime nor power of a prime (the cyclic
decomposition of the graph {51) into 15-gons).
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