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Casopis pro p&stovéni matematiky, ro. 91 (1966), Praha

METRICKE VLASTNOSTI NEROZVINUTELNYCH MONOSYSTEMU
DIMENSE n + 1 V EUKLEIDOVSKEM PROSTORU E,,,,

LupEx GRANAT, Praha
(Doslo dne 8. zafi 1965)

Tato prdce navazuje na &ldnek [5]. Jejim cilem je zobecn&ni n&kterych vztaht
zndamych pro pfimkové plochy na uvedené monosystémy a nalezeni geometrického
vyznamu né&kterych invariantii monosystému.

Mgme v eukleidovském prostoru E,,,,; nerozvinutelny monosystém') V,,,
dimense n + 1, tj. mnoZinu n-rozmérnych prostoril

1) B,(1) = [A(2), ui(t), ca ()], uwut)=6;, i,j=1,..,n,
z4vislych na jednom parametru ¢, pfi Semz
() det[A',u,...,u,u}, .., u] £0.

Necht pro kazdé t z uvaZovaného intervalu Q md charakteristickd rovnice matice E(t)
jednoduché kofeny. Matice E(t) je matice koeficienttt kvadratické formy

VOl = 3 a2 ) w0,
pfi EemZ uj(f) = Z‘ uy(t) + ‘u)(t), kde ‘u/(f) jsou vektory prostoru C,() totdlnd
kolmého k B,(t) v prostoru [A(1), uy(2), ..., u(t), wit), ..., u(D)] .

Zvolime-li za A(f) stnkém kfivku monosystemu Vo4 lze uréit reper {A(f), u,(?), ..

o Ugaiq(f)} tak, Ze plati A = Zpiui + ey, (1 = sz) Omezime-li nase

i=1

vySetfovdni na interval Q < 2, kde pro viechna te plau Pi¥+0,i=1,.
1) Nazvy a oznatent viz [5].
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pak podle [5] lze urdit v Eza+1 POhyblivy reper {A(t), uy(t), ..., uzn+1(t)} tak, Ze
plati

n
(3) A’ Zpu +u2n+1\/(1—2p)
" .
u, =Y"qu;+ Cullnyp, "¢+ g =0,
i=1
n
Ui = —Cply, +‘Zl"'r.-u,,+,- + SUppeys i+ r, =0,
i=
Uppry = — Zsiun+i’

pi>0’ Ci>0, i=1,...,n,

m=1,...,n.

1. DISTRIBUCNI PARAMETR

Spoleénou kolmici dvou mimobé&Znych linedrnich prostort E,, E;, kterd md
s kazdym z nich prévé jeden bod spoleény, nazveme osou téchto prostorii. Vzddlenost
prise¢iktt danych prostori s jejich osou nazveme délkou této osy.

Véta 1. Bud I, délka osy prostorii B,(t,) a B,(t, + h). Paklim I,/h = /(1 — ¥ p?).
-0 i=1

Dikaz. Abychom mohli vyuZit vysledki z prdce [3], zvolme v B,(1) ptirozenou
basi {A(t), Gy(?), ..., G,()}, tj. takovou ortonormdlni basi, pro niz plati @ja; = 0,
i,j =1,..., n. Priseciky osy s prostory B,(t,) a B,(t, + h) budou

P(R) = (1) + ¥ W) 3 0),
O(k) = A(to + 1) +élﬂi(h) o + ).

M. J0zA v [3] dokdzal, Ze plati 11m Bi(h) = 0, i=1,..., n. Ze vztahu (8) v téZe préci
plyne

lim i(h) p(h) — a'(h) _ —A(to)afte), i=1,...n.

h—0

Z t&chto vztahdi dostaneme pomoci Taylorova rozvoje
k, = Q(h) — P(h) = hA'(to) — hi;(A’(to) w(to)) G; + o(h) .
ProtoZe A(t) je strikéni k¥ivkou monosystému, tj. plati 4'() @i(f) = Oproi = 1,...,n,
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existuje reper {4, @y, .- ul,,H} tak, Ze lze psdt A’ = Z pill; + Uzns1 \/(1 - Z

i=1

[4, Gy - .os Uzn)s [As Tys s Bno U3y -oos Ty [A Uy Uy up, ..o u), [4,ugs s uz,,]

jsou tytéz prosfory. Tim i Uzp+1 = Uzp+1 2 Z pr = Z p?.

k, = hd' — hz(A'a.)a.. + o(h) = hZiJ- + higmsr /(1 = sz) -

P i + o(h) = hlzn+1 \/(1 - Z Pz) + O(h) = hUzn+1 \/(1 - ZP%) + O(h)
lim /A = lim Jlkik)h = (1 - Z p?)

h—0

||M=

Véta 2. Budi? ¢, ; (i = 1,..., n) tihel prostori B,(t;) a By(to + h). ?) Pak plati
DFi vhodném ocislovdni uhlii llm |hfsin @4 | = 1]e;.

Diikaz. Pismenem M oznaCme matici

uy(to + h) uy(to), us(te + h) uy(to), ..., uy(to + h) u,(to)
uy(to + h)us(to), us(to + h) us(to), ..., uy(to + h) u,(to)

e+ ) o), wllo + R) (i), - uto + ) uft)

Podle [6] cos? ¢, ; = i, kde 4; je kofenem polynomu |MM’ - }J,,I =0 (M je
matice transponovand k M a I, je jednotkovd matice stupng n).
Podle Taylorova rozvoje

uito + h) = uto) + hui(to) + 3h* ui(to) + ofh).
OdtUd, pl‘OtOie u,-(t) Ilj(t) = 6ij’ u}ui =0, u’i’ui = —U’iu,ia i9j =1,.., 2n + 1,

ui(to + h)uto) = 1 — $h? u(to) ui(to) + o(h?),
aproi $ k

u(to + h) u(to) = h ui(to) uy(to) + 3h? ui(t) u(to) + o(h?).
Podle vztahti (3) platipro i,k = 1,...,n, k + i:

re_
WU, = gy »
n
1o i 2 2
"i"i=z q; + ¢,
i=1

n n n
u’i’ = 2.lq;'uj + c;uﬂ-i" + 2 ‘ql( z quum + Cju”+j) +
j=1 j=1  m=1

n

+ e —cu; + Zli"m“”m + SiUzn4y),
m=

. .
viu, = ‘g, + jzli‘ljjfh .
%) Definice Ghlu dvou prostort E, a E, viz [6).
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Déle plati pro i, jok = 1,...,n, i + k, i + j,j + k:

(ufto + h) ufto))* = 1 — k2 ui(tg) wifto) + o(h?) = 1 — h¥( _ilqu. + ¢2) + o(h?)

(ui(to + h) u(t0))* = h*(ui(ty) u,(to))? + o(h?) = h? ‘g + o(J;}),

(uito + h) uy(to)) (w(to "+ h) ut,)) = h(uito) ulto)) + 2h? ui(to) uto) + o(h?) =
= h*q; + 1h*("q; + L") + o(h?).

(uito + h) u(to)) (uelte + h) uj(to)) = h*(ui(ty) '-'j(to» (uilto) uj(t0)) + oh?) =

—_ h2 qu q] + O(hz)

I

Il

Cleny v hlavni diagongle matice MM’ budou

mél(ui(to + h)u,(to))® = (ute + h) uyty)) +m§"1(ui(t0 + h)u,(ty))? =

m*i
=]——h2(z qm+c7‘)+hzz 2+ o(h?) =
=1 —hzc?+o(h2), i=1,..,n.

Ostatni ¢leny matice MM’ budou A :
(@) (udto + h)uto)) (wlto + h)uyty)) + (ul-(t; + h) u(t,)) (uto + h) ulty)) +
+ 3 (wlto + 1) ut0) (o + 1) u10).

i

¥k
Protoze ‘q; + ig, = 0, je téz 'q’ + g} = 0. Souget prvnich dvou &lent vyrazu (4) je
roven

h*q; + 3h*("q; + Z 4n"d0) + h g+ 30°(ai + T '0"a0) + o(h?) =
= —h? Z "q"q; + o(h?).

Soudet dalsi &dsti vyrazu (4) je roven vyrazu h? Z q;*q; + o(h?). Vyraz (4), neuva-
s

Zujeme-li Eleny vys3ich stupiiti neZ druhého vzhledem k h, je roven nule.

MM’ — 1| = , .
1 — 2 — k%t + o(h?), o(h?), oees 0(h?)
_o(h?), , 1 = 2 — h% + o(h?), ..., o(h?)
o(h?), o(h?), cos 1= 2 — k% + o(h?)



K tpravé tohoto determinantu miZeme uZit Gaussovy metody pro fefeni soustavy
linedrnich rovnic
MM’ — a1, =
- 1,  o(h?), ..o o(h?)
o(h?), 1 — 2 — h*c2 + o(h?), ..., o(h?).

o(h?), o(h?), oo 1= A — h2¢2 + o(h?)

Zndsobime-li i-ty fddek determinantu prvnim glenem i-tého ¥adku (i = 2,3,...,n)
a odedteme jej od i-té fadky, dostaneme

= (1 — 4 — hc} + o(h?))

MM — | =
: 1, o(h?), ooy 0(h?)
=(1 — A —h* + o(h?)) 01 =2 =i+ o). . olh) -
0, o(h?), , 1 — 24— h* + o(h?)

= (1 — 4 — h*? + o(h?)).

1 — A — h*c% + o(h?), o(h?), oo 0(h?)
. [ o(h?), 1 — 24— k%% + o(h?), ..., o(h?)

o(h?), o(h?), cews 1= 4 = h%c2 + o(h?)

_ Ijl(l — A= k% + o(h?).

Odtud sin® @, ; = 1 — 4; = h*c} + o(h?), i = 1,...,n, lim |hfsin @, ;| = 1[c;, i =
=1,...,n h=0
Definujeme-li distribuéni parametr monosystému obdobnym zptisobem jako distri-
buéni parametr pfimkové plochy, tj. lim ll,,/(p,,l, kde 1, je délka osy prostort B,(to)
h-0

Po n upravdch uvedeného typu dostaneme IMM’ — A,

a B,(t, + h)a ¢, je jejich uhel®), pak plati:

Véta 3. Za predpokladii uvedenych na proni strané tohoto pFispévku md mono-
systém V,, , pro ka¥dé t € Q n distribucnich parametrii (ne nutné riznych)

(5) di=J1 =Y ple,, i=1,..,n.
m=1
Diukaz.

l h sin i .
d; = hm [hen| = 'l'm;t hh W (p% H= 1 - le,f,)/c, , i=1,..,n.
h,i h,i m=

Pozndmka. Za uvedenych pfedpokladtijed; + 0,i =1,...,n

Véta 4. Distribucni parametr d; = |sin @I/Ci (i=1,...,n), kde O je tihel tecny
strikéni kFivky v bodé A(t) s prostorem B,(t).

3) Srovnej [2], str. 355.
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Dikaz plyne bezprostfedné z v&ty 3 a definice Ghlu pfimky s linedrnim prostorem
(viz [6], vztah (1)).

Véta 5. Pro dhel Y(t), ktery svird teny prostor monosystému V,., v bodé X(t) =
= A(t) + u'ut), i = 1, ..., n prostoru B,(t) s tecnym prostorem monosystému V,.1
v bodé A(Y), plati

©) €y = 3 ().

Dukaz. Tedny prostor t(t) monosystému V,,,; v bodé A(t) je [A(1), uy(t), ---
- u(t), A'(1)], teén)’r prostor 7(f) monosystému ¥, ; v bod& X(t) je [A(t), uy(t), .-+

u,(1), A'(1) + Z u’ ui(t)] . V prostoru 7 tvofi ortonormdlni basi vektory u,(t), ...,

u,(t), uz,,H(t) v prostoru 7 vektory u,(t) > (1), G(?), kde
Uz /(1 = izlpf) +i;uiciun+i
J - £+ 5w

Te&né prostory t a 7 maji spoledny prostor o(t) = [A(t), uy(?), ..., u,(t)]. Ozna-
¢ime-li pismenem N matici '

u(r) =

uguy, Uy, ..., WU, Uy Uy 1, 0,...,0, 0

U u,, UyUs,, ..., UU,, Uy, (U, 0,1,..,0,0
........................... = . N
u,u,, U,u, ... uu, U, .U, 0,0 ...,1,0

uu, uu, ..., Uu, Uy, U 0,0 ...,0, up,,,u

pak pro polynom pro vypodet Ghld prostori T a 7 plati

n _zp?
NN — .| = (']:[1(1 - 1)) s=1” _al

n

1= Y pi+ 3 (u'e)
i=1 i=1
Dostdvdme n nulovych uhli a thel ¥, pro ngjz

1 -3 pt

(e’
cos? § = - i=1.. , sin?y =1 —cos?y =

1- le? +i21(u"cs)2 1=y p} + Y (u'c)?
i= = - i=1 i=1

M:

i

1
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2. PRIMKOVA PLOCHA V,
UvaZujme nyni pfimkovou plochu — oznaCme ji ¥, — tvofenou pfimkami
(7 Py(t) = [A(1), uzns4(1)] .
Omezme se nyni na Q* < Q, kde pro viechna f e Q* plati jesté ‘if% #+ 0. Pak

det [A'(t), uz,44(t), us,+4(¢)] # 0 a pfimkovd plocha V¥, je nerozvinutelnd. Hledejme
jeji strik&ni k¥ivku, tj. mnoZinu bodd C(¢), pro n& je C'(t) uy, 4 (t) = 0.

Véta 6. Strikcni kfivka monosystému V, ., je zdrover strikéni kfivkou pfimkové
plochy V,.

Dikaz. C = A + Auy,,(, C' = A" + Auy,yq + Aub,. . Protoze

A = ;Z1piUl + Uy, \/(1 -.._lef) ,

u2n+1 = - Zsl n+ios
i=1

=) pu; — )*lei"nn + (A + Uiy \/(1 - ZP%)
i=1 i= i=1

je C'thyyy = A Y s7. Body strik&ni k¥ivky C(f) dostdvdme pro A = 0.
i=1
Ddle vypo&teme distribu&ni parametr p plochy V,.

Véta 7. Pro distribuéni parametr p plochy V, plati
(®) p =lim Loy = J(X D) X st
h—=0 i=1 i=1
Diikaz. Prisetiky ptimek us,41(fo) @ Uz,+1(t + h) s jejich osou budou body

P(h) = A(to) + “(h) Uzns 1(’0) > Q(h) = A(to + h) + ﬂ(h) Uz 1(‘0 + h) .

ProtoZe ptimkovd plocha ¥, je nerozvinutelny monosystém tvofeny prostory
[A(2), U+ 4(t)], mbZeme uZit opét prace [3], kde M. Jiza dokdzal, Ze lim B(h) = 0.

h—0

Ze vztahu (8) v této prdci plyne hm (B(h) — a(h))[h = — A'(t;) U, 4(to), 2 dile pro
k, = Q(h) — P(h) = h 4'(t;) — h(A (t0) Uzn+1(t0)) Uzn+1(to) + o(h).
lim k,/h = A "(to) — (4 (to) u2n+ 1(t0)) Uzn+1(t0) 5

h—=0
a odtud

'lh_.'m L‘&!‘..": — (A'(to) uzns4(t0))*) = "?.
(6) timk oy \/(”) (1 = () Uanis(10))?) = V(Z D)

h»0h  r-o
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Budiz ¢, tihel primek Uz, 41(to) @ Uz, 14(to + h). Pak
cos @, = Uza+1(fo) Uznss(to + B) = 1 + $h?us, . 1(to) U3y 4(to) + o(h?) =

=1- %hzulzwl(to) "'2n+1(to) + O(hz) =1- %hz‘i 5T+ o(hz) ,
sin @, = /(1 — cos? ¢,) = |h| /( Z
(10) }ll_{r; |h|fsin @, = 1/\/( lz::lsf)

Ze vztahi (9) a (10) pak plyne
J(Ep)

Pozndmka. Zde si vSimneme geometrické interpretace nékterych vyloudenych
pfipadu.

~lim(x, _h o Sinew

p = lim b '
o |h sing, @,

h=0 @y

a) Plati-li Z pi(t) = 0, pak A'(t) = eu,,,(f), kde & = +1, pak u,,, () je te¢nou
k¥ivky A(?). Platl li tento vztah pro t € Q' = @, pak V,(t) je plochou teden k¥ivky A(?).

b) Plati-li ZSf(t) =0 pro te Q" < Q, pak uj,,(t) = 0, vektor u,,;, je kon-
i=1

statni a pfimkova plocha ¥, je plochou vélcovou. ProtoZze u,, . je kolmy k vektorim

uy, ..., u,, jsou viechny prostory B,(f) kolmé k pevnému sméru a tim rovnob&Zné

s ur€itou pevnou nadrovinou.
n n
¢) Plati-li pro t e Q” = Q souasn& Y p(t) = 0, ). s3(t) = 0, pak u,,,, i 4’ jsou
i=1 i=1

konstantni a strikéni k¥ivka 4 monosystému ¥, ,, je pfimkou, kterd protind viechny
B,(t) kolmo.

3. MONOSYSTEM TVORENY PROSTORY C,(t)

UvaZujme ddle monosystém tvofeny prostory

Cu(t) = [A®), s s(0) D), . 3, (1)] -

Ozna¢me prostor C,(t) nyni B,() a pislusné vektory st¥iskou. Pak plati pro derivace
vektorti prostoru B,(t):

n

a1 m i

U, = —Cpll,, + Y. "rill,y; + Splzpiy, "+, =0, m=1,..,n.
i=1
i*m
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Vektory @y,(t) urdujf spolu s B,(r) prostor A,,(t) dimense 2n. Tento prostor je urden

oo Z Falys; +

+ s,U3,4 . TYto vektory jsou linedrné nezdvislé. V opaéném piipadé by tonz existo-
vala &isla p,, ..., t5,, z nichZ aspoii jedno by bylo riizné od nuly takové, ze

vektory W,iq, ..., Uy, —cyu; + Z Flns; + SiUzpi1s
i=2

- n 2n
.zlﬂi("ciui +.zl Tipej + Slizeyy) + Y pu =0,
i= J=

i=n+1

rj + Jr; = 0. Ndsobime-li postupn& tento vyraz vektory u,..., u,, dostaneme
Py = My = ... = Uz, = 0.

Vektor kolmy k prostoru A, v E,,,; 0znaéme Gizn+1-

Véta 8. Pro tihel y pfimky 3,4, a prostoru B,(t) plati

(11) cotg y _ \/ s; (E)z

Dikaz. K prostoru A4,,(f) existuje v E,,., pravé jeden vektor kolmy. Oznatme
pismenem v* vektor

(£, (Tedsw+ (fleyumlo. ke o= V(E (e + T

J#i

Tento vektor je zfejmé& kolmy ke viem vektorfim u,ys - --» Uz, Spoltéme nyni ska-
1arni soudin

Odtud je z¥ejmé, %e v* je kolmy k prostoru Ay a plati v¥ = liz,4 4.

Podle [6] plati pro uhel y po tpravé

a odtud plyne vztah (11).
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Pe3momMme

METPUYECKUE CBOMCTBA HEPA3BEPTI>IBAIOIIIPIXC5I
MOHOCUCTEM PA3BMEPHOCTHU n + 1
B EBKJIMJOBOM IIPOCTPAHCTBE E,, .,

JIVAEK T'PAHAT (Lud€k Granit), Ilpara

ITycts B eBkimmoBoM npoctpanctse E,, ., JaHo MHoroo6pasue, o6pa3oBaHHOE
OZlHOIIapaMeTPUUECKOM cucTeMol mpocTpascTB (1); 3Ty cucTeMy MBI Ha30BEM MOHO-
cuctemoit V,, ;. Ilycts umeer mecro cootHowenue (2). Torma B cuiy [5], ecim

n
Y. p? > 0, MoxHO BbIGpaTh B ipocTpatcTse E,, , , moxsmxuoi penep {A(1), uy(1), ...,
i=1
eves Uy (1)} TaK, 4TOGHI HMETH MecTO cOoOTHOIEHNS (3).
Ecni MBI ONpeIe/IAM MapaMeTp PACIpPEeNeeHHs MOHOCHCTEMBI aHAJIOTMYHBIM

o6pa3oM, kak mapaMeTp pacnpedesieHus JIMHEHYaTOM MOBEPXHOCTH, T.€. lim ll,,/(p,,l,
h—0

rae [, siBisieTcs PacCTOSHUEM TO4YEK IepecedeHHs OOIero IeprneHIuKyJspa Ipo-
crpaHcTB B,(t,) u B,(to + h) ¢ 3THMHM IIPOCTPAHCTBAMM U @, ABJIAETCS YIJIOM 3THX
HNPOCTPAHCTB, TO MOXHO K MOHOCHCTeME V,,,; TIPHMCOCAHHHUTH N IapaMeTPOB
pacnpenenenus (5). dus yria , koTopblii 06pasyeT KacaTeJbHOE IPOCTPAHCTBO
MoHocucteMbl V,.; B Touke X = A + u'uy, (i =1,...,n) c IPOCTPaHCTBOM 3TOl
MOHOCHCTEMBI B TOUYKE A, BBIOJIHEHO cooTHoeHHE (6).

Hanee paccMaTpUBaeTCs THHeHYaTast HOBepXHOCTh F,, o6pa3oBaHHasi NPSIMBIMH

n
(7). E& cTpUKUMOHHAS JIHHUS, IPH YCTOBHH Y s? # 0, coBmanaeT ¢ CTPUKIMOHHON
i=1

IMHMEW MoHocucTeMsl V,,.,. [lns mapaMmerpa PpacnpeielicHHsi NOBEPXHOCTH ¥,
MMEET MECTO COOTHOLIEHHE (8).
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Zusammenfassung

METRIS'CHE EIGENSCHAFTEN DER NICHT ABWICKELBAREN
MONOSYSTEME DER DIMENSION n + 1
IM EUKLIDISCHEN RAUME E,,

LupEk GRANAT, Praha

Es sei im Euklidischen Raume E,,., eine Mannigfaltigkeit, die durch ein Ein-
parametersystem der Rdume (1) gebildet ist, gegeben. Diese Mannigfaltigkeit wird

n
das Monosystem genannt. Es gelte (2). Dann kann man nach [5], wenn ¥ p? > 0
i=1

ist, im E,,,, eine Basis {A(f), uy(?), ..., U3,,,(f)} so bestimmen, daB die Relationen
(3) gelten.
Wird der Drall des Monosystems in dhnlicher Weise wie der Drall der Regelfldche
definiert, d.h. lim |l,/@,|, wo I, der Abstand der Schnittpunkte des gemeinsammen
h-0

Lotes auf die Rdume B,(t,) und B,(t, + h) mit diesen Rdumen und ¢, der Winkel
dieser Rdume ist, dann kann man dem Monosystem V, . eine Anzahl von n Dralle
(5) zuordnen. Fiir den Winkel y, den der Tangentialraum des Monosystems ¥,
im Punkt X = 4 + u'u; (i = 1,..., n) mit dem Tangentialraum desselben Mono-
systems im Punkt A bildet, gilt die Bezichung (6).

Weiter wird die Regelfliche V,, die durch die Geraden (7) gebildet ist, untersucht.

Ihre Kehlinie, unter der Voraussetzung Z s7 + 0, fallt mit der Kehllinie des Mono-

systems ¥, zusammen. Fiir den Drall der Regelfliche ¥, gilt die Beziehung (8).
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