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- CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 94 % PRAHA 19.2.1969 = CIsLO 1

O JISTEM ZOBECNENI{ PICARD-LINDELOFOVY METODY
POSTUPNYCH APROXIMACI RESENi DIFERENCIALN{ ROVNICE

y =f(xy)

SvATOsSLAV STANEK, Olomouc

(Doslo dne 5. ¢ervna 1967)

Bud ddna Cauchyova tloha
(1) y' =f(x )
(1) ¥(%0) = yo -

O funkci f(x, y) pfedpokldddme, Ze je spojitd na mnoZin€ M = {xq, Xo + a) x
x (=00, 00)(a > 0) a spliiuje zde nerovnost

) |f(x, 1) — f(x, .VZ)I = L(x) I}’l - .Vzl

kde L(x) = 0 na intervalu {xo, Xo + a) (dalsi omezeni funkce L(x) budou provedena
v dal§im textu).

Pismenem £ oznalime prostor viech funkci y = y(x), které maji spojitou prvni
derivaci na intervalu {xo, xo + a) a y(x,) = y,. JestliZe y, z € # a pro x € {x, xo +
+ a) plati nerovnost y(x) < z(x), budeme psdt y < z (tim je na # definovdno &dstec-
né uspofdddni). V prostoru # definujeme operdtor J

JO) =y () = f(x )

zobrazujici # do prostoru spojitych funkci na intervalu {(xq, x, + a). KaZdy prvek y,
y € # vyhovujici rovnici J(y) = 0 je feSenim (1) a naopak kaZdé feSeni y = y(x)
tlohy (1) vyhovuje rovnici J(y) = 0 a y € #. Bud ddle K(x, f) > 0 funkce spojitd
na kartézském c&tverci N, N = {xq, Xo + a) x (X, Xo + a) spoledn& s parcidlni
derivaci 0K(x, £)/ox; K(x, x) = 1. Funkci K(x, t) nazveme jddrem operdtoru U

U(y) = ¥(x) - j "K(x, 1) J((0) dt



definovaném na prostoru #£. Operdtor U zobrazuje # do sebe. V dal$im budeme
mltky p¥edpoklddat splnéni viech vyse uvedenych ptedpokladii o funkcich f(x, ),

L(x) a K(x,1). _

Lemma 1. Necht existuje konstanta S, %e pro t, x € {xo, Xo + a), t < x plati
3) sup {L(x) K(x, i) + "K(—"‘)} <s.

Pak posloupnost funkci {y,(x)} (v, € &) definovand algoritmem: y, € Z libovolny
(4) Yn+1 = U(yn)

konverguje stejnomérné na intervalu {(x,, xo + a) k jedinému feseni y(x) (y € ®)
ulohy (I).

Diikaz. Derivaci rovnice (4) dostaneme

o) = 940 = Ko ) 90 — [ 2 s 0 -
= f(x ya) — f aﬁé’;—‘) J(y(1)) dt

odtud

Jues) = Yos(8) = 15 3mn) = 705 9 — S5 o) — j K1) s, 00 at.
UZzitim nerovnosti (2) a (3)

O 0w S LE) peal®) = 00| + f LRI

6K(x, 1)

j {L(x) K(x,1) + ECOTEE j )] 8

Oznaéme nyni R = max IJ(yo(x))l Pak |J(y,)| £ RS(x — xo), [I(y2)| =

xoSxSxota

< RS?*(x — x,)?/[2!, obecn&

0] = RS"(X—_—,X—")—" :

Proto fadaki::o.l(y,‘) kon;'erguje na intervalu {xo, X, + a) stejnomérn&. Ddle plati
7(®) = yo(x) + (11(%) = yo(¥)) + (2%) = ¥1() + - F (3ax) = yacs()) =
= yo(x) — .r K(x, ) {J(vo(9)) + I(s(1) + ... + I(ya-y(1))} dt.



Odtud plyne, Ze posloupnost {y,(x)} konverguje stejnom&rn¥ na intervalu {(xo,xo + @)
k funkei y(x)

©)  (x) = yolx) - j " Ko 1) (I0o0) + J05(0) + . + IO(d) + ...} dt

o které dokdZeme, Ze je Feenim ulohy (1). Za tim \ielem definujeme (n = 0, 1,2, ...)
z,(x) = y(x) = yalx) + f LA(t, ya) = f(2, )] dt + .f J(ra(f)) dt
xo _ xo

kde za y(x) dosadime pravou stranu rovnosti (6). Posloupnost funkci {z,(x)} konver-
guje stejnom¥rng na intervalu {xo, xo + a) k nule. z,(x) (n = 0, 1,2, ...) miZeme
rovnéz vyjadfit ve tvaru z,(x) = y(x) — yo — [, f(t, y) dt a limitnim p¥echodem
dostaneme y(x) = yo + [%, f(t, y) dt. Zbyvajici &st tvrzeni lemmatu (jednozna&nost
feseni ulohy (1)) plyne z pfedpokladu (3), ktery zaruduje ohrani¢enost funkce L(x)
na intervalu {xo, o + @) (K(x, x) = 1 a |0K(x, 1)/0x]| je na N ohraniZen4).

Pozndmka 1: Klademe-li K(x, #) = 1, je algoritmus (4) tvaru: y, € £ libovolny,
Yar1(X) = yo + [, f(t, ys) ¢, coZ je algoritmus Picard-Lindelof.

Algoritmus (4) zobecnime nyni takto. V algoritmu (4) operdtor U je stejny pro

vypodet viech funkci y,(x) (n = 1, 2, 3, ...). Nyni posloupnost funkef {y,(x)} definu-
jeme algoritmem

(7) Yo € # libovolny, ..y = U,(y,);

pfitom operdtor U, je na # definovdn takto
0,0) =50 = [ Kx. ) 0(0) a

(operdtory U a U, se lisi pouze vybérem jader K(x, f) a K,(x, t)). Pokud K,(x, f) =
= K(x, t) na N pfi libovolném n (n = 0, 1,2, ...), je U,(y) = U(y) a algoritmus (4)
splyvd s algoritmem (7).

Bud % < £ a oznalme pismenem & mnoZinu viech funkci y = y(x, t) definova-
nych na kartézském Gtverci N (N = {Xg, Xg + a) X {Xg, Xo + a)), které maji tyto
vlastnosti:

a) nabyvaji pouze kladnych hodnot,
b) jsou spojité spolecné s prvni parcidlni derivaci dle x,
c) y(x,x) =1 (x € {xg, X0 + a)).

Budeme ddle oznaovat F(u, f; x, t) kaidy operdtor definovany na # = % x &
a zobrazujici # do mnoziny &. Tak napf. md-li funkce f(x, ) (f(x, p) - pravd
strana rovnice (1)) spojitou parcidlni derivaci dle y na mnoZin€ M a £ = {ye
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eR|y <y <z y, zeR)} jsou vyse uvedené podminky splnény pro operdtor

F(d, ﬂ; X, t) = epr\ f(S, (X(S)) - f(s, ﬂ(S)) ds.
‘ e os) = B(s)

M4 tedy smysl uvaZovat napt. (0F[0x)(, B; x, t) apod. Tak pro vyse uvedeny

ptiklad je

OF o o fGen) =S B) (S5 o) ~ 1 BE) 4
o ) =i e |

O jddrech K,(x, ) operdtorii U, v daliim p¥edpokldddme, Ze se daji vyjddfit ve tvaru
K,(x, t) = F(a, B; x, t),(n = 0, 1, 2, ...), kde funkce o, f(ct, B € £) z4visi na indexu n.
Tuto zdvislost vyjadfime zdpisem o,, B, a pfedchozi rovnost zapiSeme K,(x, t) =
= F(a,, By X, ).

Ukelem tohoto zobecnéni je snaha vyuZit na daném n-tém kroku (n 2 1) algoritmu
(7) v jadru K(x, ) = F(a, B,; x, t) operdtoru U, funkci y(x) (k = 0,1,...,n — 1),
které jsme algoritmem (7) vypo¢itali v pfedchozich krocich (v nafich wivahdch prak-
ticky vyuZijeme pouze funkce vypoctené v pfedchozim (n — 1)-tém kroku).

Niésledujici lemma udédvd postadujici podminky pro operdtor F(a, B; x, ), aby
posloupnost {y,(x)} definovand algoritmem (7) konvergovala stejnomé&rné na
{xo, Xo + a) k Feleni (jedinému) ulohy (1).

Lemma 2. Nech? existuji konstanty C a S takové, Ze F(a, §; x, t) < C,

=

pro (t,x)eN, a, fe & <= R. Pak posloupnost {y,(x)} definovand algoritmem (7)
konverguje stejnomérné k jedinému reSeni tilohy (1) na {xg, Xo + ay pro kazdé
o, pel(n=012..).

Dikaz. Podobng jako v ditkazu lemmatu 1 se lehce odvodi (R = max  |J(y,)))

xoSxSxo+a

(8 ?Iélg {L(x) F(o, Bs x, 1) +

Qf(a, B; x, 1)
0x

[9(3,)] < RS" (—";'i‘i :

Proto fada Y J(y,) konverguje na {x,, x, + a) stejnom&rné. Déle plati
k=0 '
3% = yolx) — I F(to Bos % 1) Jyo(f)) dt — ..
X0 )

- .r f’(a,_l, Bu-1; %, 1) J(yu-4(t)) dt .

X0



PoloZme
¥(x) = yolx) = i J"‘ F(ay, Bis x, 1) J(yi(f)) at

(tada Z {% Flo ,Bk, x, 1) J(yi(?)) dt konverguje na (xo, Xo + a) stejnomErng, coz
plyne z nerovnost1 z |F (et Bis x, 1) J(yi(1)) dt| = Cz lJ(y,‘)D Pak {ya(x)} kon-
k=0

verguje na {xo, Xo + a) stejnomérn& k funkci y(x). Skutecné

|y(x) = »a(x)] = :2,. J.x F(o, Bis x, 1) J(yi(1)) di] <

© — . 3
CR ¥ g+ (= %)
» k!

Zbyvajici dst tvrzeni se dokdZe stejng, jako v diikazu lemmatu 1.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost funkei {y,(x)}, y,€ # je Caplyginova typu
na intervalu {x¢, Xo + a) pro Glohu (1) s definiénim oborem M !) kterd md na
{X0, Xo + a) jediné feleni, kdyZ jsou splnény ndsledujici dvé podminky:

1. {y.(x)} konverguje na <{xo, X, + a) stejnomérng k feseni dlohy (1).

2’ yn+1 g yn(yn+1 é yn); J(yn) é O(J(yn) % 0)5 n = 0, 1" 2’

Rekneme pak také, Ze {y,(x)} aproximuje zdola (shora) feSeni ulohy (1).

V dikazu véty 1 uZijeme Caplyginovy véty o diferencidlnich nerovnostech pro
diferencidlni rovnice 1. ¥ddu kterou, pro lepsi porozuméni diikazu véty 1, uvedeme
jako lemma 3 v ndsledujicim zn&ni (srovnej nap¥. [3] a [6]).

Lemma 3. Necht jsou splnény pfFedpoklady lemmatu 1, y,e® a J(yo) <0
(J(yo) = 0). Pak plati nerovnost

yZyo (¥ =) '
kde y = y(x) je FeSeni uilohy (1).

Véta 1. Nech? jsou splnény pFedpoklady lemmatu 2 pro operdtory F{a, B; x, t)
(i=1,2);0 e MnoZina & — R necht md tu vlastnost, %e s libovolnymi dvéma
proky y, ze %, y £ z obsahuje i kaZdy prvek ae R pro ktery y £ oa < z.
Pfo, B;x) %) (i =1,2) budte takové operdtory, které spliiuji nerovnosti (xe
€ {xg, Xo + a))

1. pro libovolné ay, a,, e L; 0y < o, <
9) F(x, 1) = f(x, 22) = Py(og, B5 %) (5(x) — az(x)) £ 0

1) Definiénim oborem dlohy (1) nazyvidme definiéni obor funkce f(x, y).
2) Py(a, B; x) je operator zobrazujici # = £ X £ do prostoru spojitych funkci proménné
x (x € {xq, X9 + a)).



2. pro libovolné «, B, Bre L3 ¢ = B, < By

9" f(x, By) — f(x, B) — Pale, By x) (By(x) — B2(x)) 2 0
a rovnice
OF . .
(10) 31(06, B; x, f) = Pda, B; x) Fi(a, B; x, 1) (i =1,2).
x

Konecné necht v & existuji prokY Yo» Zo takové, Ze J(yo) < 0 < J(zo). Pak posloup-
nosti funkei {y,(x)} a {z,(x)} definované algoritmy

(11’) Vn+ 1(") = Yn(x) B J.x F’(ym Zns X, t) J(y,,(t)) dt

(11”) Zps 1(x) =z (x) B Jx Fz(y'm Zns X, t) J(z,,(t)) dt

jsou ('faplygmova typu. Pritom {y,(x)} je posloupnost dolnich a {z (x)} posloupnost
hornich aproximaci feSent (1).

Diikaz. Nejprve poznamenejme, % z pfedpokladu (10) a podminky Fi(x, B; x, x)=
= 1 plyne
aF,
— (“: B; x, 1) = —P{a, B; 1) Fi(o, B %, )

a z lemmatu 3 y, < z,. UZtim pfedpokladu J(z,) = 0 dostaneme nerovnost
(Fy(yo> 2o x, t) > 0)

o) = () = f;wo, 205 %, 1) J(yo(8) di 2
> j ;FI(yo, 265 % 1) [I(ve(t)) — JI(zo()] i
Integraci per partes (yo(xXo) = Zo(xo))
yol®) = 3409 2 j Fi(3o, 703 % ) [9(yol) = J(za(d)] d =
= Fi(¥or % %, ) (50) — 2o

- j.x —a—tl- (YO» Zgs Xs t) (yo(t) - Zo(t)) dt +
+ r Fi(po, 205 %, 1) (f(t, 20) — f(t, yo)) dt =

= yo(x) — zo(x) + r Fx(}’o, zo; X, 1) {f(t, o) — f(t Yo) +

X0

+ Pi(¥or 24; 1) (yolf) = Zo())} d Z yolx) = 2o(*) -



Posledni nerovnost plyne z nerovnosti (9'), kde a; = yo, @, = f = z,. Odtud
Yo £ y1 £ zp2a y, € £. Dile vypocteme J(y,) uZitim predpokladu (10)

J(y1) = yi(x) = f(x, y1) = yo(x) = f a_a% (vos 205 %, ) J(yol1)) dt —
- J(J’o) Fl(yo’ Zos X, x) - f(x’ yl) = f(x, .VO) - f(xa yl) -
- Pl(yO’ Zos x)J"‘ Fl()’o’ Zg5 X, ‘) J(J’o(‘)) dt = f(x’ ,Vo) - f(x, J’1) -

— Py(¥0» 205 X) (¥o(x) — »:(x)) £ 0.

Posledni nerovnost plyne z (9’) kde oy = yg, 2, = y4, B = z,. Zcela analogicky jako
v piipad& prvku y, se dokdZe 0 zy, yo < z; < 2o, J(z;) Z 0. Nerovnost y; < z,
plyne z lemmatu 3. Uplnou indukci se lehce dokdZe splnéni podminky 2 v definici
posloupnosti Caplyginova typu pro tilohu (1). ProtoZe splnéni pfedpokladd lemmatu 2
zajituje splnéni podminky 1 v definici posloupnosti Caplyginova typu, je tvrzeni
_ vty dokdzdno zcela.

Pozndmka 2. JestliZe prvky o, Zo prostoru £ vyhovuji nerovnostem J(y,) < 0,
J(z0) 2 0, yo < zo, pak podmnoZinu & prostoru # definujeme & = {ye | yo <
< y = z4}; misto mnoZiny M (M = {x,, Xo + a) x (=00, ©)) lze uvaZovat mno-
Zinu M', M’ = {xo, X + a) X {4, B)(A = min py(x),B= max z,(x)).

x0<x<xo+a Xo<x<xo+ta

Pozndmka 3. V piipad¥, Ze Fy(a, §; x, t) = Fy(, f; x, 1) (2, f € &) zna&ime
ddle jejich spole¢nou hodnotu F(a, B; x, 1).

Pouziti véty 1 ukdZeme na ndsledujicich p¥ikladech. V pfikladé 1, 2, 3, 6 pro zjev-
nou viditelnost nerozepisujeme zvld§f algoritmy hornich a dolnich aproximaci.
Spln&ni pfedpokladd véty 1 ukdZeme napf. pro prvni &dst piikladu 5 (podobn¥ se
ovéteni predpokladii véty 1 vede také v ostatnich ptikladech), ktery mezi uvedenymi
je nejkomplikovanéj$i. Ve vech pfikladech mi¢ky pfedpokldddme existenci vSech
parcidlnich derivaci, které v nich vystupuj.

Pfiklad 1. Necht f(x, y;) < f(x, y,) pro libovolné y,, y,, y; < y,. Klademe
F(o, B; x, t) = 1. Algoritmus (11) je tvaru (viz [1], [4])

yn+l(x) = yO + J‘ f(t’ yn) dt N
X0
Ptiklad 2. Nechf L(x) je spojitd funkce, kterd spliiuje nerovnost (2). Klademe
F(a, B; x, t) = exp (— [ L(s) ds). Pak P(a, B; x) = —L(x) a algoritmus (11) je tvaru

(viz [8])
Jues(x) = Yo exp (— f 1 ds) ; j "0 ) + 563 w0 (— j 1) ds) .
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P¥iklad 3. Nechf existuji konstanty m a K takové, Ze v M’ plati nerovnosti
m < 9f(x, y)[oy < K.
Klademe-li:

a) F(, B; x, t) = "9, pak P(«, B; x) = m a algoritmus (11) je tvaru (viz [2])
ra(s) = o) = [ s o) a

b) F(a, B; x,t) = e X779, pak P(a, f;x,t) = —L kde L= max {|K|, |m|}
Algoritmus (11) je tvaru (viz [3], [7])

Yora(x) = (3) — j " 0 g (y,(4) d

c) F(a, B; x, t) = 1 jestliZe m = 0, dostaneme algoritmus pfikladu 1.

Ptiklad 4. Nechf v M’ existuje spojitd parcidlni derivace df(x, y)/dy;
0*f(x, y)/dy* = 0. Klademe-li F(a, B; x, t) = exp [ (0f(s, «(s))/0y) ds, pak P(a, B;x) =
= 9f(x, a)/0y a algoritmus (11) je tvaru

Yoea() = 3ix) — j exp ( f " of(s.3) ds> o) dt,

¢ Oy
Zuri(¥) = 2(x) - j p ( j if-%%) ds) I(z0) dt

V piipadg, Ze v M’ je 8%f(x, y)|dy* < 0, klademe F(x, B; x, 1) = exp [ 9f (s, B(s))[0) ds.
Pak

=t o[ 20 s
i) = 209 = [ e[ "’—f-%y—)d) oo

X0 t

Ptiklad 5. Jestlize v M’ 9%f(x, y)[0y* = 0 a of(x, y)[dy je spojitd funkce, klademe
Fy(a, B5 x, 1) = CXPJ“ M ds pak Py(x, B; x) = a_f_(_a_c,_g)
t oy dy
e 1) = exp [ F(sa(s) = £(s, B(s)) o = G 9) = f(x, B)
Fy(a, B; x, 1) = exp t ) = ) ds pak Py(x, B; x) )= B

Algoritmus (11) je tvaru (viz [6])

Yori(3) = 2) - [ exp ([ Z)as) st e,

t

b=t oo [ A




Ovéfime, Ze jsou splnny pfedpoklady véty 1. V M’ je df(x, y)[dy spojitd (tedy
v absolutni hodnot& ohraniend konstantou T) a proto Fya, B; x, f) zobrazuje #
do & a P(«, B; x) je pro pevné a, f € £ spojitd funkce na {x,, xo + a). Ddle na H#’
plati nerovnosti IF,.(az, B; x, t)l < €T, |6F,~/6x (o, B; x, t)l S T.eT. Fo B;x, 1)
spliiuje predpoklady lemmatu 2 kdy? C = ¢’", S = 2T. ¢*T. Uzitim podminky
9*f(x, y)|oy* = 0 dokdZeme zdvErem nerovnosti:

a) kdyZ yo < @y S o, £ B £ z pak

f0x 0) = f(x, 25) = Py(o1, 5 x) (0a(x) — 2a(x)) = f(x, 1) — f(x, 02) —

- F8) ) — o) = - 2S5O ) — ) s 0,
y 2

(ay(x) = O(x) < cxz(x))-

b) kdyZ yo < a < B, < B, £ z, pak
f(x’ ﬁl) _f(x ﬁz) - Pz(“ Bi; x) (ﬂl(x) - ﬁz(x)) =

e g LD = FCB) p o
10 80) = fGx ) =TS IR I ()~ ()

- -~—5f 000 (5, (x) - pa() - M (5:x) = po(2) =

6f(x@

ZIC 93) (5,(x) - Bu(0) (O1(x) — O:(x) 2 0,
(a(x) < 6,() £ 0:(1) = 6,(x) = Ai(9) ).
Jestlize je v M’ 0*f(x, y)/0y* < 0, pak podobn& jako v p¥iklad& 4

x) = x) — xex "f(s,y,,)—f(s,zn) s
Ya+1(%) = yu(x) .L, p(t o) = 2 d)J(y,,(t))dt,

zna(¥) = 2,(x) J exp ( f "’l%syf_) ds) J(z(1)) dt .

Ptiklad 6. Jestlize v M’ jsou df(x, y)/dy, &*f(x, y)[oy* spojité funkce;
0*f(x, y)[ay* < 0, 3*f(x, y)[oy* = O klademe

x {af(S, a(s)) a2f (S tx(s)) (ﬁ(s) a(s))} ds

Fy(a, B; x,t) = ex
oo pix,) = exp [ [T 2

t

pk Py i) = L0 azf;f;z’ (59 - o).

3) Nerovnost ©,(x) < €,(x) neplyne bezprostfedné z Taylorova vzorce. Dikaz nerovnosti
neuvddime.



Fz(a, ﬁ; X, t) = exp J'x {af(s9 ﬁ(s) 1 azf(s’ ﬂ(S)) (ﬁ(s) a(s))} ds

dy 2

. pak Py(a, B;x) = o (ax}: h) + % azfa(;; ) (B(x) — o(x))

a algoritmus (11) je tvaru

it [on([ 157

; O*f(s, yu) J’n) (za(5) — y,,(s))} ds) J(a(£)) dt ,

v o[
# 18002 ) - oy ) s ar

Aproximaci Caplyginova typu lze uZit jako analytické metody pfibliZzného FeSeni

ulohy (1) (viz [3], [5])- V nésledujicich dvou vétdch bude proveden odhad chyby této
metody.

Véta 2. Necht jsou splnény prfedpoklady véty 1 a pro a, fe £, x € {x¢, Xo + ad
plati nerovnosti:

L|P(a, B;%)| S Ty (i=1,2),
2. |f(x, yn + ten) = F(% ¥a) = Pi(ym 33 %) - "eal®)] £ Ki'en(x)[
|£(x, za + 204) = f (%, 2) = Pa(ys 243 %) - 224(x)| = KalPeu(x)[",

3. |eo(x)] < 4, (i=1,2)
kde T, K;, A;, k> 1 jsou vhodné konstanty a g,(x) = y(x) — y/x), 2e,(x) =
= y(x) — z,(x) (y = ¥(x) — Feseni alohy (1)). Pak pro vSechna n spliiujici nerovnost
k3 +ni3k’ > n — 2 plati odhad

i1

n n - — 1
(12) I‘Qn-}-l(x)l < A’; +1 . L(,k *1-1)/(k—1) . kk""”’""—“ ) s(zkn—x_l)/(k_l) >

kde s, =k* + k+1, Ly=a.K,;. e

Diikaz. Diikaz provedeme pro pfipad i = 1. Nalezneme funkci 6,(x), aby platila
rovnice

Y(x) = yulx) + 04(%) + Tenea(x) .

10



Derivaci posledni rovnice dostaneme (y’ = f(x, y, + '¢,))
y’(JC) = y’,l(x) + o:l(x) + lgl,l"" l(x) =f(xs Yn + lgn)
a odtud pouze vhodnym rozepsdnim &lent (g, +1(x) = '0.(x) — 0,(x))

IQ;,;+1(X) =f(x’ Yo+ 1Qn) - y,’,(x) - a,’,(x) =
= {=J(¥a) + Pi(¥m ¥5 X) 04(x) = 6,(x)} + P1(Vns ¥5 X) "Cus1(x) +
+ { (% yn) = P1(m 35 X) '0u(%) + £(x, yu + ‘en)} -

Nyni ¢,(x) zvolime tak, aby byla feSenim diferencidlni rovnice
04(%) = P1(¥as ¥5 %) 04(x) — ()
s po&atetni podminkou 6,(x,) = 0. Potom ', () je feSenim diferencidlni rovnice
Yo+ 1(%) = Pa(yus 75 %) 0ns1(%) + £(% ¥a + 10a) = (% ) = Pi(¥ms 3 %) '0a(¥)

s po&tetni podminkou g, 4(xo) = 0, tedy

ene) = [ esp ([ 70985,

ALt yu + 0n) = St yn) = Pi(yw v3 1) "0i(f) dt.

Uzitim pfedpoklada véty

lopei(0)] S K, . & j au(t)]tdt

Odtud

llgl(x)l < 4K, e“Tx(x = XO) s

1

Lo.(x)| < A¥(K, . T (x — k+1

|Qz()|— 1(18 (x xo)) P
obecné
(13) [lons1(x)| < AY*H. L DD 1 :

(k + l)k"‘l . s);n—.l
ji=2

kdes; =k + kK"t + ...+ k + 1.

V nerovnosti (13) jest® zdola odhadneme vyraz (k + l)k"'ljuzsf"". Plati
k+D)""' > K =K+ K+ +k+1>ks;y (j21) atedy s5; 2

11



g 52’ (.’ 2 2)

n n
kn-J —2\kn=Jd  kn~J (k" 1=k)/(k—1)2)—=(n—2)/(k=1)) krml—1)/(k—1) __
Hsj gl‘[(kf ) .Sy =k )/( )2) = (n—2)/( ).S(2 )/ ( ) —

-

n-3
“34@kn-3+ T kI—n+2)/(k—1
_ e L Wend ik 1) G

n—-3 n ’
Odtud ("3 + Y I/ —n +22 0)(k + 1) []s&77 > k777 gt DG
i=1 j=2

coz bylo dokdzat. P¥i praktickém vypodtu chyby je né€kdy vhodné&jsi pouZit vysledek
ndsledujici.

Véta 3. Necht jsou splnény pFedpoklady véty 1. Oznacme {y,(x)} ({z.(x)}) posloup-
nost dolnich (hornich) aproximaci FeSeni tilohy (1) definovanou algoritmem (11')
((117)). Necht pro (t,x)e N a o, f € & plati:

1. Fy(a, B; x, 1) = Fy(at, B3 x, 1) = F(a, B; x, 1),

2. If(x, z,) = f(%, yu) = Py 203 %) (2:x) — yn(x))l < K(zi(x) — ya(x))5,
3. |P(e, Bsx)| S T, '

4. zo(x) — yo(x) £ 4

kde T,K, A, k > 1 jsou vhodné konstanty. Oznacime-li L= a .K . ¢", plati pro
n—3

vSechna n vyhovujici nerovnosti k"~ + Y k/ Z n — 2 odhad
i=1

1

e s(zk"‘l——l)/(k—l) ’

Zye1(X) = p(x) < 47, LETImDIGED

1

_ kn+1 (kn+1—1)/(k—])
y(x) y,,+1(x) <4 L Rk s(zk"'l—l)/(k—l) ’

kde y = y(x) je FeSeni uilohy (1) a-s, = k* + k + 1.

Diikaz. Pro kazdé n (» =0, 1,2, ...) plati podle vty 1 nerovnosti y, < y < z,.
Integraci per partes, uZitim pfedpokladd 1-4 a p¥ihlédnutim k tGvodni &dsti dtkazu
véty 1, dostaneme

Zn+ l(x) = Vn+ 1(x) = z."(x) - y,,(x) - Jx F(ym Zps X, t) (J(z,,(t)) - J(yn(t))) dt =
= Zn(x) y,,(x) - (F(yn’ Zn’ X, t) (z (t) - yn(t))lt =)
+ [ Oz 0 el = i) -

xo0

12



- J'x F()’m Zps X, t) (f(t, y") - f(t, z")) dt =

X0

= r F(ym za3 X, ) {f(1, 2,) — f(t, ya) —

= Py 23 1) (2() — yal))} dt S K. €T J () = ).

Zbytek diikazu je jiz zcela analogicky odpovidajici Cdsti dikazu véty 2.
Pozndmka 4. Necht jsou splnény pifedpoklady véty 3 a k = 1. Pak plati odhady

z(x) — yu(x) £ 4 <I;<>" (T — 1),
z(x) = yu(x) £ A(a . K . &"T)". % .

Pozndmka 5. Jestlize pro tlohu (1) a operdtor F{u, B; x, t) jsou splnény pfed-
poklady vity 2 (v&ty 3 kdyZ Fy(a, B; x, t) = F,(a, B; x, 1)), fekneme, Ze algoritmem
(11) definovand posloupnost aproximaci je charakteru k (kde k vystupuje v podmince
2). Po této definici jsou posloupnosti aproximaci ve dfive uvedenych pfikladech 2,
3, 4, 5, 6 ndsledujiciho charakteru 1, 1, 2, 2, 3 (pokud je d*f(x, y)/oy* v M’ ohrani-
end).
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Zusammenfassung

EINE VERALLGEMEINERUNG DER METHODE PICARD-LINDELOF
DER.SCHRITTWEISEN ANNAHERUNG DER LOSUNG
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG j’ = f(x, y)

SvATOSLAV STANEK, Olomouc

Die schrittweisen Anndherungen der Losungen der Aufgabe (1) werden durch den
Algorithmus (7) definiert — der Algorithmus héngt von der Wahl des Kernes K,(x, y)
ab. Im Satz 1 sind geniigende Bedingungen angefiihrt, unter welchen diese Annéhe-
rungen von Tschaplyginschem Typ sind. Durch spezielle Wahl des Kernes werden
einige spezielle Algorithmen hergeleitet. Die Anndherungen des Tschaplyginschen
Typs kénnen als analytische Methode der angehniherten Lésung von Differential-
gleichungen beniitzt werden. Zum Schluss ist eine Abschitzung des Fehlers der
Methode angegeben (Sitze 2,3).
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