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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 94 (1969), Praha

POZNAMKA K DEFINICI KLEINOVY KVADRIKY
V METRICKE PRIMKOVE GEOMETRIIL

ADOLF KARGER, Praha

(Doslo dne 23. Fijna 1967)

1. GVOD

V é&ldnku je poddna geometrickd definice Kleinovy kvadriky pro metrickou pfim-
kovou geometrii s pouZitim pojmi teorie Lieovych grup a algeber a je nalezeno pfi-
rozené zobrazeni pfimkového prostoru eliptické, hyperbolické a eukleidovské t¥idi-
mensiondlni geometrie na tuto kvadriku.

Zmin&né pfifazeni je, zhruba ¥efeno, ndsledujici: Kazdé pfimce je pfifazena jedno-
parametrickd podgrupa Lieovy grupy pohybii v uvaZované geometrii, je to podgrupa
rotaci kolem této pfimky. Této podgrup? je pfifazen vektor z Lieovy algebry (tesny
vektor v jednotce grupy) pfislusné Lieovy grupy. Tomuto vektoru je pak pfirozenou
projekci z Lieovy algebry do projektivniho prostoru 25 tvofeného jednodimensio-
ndlnimi podprostory této algebry pfifazen bod v 2. Tyto body vytvofi kvadriku a je
ukdzdno, Ze tato kvadrika je skuteéné Kleinovou kvadrikou, zndmou v klasické pfim-
kové geometrii. Vzhledem k tomu, Ze pouZity aparat neni béZné€ pouZivany v klasické
diferencidlni geometrii, je celd konstrukce provedena podrobné, zvldsté v Casti tyka-
jici se Lieovych grup a algeber.

2. GRUPY POHYBU V NEEUKLIDOVSKYCH GEOMETRIICH

Bud ¥~ étyfdimensiondlni vektorovy prostor nad télesem redlnych &isel R. Zvolme
v n&m basi {e,, e,, e,, e;} a ztotoZn&me vektory e, ..., e; se &tveficemi

O = O O
-0 O O

1 0
0 1
o’ ofl’
0 0
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Ve ¥ zvolme kvadratickou formu

-3
s =Xg +8Y x2, kde 8= —1,0 nebo 1

a=1

a umluvme se, Ze kvadratickou formu a k ni pfislu¥nou symetrickou bilinedrni formu
budeme oznadovat tymZ pismenem. UvaZujme nyni ddle mnoZinu vektord ve ¥,
pro né&Z plati

fi(v, v) = +1.

V ptipadé f, jsou to dvé nadroviny x, = +1. V tomto p¥ipad€ zvolme v podprostoru,
daném rovnici x, = 0 za metrickou formu

3
o=y xi.
a=1

Ztotoznime-li ve vSech tfech pfipadech vektory navzdjem opacné, dostaneme
hyperbolicky prostor (pro jednoduchost jej oznaime & _,) pro 8 = —1, euklidov-
sky (&,) pro & = 0 a elipticky prostor (&;) pro & = 1 dimense 3. Grupa pohybi
v t&hto tfech prostorech je podgrupa v GL(4), zachovavajici formu f; (a v p¥ipadg f,
jesté formu @). Oznadme ji G; a nalezndme jeji vyjddfeni. Omezime se na p¥ipad & _,,
protoZe u ¥, a &, je to snadné.

Vzhledem k tomu, Ze zvolend base je ortonormdlni, musi pro kazdé ge G_,
platit

(1) f—1(geo, g"o) =1, f——l(gei,gej) = —0;,

kde i,j = 0,...,3 a i a j nejsou soucasnd rovna nule. Prvky z GL(4) piSme ve tvaru

g = ((al + %)) a &sla a! povazujme za soufadnice na grupé GL(4). Vektoru e, je

podle hofeniho pfifazena matice ((5;)). Pak ge, = ((a + &%) .((57)) = ((af + 5i)).
Z (1) tedy dostaneme

O filoeoge) = @+ 17 = X @ =1,

3
falgenge) = (@b + 3 (@} + 5) = 3 (a1 + 8) (&5 + 5) = =3y,
kde i a j nejsou soucasné nuly.

Najdéme nyni Lieovu algebru &_, grupy G_,. Na G_, zvolme diferencovatelnou
ktivku g(t) = ((a/(t) + 8)) takovou, Ze g(o0) je pravé jednotka grupy GL(4), tj. necht

€)) al(o)=0 pro i,j=0,1,...,3.

Kfivka g(t) spliiuje rovnice (2) pro viechna t v n&jakém okoli nuly. Najdéme pod-
minky, kterym musi vyhovovat soufadnice jejiho te€ného vektoru pro t = 0. Deri-
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vujme tedy pravé &dsti vztahii (2) a dosadme ze (3). Dostaneme

@ 2ad + 1) (ad) — 2a§1a3(a3)' Y

a tedy

-

(@) =0. |
(af) (@} + )+ (ab + 9 (@) — L@ (@5 + 5 + (ot + 5 @] = 0.

tj.

® (aly 89 + 82a) ~ X[ 5 + )] = 0.

V (5) rozlime nyni jednotlivé p¥ipady:
3
a) i =0,j =+ 0.Pak (a}) — Y (a5) & = 0tj. (a}) — (af) = 0.
1

a=

b) i % 0, j = 0. V tomto pfipadé dostaneme totéZ jako v a).
3
¢) i+0,j+0. Pak ) [(a3) 67 + 6%(a3)] = 0, tj. (a) + (a}y =o0.
a=1

Pro te¥ny vektor T = A4¥(0/0a}), grupy G_, v jednotce tedy plati
(6) Ai=0, A)=4), A= -4,

kde v poslednim vztahu je i, j + 0. Je tedy ®_, podalgebra v 2(4), pro niZ plati (6).
Stanovime-li obdobné algebry &, a &, 1ze souhrnn& napsat matici z G; ve tvaru

0, —da
a, A))’
kdeajetypul x 3resp.3 x 1a 4 je antisymetrickd matice typu 3 x 3.
Ozname EJ matici, pro kterou aj = 1 a ostatni prvky jsou nuly a nechf ¢;; =

= sg (1 2 3). Plati
ijk

V G, zvolme basi X, = ¢;E), X} = E{ — 8E{, kde i, j, k = 1, 2, 3. Pro algebru G,
pak plati ndsledujici tabulka ndsobeni:

[E!, E!] = 8'E] — SiE!.

(7) [Xb Xj] = Xk, [Xf» X’S] = Seiijk s [X(i), Xj] = siij’(‘) .
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3. ALGEBRY DUALNICH VEKTORU

Oznaéme Dj okruh dvojnych, dudlnich resp. komplexnich &isel (5 = 1, O resp. —1),
tj. dvoudimensiondlni komutativni algebru nad R, s jednotkovym prvkem, ve které
existuje na jednotce nezdvisly prvek g, pro n&jZ plati €2 = 8.

Bud nyni o Lieova algebra nad R. Tensorovy sou¢in Dy ® & je Lieovou algebrou
nad R, definujeme-li

[ZQi ® a;, Zaj ® bj] = ZQi"f ® [ai’ b]] , kde g g; € D;, a;, bje A,
i J iJ

pro viechny kone¢né soucty.
Pozndmka. Zavedeme-li je3t8 ¢ Y 0; @ a; = Y (00;) ® a; pro g€ D;, stane se
i i

D; ® o 'D;, — roziifenim algebry /. Je-li ey,..., e, base v &, tvofi vektory
ey, ..., €, ¢cey,...,ce, basi v Dy ® & a plati

(8) [esce] = ¢e[e, e;], [ce,ce] =3[e; e].

(Znaménko tensorového ndsobeni je pro strudnost vynechdno.) Ozna&ime-li % jedno-
duchou nerozit&pitelnou t¥idimensiondlni Lieovu algebru nad R (% je algebra oby-
gejnych vektori s ndsobenim napfiklad [a, 5] = a x b pro a, be %), plati

Véta 1.
6= 1 dvojnych
D; ® % je pro 6 = 0 algebrou dudlnich vektorii.
6= -1 komplexnich

Dukaz. Vektory u,ve D; ® # piSme ve tvaru u = x, + €x;, V= p, + &£y;,
kde x;, y; € %. Pak

[u, v] = [x; + ex;, p; + ey ] = X, X y2 + 8%y X py + &(x; X y2 + x3 X yy)

podle (8) a to bylo tfeba ukizat.
Snadnym duisledkem této véty je

Véta 2. D; ® % je isomorfni s ®;.
Diukaz. Je-li Y,, Y,, Y; ortonormdlni base v %, sta¢i poloZit
Y, =X,;, eY,=X].

Definice. Bud x = x, + &x, vektor z D; ® %. Oznalme (x, y) oby&ejny skaldrni
soutin libovolnych vektort x, y € #. Na D; ® # zavedme kvadratické formy

$x, Xy = (x5, x;) + 8(xy, x1), K(x, %) = (x5, %) .

Pozndmka. (x, y) pro x, y z % je bilinedrni forma ptisludnd Killingové kvadra-
tické form& na % a je tedy invariantni.
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Véta 3. Formy {x, x) a K(x, x) jsou invariantni kvadratické formy na Ds ® %«.

Dukaz. Kvadratickd forma F(x, x) je invariantni na Lieov¥ algebfe & pravé
tehdy, jestliZe plati

Fx, [y z]) + F([x,z].y) = 0.

Tvrzeni véty je pak snadnym disledkem invariantnosti formy (x, y) na %.

4, ,ISOTROPICKA“ ALGEBRA PRIMKY

Grupa Gj je grupou linedrnich transformaci prostoru ¥, tj. representaci G; ve 7.
Tato representace pfirozenym zpiisobem indukuje representaci algebry G; ve ¥,
tj. ®; 1ze povaZovat za algebru endomorfizml prostoru ¥". Base e, ..., e; ve ¥ in-
dukuje (opét pfirozenym zpiisobem) basi v ®;. Ozna&ime-li Rv vysledek piisobeni

zobrazeni Re ® na vektor ve ¥/, je pfi takto zvolenych basich Rv rovno soudinu
3

matice R a sloupce v. ZapiSeme-li pro jednoduchost vektor v = Y a;e; ve tvaru
i=0
3
v=a,+a, kde a=) ae
i=1
a vektor R ve tvaru
R=x, + &x,,
je
) Ro = (x, + &x,)(ao + @) = (5xy, @) + apx; + x, X a.
Bud nyni p = {u, v} pfimka v &;, uréend vektory u, v e ¥". Existuje jediné‘(ai na
transformace kanonického parametru) jednoparametrickd podgrupa v G;, zachovi-
vajici bodové p¥imku p. Skute€né; feSme rovnice

(10) Ru=0, Rov=0

pro nezndmé Re G;. Pifeme-li R = x, + ex;, u = ay + a, v = by + b, ddvaji
rovnice (10) po dosazenti z (9):

X (11) (le,a)+aox1+x2x a=0, (5x1, b)+box1+xZ X b=0.

Pfedpoklddejme nejdfive, Ze 6 # 0 a Ze a a b jsou linedrné nezdvislé vektory. Pak
prvni &st rovnic (11) ddvd (8x,, a) = 0 a (8x,, b)) = 0 tj. x, = Aa x b, kde AeR.
Dosadme nyni x, do druhé &dsti rovnic (11):

lao.axb+x2><a=0 tj- a X (Aaob_x2)=0,

Abg.ax b+ x, x b=0 tj. bx(—Absa — x,)=0.
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To znamend, Ze existuji u, v € R takovd, Ze plati

Aagh — x, = pa, atedy x, = Aagh — pa,
~Abga — x, =vbh, atedy x, = —vb — Abya.
Po porovndni dostaneme

x, = Naogh — boa).

Stejny vztah dostaneme i pro 8 = 0. Rovn&Z tak pro @ a b linedrn& zdvisld. P¥imce
p={u v} lze tedy pfifadit jednodimensiondlni podprostor v ®;, oznatme jej 9y
tvofeny vektory

X = 2{(aph — boa) + ca x b} .

(Toto ptifazeni je invariantni, nebot rovnice ad gR . gu = 0 pro g € G; je ekvivalent-
ni s rovnici Ru = 0, invariantnost je ostatn& ziejmd z geometrického vyznamu
vektoru R.)

Véta 4. Vektor X € 9, je isotropicky vzhledem k formé K, tj. plati K(X, X) = 0.
Obrdcené necht 0 + X e ®;, K(X,X) =0 a necht jesté {X,X) # 0 v pripadé
8 = 0. Pak existuje jedind pfimka p z &5 takovd, Ze X generuje jeji algebru H,.

Dukaz. Prvni &ist je zfejmd z vyjddfeni algebry 9, pdmoci vektord pfimky.
Obrdcené necht tedy (x,, x;) = 0. Re§me rovnici

(3xy, @) + apx; + x, x @ =0

pro nezndmé a, a a. Pfedpoklddejme nejdfive, Ze x, # 0 a x, # 0. Pak a = ax, +
+ Bx, x x,, kde a, feR, nebof a L x;, x, L x; a x, x x; L x,. Dosadime-Ii,
dostaneme agx; + x; X (ax, + fx, X x;) = aox; + fx; X (X, X x;) = apx; —
~ B(x3, x,) x; = (ap — B(x,, x,)). x; = 0. Je tedy ao = B(x,, x,) a mdme FeSeni
u=a,+ a=p(x,, %) + ax, + fx, x x,; pro viechna «, f € R. Linedrn& nezd-
visld feSeni jsou napf.:

uyp=x;, Uy =(x %)+ %, X x.

Tato u, a u, tvofi basi Feeni i v pfipad& kdy x, = 0. Zabyvejme se tedy jest& p¥i-
padem x, = 0.

a) 8 =0.Pakay, = t1laaex, = 0,atedy x; = Oato jespor. Vektory s (X, X) =
= 0 je tedy skute&n& u G, ticba vyloudit.

b) 8 % 0. Rovnice se pak redukuji na (8x,,a) =0 a aox, = 0. Z nich plyne
a, = 0a a L x,. Refenim je tedy opét jedind p¥imka, jak vyZaduje tvrzeni véty. Tim
Je dikaz proveden.

Zabyvejme se nyni pon&kud podrobnéji pfipadem 8 = — 1. Oznaéme & * mnoZinu
bodll z & _, danou vztahem f_ (v, v) = —1, ve ¥"; mnoZinu bod z &_, danou
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vztahem f_,(v, v) = +1 oznalme ¥~. ¥*(#~) je hyperbolicky prostor kladné
(zdporné) kiivosti. M&me v & _, pfimku p = {u, v}; u, ve ¥". Vektory u a v lze
volit tak, aby platilo f_,(u, u) + 0a f_,(u, v) = 0. Snadno se ukdZe, Ze pro vektory
Xe$, pak plati (X, X> = —2A*f_,(u, u).f_,(v, v), kde 1eR. Necht nejdfive
f-i(u, u) = 1. Pak nutn& f_,(v, v) = —1a (X, X} > 0; pfimkypn ¥“apn&*
jsou hyperbolické. V &~ jsou timto vylerpdny viechny pfimky. Je-li f_,(u, u) =
=f_y(v,v) = —1,je(X,X> <0apn P* = pjeeliptickd pfimka; je-li f_ (v, v) =
=0,jei (X,X>=0apn L* = p je parabolickd. Celkem tedy plati: Pfimkdm
z &~ odpovidaji ty vektory z & _,, pro které je

X, X>>0 a K(X,X)=0.

Pfimkdm z &* odpovidaji viechny vektory z & _;, pro které K(X, X) = 0 a to tak,
Ze pro hyperbolické je <X, X> > 0, pro eliptické je (X, X> < 0 a pro parabolické
je <X, X> = 0. Pfimkdm z &, odpovidaji vektory z ®,, pro n& K(X,X) =0
a {X, X) + 0. Pfimkdm z &, odpovidaji viechny vektory z ®,, pro n&Z K(X, X) =
= 0 (rozumi se nenulové).

5. DEFINICE KLEINOVY NADKVADRIKY

Bud £ projektivni prostor vSech jednodimensiondlnich podprostori v G;.
Oznadme n ptirozenou projekci z 5 do 2. Rovnici K(X, X) = 0 je v #5 definové-
na kvadrika, oznadme ji K. V &ésti 4. jsme definovali pfifazeni, ozname je k, které
kaZdé pfimce p z &; pfifadilo 1-dimensiondlni podprostor §, v &;. Tomuto H, je
projekei n pfifazen bod K(p) = n$,. Podle véty 4 je K(p) e K. Snadno se nahlédne,
Ze soufadnice vektorll z $, jsou skutedn& Pliickerovymi soufadnicemi (bodovymi)
pHimky p a z definice formy K(X, X) je vid&t, Ze K je skutetnd Kleinova nadkvadri-
ka v 2. Poznamenejme jeSt&, Ze diagram

k
p—>9, LK)

lg lad g in adg
’ k 4 n ’
p— 9, — K(p)

je komutativni (z ad g zna&i zobrazeni indukované zobrazenim ad g v #s).

Forma (X, X) ddvd pak v 25 metriku eliptickou pro & = 1, pseudoeliptickou
pro 8 = 0 a hyperbolickou pro § = —1. Tim je invariantnim zpisobem kaZdé pifimce
z &; pfifazen bod na Kleinov& nadkvadrice a obrdceng (s omezenim pro &, na
X, X> # 0; <X, X)> = 0 je v tomto pfipad€ nevlastni prostor dimense 3 v pseudo-
eliptickém prostoru dimense 5). Z toho vieho plyne, Ze na¥e definice Kleinovy
nadkvadriky je shodnd s definici b&Zn¢ uZivanou.
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Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG ZUR DEFINITION DER KLEIN’SCHEN
QUADRIK IN DER METRISCHEN LINIENGEOMETRIE

ADOLF KARGER, Praha

In der Arbeit wird die Definition der Klein’schen Quadrik fiir die hyperbolische,
elliptische und euklidische Liniengeometrie unter Verwendung der Theorie Lie’scher
Gruppen und Lie’scher Algebras vorgelegt. Es wird eine natiirliche Zuordnung zwi-
schzn den Geraden dieser Rdume und den Punkten der Kiein’schen Quadrik gefun-
den. Wenn die Lie’sche Gruppe der Bewegungen in elliptischer, hyperbolischer, oder
euklidischer Geometrie als Gj, ihre Lie’sche Algebra als ®; und der projektive Raum
eindimensionaler Unterrdume in G; als 5 bezeichnet wird, kann man die erwihnte
Zuordnung folgenderweise beschreiben: Es wird jeder Geraden p eine einparametrige
Untergruppe aus Gj, die Gruppe der Drehungen um diese Gerade zugeordnet. Der
Lie’schen Algebra §, aus ®; dieser Untergruppe wird dann ein Punkt aus 25 durch
die natiirliche Projektion zugeordnet. Diese Punkte bilden eine Quadrik in 25 (der
elliptisch, hyperbolisch oder pseudoelliptisch metrisiert wird) und es wird gezeigt,
daB diese Quadrik gerade die Klein’sche Quadrik ist, welche aus der klassichen Li-
niengeometrie bekannt ist.
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