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Casopis pro pdstovéni matematiky, rok. 95 (1970), Praha

SYMETRICKE KRIVKY

JArROMIR KRYS, JOSEF METELKA, Olomouc
(Doslo dne 16. ledna 1968)

1. UVOD

Definice I. Symetrické kfivky jsou algebraické kfivky v projektivni roviné S, nad
télesem komplexnich &isel, které jsou invariantni vzhledem k grup& G Sesti kolineaci
isomorfni se symetrickou grupou Sesti permutaci tfi prvka.

1. Grupa G,. Nejdiive uvedeme né&kolik elementdrnich poznatkl o grupé G.
Obecné je znamo-(viz napf. Vojt&ch: Geometrie projektivni — Praha 1932, str. 284,
nebo BydZovsky: Grupa $esti kolineaci rovinnych nebo prostorovych, Program redlky
Karlin 1908), Ze grupa G obsahuje vedle identické kolineace E tfi involuce a dv&
cyklické kolineace s periodou 3. Jeji tabulka je: ‘

|E K,K,K;K,Ks

E |E KK, K;K K5

K, | K,E K,KsK, K,

(1) K,|K,KsE K,K;K,
Ki|K;K,KsE K, K,

K, |K,K;K; K, K5 E

Ks | KsK,KsK, E K,

Nejjednodussi model grupy G¢ obsahuje kolineace:
(2 Ko=E :x9:X1:%X3 =Xg:%X;:%;; Kiixg:ixi:1%x; =Xg:%,:%; 3
K3iXo:X1 % =X 1x9:%,5 KgiXg:XpiXy=Xy:1X0:X;;

Kzixo:xlzx2=x2:x1:x0

Kﬁ:xllezxz’:xlilexo.



Znamend-li

3) x=Tx
libovolnou reguldrni kolineaci, tvofi Sest kolinaci
) K, =T 'K, T, i=0,1,...,5.

opét grupu Gg s tabulkou (1) Timto zplisobem dostaneme v3echny grupy G¢. Trans-
formagni vztah (4) je reflexivni, symetricky a transitivni, jde tedy o ekvivalenci. PFi
studiu tfidy grup G4 se miZeme omezit na jediny model a za tento pfijmeme model
(2). Budeme tedy naddle symetrickymi k¥ivkami rozumét k¥ivky invariantni vzhledem
ke grup¥ (2). Z ka’dé takto nalezené symetrické kfivky dostaneme dalsi aplikaci
transformace (3). Jde zfejm& o projektivn& ekvivalentni k¥ivky, majici p¥ipadné jen
riiznou polohu vzhledem k soufadnicovému systému.

Véta 1.1. Jedinym samodruznym bodem v grupé (2) je bod J(1,1,1); jedinou
ivariantni pfimkou je pfimka s; = xo + x; + x, = 0.

Tvrzeni jsou zfejmd a nepotfebuji dikazu.

Véta 1.2. Dva body Dy(1,¢,6%) a D,(1,¢%,¢) na pfimce s, (kde ¢ je primitivni tfeti
koFen z jednotky) tvoFi jediny pdr, ktery je jako celek invariantni v grupé (2); dvé
primky d, = JD; =X+ ex; +&*x, =0 a d, =JD, =xo + &2x; + €x, =0
tvofi jediny pdr pFimek, ktery je jako celek invariantni v grupé (2).

Dikaz. Existuje-li invariantni par bodit D, a D,, je spojnice D,D, invariantni
ptimkou, tedy podle véty 1.1. pfimkou s;. Oba body musi byt samodruZné pro cyklic-
ké kolineace K, i Ks. Zndmou metodou zjistime, Ze ze tfi spoleénych samodruznych
bodi kolineaci K, a K leZi prévé dva a to D,(1, €%, ¢), Dy(1, €%, ) na pfimce s,.
Dikaz druhého tvrzeni probihd dudlnég.

Véta 1.3. Trojice bodii, invariantni jako celek v grupé (2), jsou: J, Dy, D,;
U,(0,1, —1), U,(1,0, —=1), Us(1, —1,0) a body o soufadnicich (y, z, z), (z, y, z),
(2, z, y) pro libovolné y * z. Trojice pfimek, invariantni jako celek v grupé (2),
Jsou: sy, dy,dy; uy =%y —x, =0, u, =x0—x, =0, u3 =x, — x; a pfimky
0 rovnicich yxo + zxy + zx, =0, zxy + yx; + 2x, =0, zxy + zx; + yx, =0
pro libovolné y + z.

Dikaz. JestliZe body A, B, C tvofi trojici invariantni jako celek v grup& (2), musi
byt aspoii jeden z téchto bodil samodruZny pro involuci K,. Involuce K; md samo-
druZny bod U,(0, 1, —1) a viechny body o soufadnicich (y, z, z). Aplikujeme-li na
tyto body kolineace grupy dostaneme jednak trojici Uy, U,, Us, jednak pro y + z
dalsi trojice véty. Pro y = z mdme spoledny samodruZny bod J, ktery se evidentn&
musi doplnit pdrem D,, D,. Druhd polovina véty se dokazuje dualitou.
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Pozndmka 1. Evidentn¥ plati tyto incidence: U, leZi na sy, (), z, z) na u,, spoj-
nice (z, y, z) a (z, z, y) prochdzi bodem U,. Dalsi incidence dostaneme cyklickou
zdménou a dualisovdnim.

Pozndmka 2. Trojice (y, z, 2), (2, ¥, z), (z, z, y) leZi na jedné pfimce jen pro
y =2,z = —1. Jde pak o body (2, —1, —1),(—1,2, —1),(—1, —1, 2), které jsou
prusediky pfimky s, pofad€ s u,, u,, u;. Také se toto d4 dualisovat.

Pozndmka 3. VSechny ostatni body roviny, nejmenované ve vétach 1.1, 1.2, 1.3,
Ize seskupit do 3estic invariantnich jako celek vzhledem ke grup¥ (2).

2. Dvoji druh symetrickych k¥ivek. Necht je symetrickd kfivka ddna rovnici
F(xo, X4, X3) = 0, kde F je forma. Po provedeni kolineace K, grupy dostdvdme podle
pfedpokladu o symetrii k¥ivky vztah :

F(xq, X4, X3) = k; F(x0, Xy, x;) k; %0, i=0,1,...,5.
Ziejmé& plati k, = 1 a z tabulky (1) odvodime fadu vztaht
K=k2=ki=1, kKX=ki=1, kik,=k,=ks atd.,
jeZ 1ze splnit dvéma zplsoby:
a)k;=1i=0,1,...,5
b) ko =ky =ks =1, ky =k, =k; = —1.

Definice II. K¥ivky, jejichZ forma se grupou (2) transformuje s koeficienty a) resp.
b) budeme nazyvat symetrickymi k¥ivkami prvniho resp. druhého druhu.

II. SYMETRICKE KRIVKY

1. Vyjadieni symetrickych kfivek druhého druhu. Budeme se nejprve zabyvat
kfivkami druhého druhu. Necht se ve formé& F vyskytuje ¢len axi’xy'x3?, (a % 0). Po
kolineaci K, piejde tento ¢len v axy’x*x5'. ProtoZe md po kolineaci K, celd forma
zménit znaménko, musi se v F vyskytovat &len —axg’xy’x}!. Odtud plyne, Ze musi
byt v, % w,, jinak by se &leny axpxi'xy — axg®x2x}y' ruily. Obdobnou tdvahou
s pouZitim kolineaci K, a K5 zjistime, Ze téZ v, + v, a vy + v,. Musi tedy forma F
obsahovat vyraz tvaru

(5)  a(xpxy'xy — x@xpPxy' — xgX'PxF + xgxPxy + Xg' X% — xg'xy'xy’) .

V tomto zdpise pfedpokldddme lexikdlni uspofdddni, coZ znamend, Ze jsme volili
(bez ijmy na obecnosti) vo > v; > v,. Viimneme-li si permutaci exponentd u ¢lend
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v zdvorce a jejich vztahu ke znaménklim, vidime ihned, Ze zdvorku lze psdt ve tvaru

Xy Xpt xp*

(6) XP X XP, ve> vy > v,
vo v v
X2 le xzz

V tomto tvagu je ihned vidét alternujici charakter zdvorky v (5), nebof provedeni
kterékoliv kolineace K z grupy (2) znamend permutaci fddki v determinantu (6).

Véta 1.1. Uréujici forma symetrické kfivky druhého druhu je linedrni kombinace
determinanti tvaru (6), kde vo + v, + v, = n (stuperi kfivky).

Diukaz plyne bezprostfedné z pfede§lého, nebotf na mnoZiné ¢lenti formy F se
musi ddt beze zbytku provést rozklad na disjunktni Sesti¢leny tvaru (5), kde je zfejmé
Vo + VI + vZ = n.

Véta 1.2. KaZdd symetrickd kfivka druhého druhu je rozloZitelnd. Obsahuje jako
souldsti aspori pFimky u,, u,, u (véta 1.1.3.), z nichZ kaZdd je jako souddst kFivky
pocitdna s tou? lichou ndsobnosti.

Dikaz. Pro vy = 2, v, = 1, v, = 0 plati podle zndmych vlastnosti Vandermon-
dova determinantu pro ur&ujici formu symetrické kubiky druhého druhu

2
Xo xol

xtoxy 1] = (x; — %) (x0 — x3) (%o — x;) = uyu,u;.
x§ x2 1

Pro libovolné v, > v, > v, odedteme v determinantu (6) druhou fadu od prvni a pak
Ize z prvni fady vytknout x, = x,. Obdobné se ukdZe, Ze determinant (6) je délitelny
teZ X, — X, a X; — x,. Forma F symetrické kfivky druhého druhu lze tedy vzhledem
k v&t€ I1.1.1 psdt takto

F = u1u2u3G s

kde G je forma symetrické kiivky prvniho druhu. JestliZe je forma G délitelna vyra-
zem x; — X,, musi byt z diivodd symetrie (viz v&ta II.1.1) délitelna 1€Z x, — x,
a x, — X,. Lze pak psdt

F = Ujuuz . Uy Uuy . H ’
kde H je opét forma symetrické kfivky druhého druhu a tedy podle pfedeslého déli-

telna u u,u;. Dal§im rozvinutim této indukce je véta dokdzdna.

2. Vyjédfeni symetrickych k¥ivek prvého druhu. Urcujici forma téchto kfivek bude
symetrickd. Odtud vyplyvd:
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Viéta 2.1. Vsechny symetrické k¥ivky proniho druhu lze psdt ve tvaru F(sy, s2, s3) =
= 0, kde s, 55, 53 jsou elementdrni symetrické formy t¥i proménych x, X, x, @ F
je mnohoélen vdhy n.

III. INFLEXNf BODY SYMETRICKYCH KRIVEK I. DRUHU

Ukolem této kapitoly je zkoumat inflexni body symetrickych kiivek I. druhu a to
z hlediska toho, zda leZi nebo neleZi na dalSich k¥ivkdch. Pfi odvozovdni t&chto vlast-
nosti pfijdeme i na fadu jinych zajimavych vlastnosti t&chto kfivek.

Forma F uvedend ve vét€ I1.2.1. se dd psdt takto:

(1) F(sy, 55, 53) = as] + bsy? + esy® + YdsTushe + Zeis'{“s"‘z + Y fishtsie +
i i
+ Zg UIS'UZ i3

Pt#i ¢emzZ plati:

a) je-li n liché, potom b = 0

b) neni-li n dé&litelno 3, potom ¢ = 0

¢) my + 2my, = n, m;; a my, jsou &isla pfirozend

d) n;; + 3n;; = n, ny a ny;, jsou &isla ptirozend

e) 2I;; + 3lix = n, l;; a l;; jsou &isla ptirozend

f) rijs + 2rijz + 3rijz = 0, rijy, Tygp @ 7y jsou Cisla pfirozend

g) Y. znagi soudet danych vyrazii pro vechny pfipusiné mocniny s,, s;, s;. Pfi

ij

&emZ i je rovno mocniteli prvé elementdrni symetrické formy a j je rovno mocniteli
druhé elementdrni symetrické formy. Napi. pro n = 9 dostdvdme:

i 3.3
a) Y d;siisye = dys(s3 + dssisy + dssiss + dqs)s,
i
r rijzol = 2 4 2.2
b) Yg;;s17 15585 = 11515253 + §41515253 + §22515353
i
h) a, b, ¢, d;, e;, f;, g5 jsou konstanty.

§1. Body D,, D, a symetrické kfivky prvého druhu. Véta 1.1. Necht D,, D, jsou
reguldrni body dané nerozlofitelné symetrické kfivky I. druhu stupné n. Potom
plati:

a) Je-lin =3m + 1, kde m je pFirozené &islo, pak primka s, je te¢nou krivky
v téchto bodech, pFi cem? tyto body jsou jako priseciky pfimky s, s kFfivkou 2 + 3d
ndsobné, kde d je celé nezdporné &islo a 2 + 3d je men$i nebo rovno 4n.
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b) Je-lin = 3m + 2, kde m je celé nezdporné éislo, pak te¢nou v bodé D, je d,
a te¢nou v bodé D, je d,. V bodech D,, D, md pFislusnd tecna styk 2 + 3d ndsobny,
kde d je celé nezdporné &islo mensi nebo rovno n.

Dilkaz. Diikkaz provedeme pro D,. Z vlastnosti kolineace plyne, Ze totéZ plati
ipro D,. Idea diikazu spogitdv v tom, Ze budeme zkoumat kolikandsobny je bod D,
jako prisedik pEisluiné tedny s kfivkou. UZijeme zndmou v&tu z algebry tj. dané &islo
je prdav& n-ndsobny kofen, jestlize anuluje v8echny derivace do n — 1 fddu a derivace
n-fddu je pro dané &islo riiznd od 0.

1) Pfimka s, md parametrické rovnice:
Xo=A4+p, x,=k—pu, x,=¢l.
Piejdeme k nehomogennimu parametru t = pfA a dostdvdme:
2 Xo=141, X, =¢e—1, x,=2¢.
Dosadime z (2) do sy, 5,, 53. Dostdvdme:
(3 s;,=14+e+e =0, s, =—*+ (- 1)1¢,
s3= —&t+ (- +1)t+1.

2) Pfimka d, md parametrické rovnice (nehomogenni parametr):
4 Xo=1+1t, x;=¢+1t, x,=¢6"+1.
Dosadime z (4) do sy, 5, a 55. Dostdvdme:

(5) sy =3t, s, =312, s3=0+1.

DokaZme nyni prvou &dst véty. Necht n = 3m + 1. Tedy ¢ = 0. Nyni dosadime
z (3) do (1) a dostaneme:

(6) b[—1* 4+ (e — 1) ()% +
+ 2A[-2 + (e = D]’ [—er + (=& + 1)1 + 1],
Oznaéme m-tou derivaci vyrazu (6), (6)m. Dosadme do (6)m t = 0 a oznaéme obdrze-

ny vysledek (6t)m. Hledejme pro kterd nejmen3i m je (6t)m = 0. Prvy vyraz v (6)
bude riizny od 0 pro m = 4n a druhy vyraz pro m = I,,. Je ziejmé, Ze I;; < in.

Plati tedy:

1) jsou-li v8echna f; = 0, pak m = 4n. (kdyby i b = 0, potom sym. kfivka je
rozloZitelnd)

2) je-li aspoti jedno f; + 0, pak m = [,
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V ptipad€ 1 m4d pfimka s, s kfivkou styk (v bod& D 1) prdv& 3n ndsobny a v ptipad¥ 2
pravé I, ndsobny. Ztejm& platil;; = 2 + 3d,4n = 3(3m + 1) = }[3(m — 1) + 4] =
=2+ $(m — 1) = 2 + 3d. Tim je tvrzeni a) dokdzané. DokaZme nyni tvrzeni b)
véty IIL.1.1. Dosadime z (5) do (1):

(7 a(3t)" + b(3C)? + Yd,(30)™ (37)" + };e,.(:%t)"“ (2 + )" +

+ DAGBA) (2 + 1)+ Tg,30) 0 3) (2 + 1),
i ij

Hledejme opét, pro kterd nejmensim je (7t)m + 0. Ziejmé plati: prvy vyraz prom = n,
druhy pro m = n, tfeti pro m = n, &tvrty pro m = n;; paty pro m = 2l;;, Sesty pro
m = r;j; + 2r;j;. Ziejm& je tedy (76)m + Oprom = 2. (n = 3m + 2, tedy n;; 2 2).
Kdyby f, = 0, potom i pfimka s, md aspoil dvojndsobny styk s kfivkou v bod¢ D,
a bod D, musi byt singuldrni bodem k¥ivky. Proto pro pdty vyraz m = 2. MiZe viak
nastat, 2e i e, + 0, ale (7t)2 = 0. To nastane jedin& tehdy je-li 9e, + 3f; = 0.
Plati-li toto, pak sou&asn& plati i (7¢) 3 a (7¢t) 4 jsou rovny nule. Pro (7¢) 5 musime vie
zkoumat znovu, protoZe pfichdzeji v uivahu dalsi vyrazy: f,, es, g,5. Ale i zde plati
totéZ: je-li (7t) 5 = 0 pak je rovno nule (7¢) 6 i (7t) 7. Vyplyvé to z toho, Ze vyrazy
4, 5,6 v (7) pro dané i jsou mnohocleny, kde ¢ je v mocning 2 + 3d. (d je nezdporné
celé &islo). Jsou-li vesmé&s e; =0, f; = 0, g; = 0, potom m = n. (za pfedpokladu, Ze
kfivka neni rozloZitelnd). Také zde je n = 2 + 3d, nebot n = 3m + 2.

Véta 1.2. Dy, D, jsou singuldrnimi body dané nerozloZitelné symetrické krivky
I. druhu, plati-li:

a)n=3mac=0
b)n=3m+1lae =0
c)n=3m+2af =0

Tato véta se dd uvést i v jiném znéni:

Véta 1.3. Dy, D, jsou singuldrnimi body dané nerozloZitelné symetrické kfivky
I. druhu, plati-li: c = e, = f; = 0.

Dikaz té€chto dvou pfedchdzejicich vét plyne bezprostfedné z dikazu véty 1.1.
V t&chto pfipadech md jak pfimka s, tak i d; s k¥ivkou v bod€ D, styk aspoii dvoj-
ndsobny.

V dalsich nékolika pozndmkach ukdZeme nékteré disledky véty 1.1.

Pozndmka 1. Zfejmé& plati: Body D,, D, neleZi na nerozloZitelné symetrické
kfivce 1. druhu je-lin = 3m a ¢ + 0.

Pozndmka 2. Body Dy, D, jsou pro n = 3m + 2 inflexnimi jen ve specidlnim
pfipadé a sice jestlize 3e, = —f;.

13



Pozndmka 3. Na pfimkich d,, d, jsou vyznaéné jenom body D,, D, a J. Ostatni
body jsou uspofdddny do 6-tic a to tak, Ze t¥i body leZi na d, a tfi na d,. Ve vét& 1.1.
jsme ukdzali, Z¢ ptimka d, md v bod& D, (je-li tento bod reguldrni) styk s danou sym.
kfivkou prdvé tolikandsobny, Ze pro zbyvajici prisediky pfimky s k¥ivkou ziistdvd
&islo délitelné tfemi. Z toho vyplyvd: pfimka d, md v bod€ J s danou kfivkou styk
pravé 3 + 3d ndsobny, kde d je nezdporné celé &islo. ProtoZe totéZ plati i pro pfim-
ku d,, musi platit: LeZi-li J na nerozloZitelné symetrické kfivce I. druhu, potom je
tento bod singuldrni. '

Pozndmka 4. V&ta 1.1. ¥ikd toto: Je-li bod D,(D,) inflexnim bodem symetrické
kfivky, pak je inflexnim bodem ¥ddu 2, 5, ... atd., jinymi slovy, body D, a D, ndm
nahrazuji 6, 12, 18, ... (6 + 6k, k =0, 1,2,...) obyfejnych inflexnich bodi. Dile je
zajimavé to, Ze z rovnice k¥ivky (vyjddfené (1)) pozndme zda body D(D,) jsou
inflexnimi a kolik oby&ejnych inflexnich bodi ndm nahrazuji.

§2. Body Uy, U,, U, a sym. kfivky prvého druhu. Véta 2.1. Necht body Uy, U,, U,
leZi na nerozlofitelné symetrické kfivce 1. druhu stupné n. Potom plati:

a) Je-li n sudé jsou body Uy, U,, Uy singuldrnimi body dané kFivky.

b) Je-li n liché a aspori jedno z Cisel d, a fn+3y2 Je riizné od 0, jsou body Uy, U,,
U, inflexnimi body dané k¥ivky a to Fddu 1 + 2d, kde d je nezdporné celé (islo.

Diukaz. Budeme dokazovat pro U,. Z vlastnosti kolineace (grupy (2)) plyne, Ze
dokdzané vysledky budou platit i pro body U, a U,. Budeme postupovat podobné
jako pfi ditkaze v&ty 1.1. Zde viak musime nejdfive uréit teénu k¥ivky v bodg U,.
Tato te¢na md rovnici

(8) xoa—‘+x1—+x2——=0,

jestlize od OF[ox; dosadime soufadnice U,. Pro U, je s, =0, 5, = —1, 53 = 0.
Déle potitejme 0s;/0x; a dosadme zdroveil soufadnice U,. Dostdvdme

9) 9 _ 1, o _ 1, AlY = 1,
0x¢ 0x4 0x,
B g g B
0x, 0x, 0x,
NP R
0x, 0x, 0x,

Nyni derivujme (1) podle x; a zdroveii dosazujme s; = 0, s; = 0. (b = 0 nebot U,
leZi na kiivce). Dostdvdme:

(10 Pro Uy ...dysiS5% + fin—ay285" "> 55 .
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Pfedpokldddme zde n > 3. (pro kubiku dostaneme je§t& cs3). Potitejme nyni 0F [dx,,
0F [0x,, 0F [6x,. Budeme dosazovat z (9) do (10).
(11) a) d; £ 0, f, 0, n' = ¥(n — 3), potom OF[ox, = +d, + f,.

b)dy =0, for £0, n’ = ¥(n — 3), potom 9F[oxy = +f,.

¢) dy #0, f, =0, n’ =4(n — 3), potom dF|dx, = +d,

d) d, * 0, n’ = 3(n — 3), potom OF[0x, = OF|ox, = *d,.

Nyni z (11) dosadime do (8) a dostdvdme pro tednu t kfivky v bod& U,:

1)dy#0,f, +0=>t=(d, +f,)xo +d1x, +dx; =0

2)dy #0, f, =0=>t=x0+ X, + X, =0

3)dy=0,f, +0=>t=x,=0

4) dy = 0, f,. = 0, potom bod U, je singuldrnim bodem kfivky.

V ptipadech, kdy existuje oby&ejnd te€na je zfejmé (viz (1)), Ze stupeii kfivky je liché
islo. Tim je prvd &dst véty 2.1. dokdzdna. Dokazujme nyni druhou &dst véty 2.1.
Nejdfive pro ptipad 1). Parametrické rovnice teSny pro tento piipad jsou: (neho-
mogenni parametr)

(12) Xo= —dyt, x3=—1+(dy+f)t, x,=1.
Dosadme z (12) do sy, 5,, 53. Dostdvdme

(13) sy =fot, s;=(ds +fo)(t = dyt?) = 1, s3=dyt — £3(d, + f,) .
Dosadme z (13) do (1). Dostdvdme (n je liché)

(14) a(fut)* + cldt — 2(d, + f,)]"° +
+ Tt L@ + £) (0 = dut®) — 1] +

+ Yelfwt) [dit — £(dy + f)]" +
# SAL + 1) (= i) = 11 [t = P+ L] +
+ Zoufe)f [(ds + i) (t = d?) = 112 [dyt — £2(dy + £)]™2.

Hledejme nyni pro kterd nejmenSi m je (14t)m + 0. Prvy vyraz je pro m = n, druhy
pro m = in, tfeti pro m = my;, &tvity pro m = n;; + ny,, paty pro m = l,,, Sesty
pro m = r;y; + rys. ProtoZe n je liché musti platit m;; = 1 + 2d, n; + n;, =
=3+4+2d,1l;; =1+ 2d, rij3 + Tij3 =3 + 2d. Pro m = 1 je sice tfeti vyraz v (14)
rizny od 0 a p4ty také, ale (14f) 1 = 0. To plyne jednak z toho, %e dand p¥imka je te&-
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nou a jednak se o tom pfesv&d&ime dosazenim do (14). 4n = 1 + 2d, nebot n — 3 musi
byt sudé. Tim je p¥ipad 1) dokdzdn. P¥ipad 2. Parametrické rovnice te¢ny pro pfipad 2
jsou

(15) Xo=1t, x,=—1, x,=1-—1.
Dosadme z (15) do sy, 5;, 53. Dostdvdme
(16) s;==2t, s,=2+t—1, s3=—>+1t.

Nyni médme dosadit z (16) do (1). Porovnejme (13) a (14), z hlediska toho jaké jsou
Sy, 52, 53 mnoho&leny v t. Stejnd uvaha jako v pfipad& 1) vede k dikazu pfipadu 2.

DokaZme nyni p¥ipad 3. Parametrické rovnice teSny pro pfipad 3) jsou
(17) Xg=0, x;=-—1, X, =1+1.
(18) . sy=t, s;=—-1+4+1¢, 55=0.
Dosadime z (18) do (1). Dostdvdme

(19) at” + Ydam (=1 + )™=,
i

Je opét zfejmé, Ze i v tomto piipadé je tvrzeni vty spravné.

Pozndmka 5. Tvrzeni véty 2.1. se d4 formulovat takto:
a) Je-li n sudé potom body U,, U,, U, nejsou inflexnimi body.
b) Je-li n liché, pak jestliZe body U,, U,, U, jsou reguldrnimi body symetrické

kfivky, tak jsou inflexnimi body a nahrazuji ndm 3 + 6d, kde d je nezdporné &islo,
obydejnych inflexnich bodi.

§ 3. Body leZici na pfimkach u,, u,, u; a sym. kiivky prvého druhu. Véta 3.1. Nechr
bod A = (1, 1, k), kde k je libovolnd konstanta, je inflexni bodem dané symetrické
kfivky I. druhu. Tento inflexni bod je iddu 2 + 2d, kde d je libovolné nezdporné celé
Cislo.

Dikaz. Z vlastnosti centrdlni kolineace je zndmo, Ze te¢na v bodé A je spojnice
AU ,. Tato pfimka md parametrické rovnice

(200 Xo=t+1, x;=~-t+1, x,=k,
a
(21) si=k+2, s,=~-t2+2k+1, s;=—kt* +k.
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Dosadime z (21) do (1). Dostdvdme

(22) a(k + 2)" + b(—1* + 2k + 1) + o(~ke* + k)3 +
+ Ydi(k + 2™ (=1 + 2k + 1) + Yefk + 2" (=ke* + k)" +
i i

+ Zfi("t2 + 2k + 1)‘" (—ktz + k) +
i
+ Zgij(k + 2)rut (-—tz + 2k + l)ruz (~k12 + k)rm .
i

Nyni opgt uréime, pro kterd m je (22t) m = 0. Viechny vyrazy v (22), kde je ¢ jsou
mnohodleny, kde ¢ je vmocnin&€ 2, 4, 6, ..., 2 + 2d, a d je nezdporné celé &islo. Snadnou
uvahou dikaz téio véty se dokonéi. Z vlastnosti dané grupy plyne, Ze totéZ plati pro
bod B = (1, k, 1) i pro bod C = (k, 1, 1).

Pozndmka 6. Zdroveii odtud plyne, Ze pokud neni bod A4 singularni, tak pfimka
AUsj je te€nou v tomto bod& (toto jsme pfedpoklddali za zndmé).

Pozndmka 7. Disledek této véty je tento: Trojice bodii A, B, C invariantni
vzhledem ke grupé plati (v pfipadg, Ze jsou to inflexni body) za 6, 12, ..., 6 + 6d, d je
nezaporné celé &islo, obyCejnych inflexnich bodu.

§4. Inflexni body symetrickych k¥ivek prvého druhu. Z vlastnosti kolineace plyne
zcela samoziejmé, Ze inflexnimu bodu odpovidd inflexni bod. Obecné& tedy se daji
inflexni body sym. k¥ivek I. druhu seskupit do 3estic, které jsou invariantni jako celek
vzhledem k dané grupg. V pfedchdzejicich paragrafech jsme ukdzali, Ze i ve specidl-
nich ptfipadech tj. tehdy, kdyZ dostdvdme trojice a dvojice bodil invariantni jako
celek vzhledem ke grupé, ndm tyto body nahrazuji Sestice oby¢ejnych inflexnich bod.
Vyjimka je v bodech U,, U,, U,, které nahrazuji 3 + 6d oby&ejnych inflexnich bodi.
Z toho plyne:

Véta 4.1. Inflexni body symetrickych krivek I. druhu, které neleZi na piimce s,,
Ize seskupit do Sestic obycejnych inflexnich bodii. V§echny body téZe Sestice leZi na
jediné symetrické kuZelosecce.

Pozndmka 8. Zfejmé se v pfedchdzejici vété nevyluduje Ze:

a) dv& nebo vice Sestic splynou.
b) dv& nebo vice Sestic leZi na téZe symetrické kuZelose&ce.
¢) Podle vty 3.1. dostaneme trojici bodd.

Didle miZeme uvaZovat 12, 18, ... tice leZici na kubice, kvartice, ...

Véta 4.2. Necht symetrickd kfivka stupné n md ¢ obycCejnych inflexnich bodit a ¢
obyclejnych inflexnich bodii, je# dostaneme odelteme-li od ¢ podlet inflexnich bodii
JjeZ ndm nahrazuji body Dy, D,, U, U,, U;. Necht M = 3[m(m + 3)] je pocet bodi,
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které uréuji kFivku stupné m. Ddle necht M < /. Mezi inflexnimi body ' lze vidy
najit v’ inflexnich bodii, které leZi na symetrické kfivce stupné m. PFi éemZ pro v’
platit’ 2 M > 1 — 6.

Dukaz. Podle véty 4.1 se daji inflexni body v po&tu ¢ seskupit do /6 Sestic. Libo-
volnych t’[6 t&chto Sestic vyhovuje v&t& 4.2.

Pozndmka 9. & pfipadé, Ze inflexni body uvazované v dikaze véty 4.2 leZi na
kfivce stupn& niZSiho neZ m, tak tim spi¥e leZi na kfivce stupné m (tato kiivka je
zfejm& sloZend).

Smysl pfedchdzejicich vét je tento: Tim, Ze dand kfivka je symetrickd ndm zaruduje,
Ze 7' bodi leZi na k¥ivce stupn& m. Pfi &emZ je zajimavé, Ze toto &islo je vE&tS§inou vEtsi
neZ podet bodi urdujici danou kfivku. Dal§imi zajimavymi pfipady jsou ty, pro které
plati, Ze dand k¥ivka nemd s k¥ivkou stupn& m uvazovanou ve v&t& 4.2 dalgi spole¢né
body. Toto a dal$i zajimavé vlastnosti symetrickych kfivek ukdZeme v dal§im a zi-
véreéném paragrafu.

§5. Symetrické k¥ivky pro n = 2, 3, 4. V tomto paragrafu budeme aplikovat pfed-
chdzejici vysledky na kfivky stupné 2, 3, 4. Pfi ¢emZ budeme zkoumat dané kfivky
vzhledem k dané soustav€ soufadnic. To znamend, Ze se nebudeme zabyvat tim, zda
kfivka, kterd v dané soustavé symetrickd neni, v jiné soustavé je symetrickd. Toto
pfenechdme &Etendfi.

1. Symetrické kuZeloseCky. Podle III. (1) (nebudeme v dalsim uvadét kapitolu,
nebof se budeme vracet jediné ke kapitole II1.) maji tuto rovnici: as? + bs, = 0.
Podle véty 1.1 plati: TeCna v D, je d, z teSna v D, je d,. Je to tedy svazek kuZelosecek
o dvou spoleénych bodech a spoleénych te€ndch v té&chto bodech. Jinak vSak ziejmé
plati, Ze pro kaZdou reguldrni kuZelose¢ku lze najit takovou soustavu soufadnic, ve
které je tato kuZeloseCka symetrickd.

2. Symetrické kubiky. Podle (1) maji tuto rovnici:
(23) asi -+ CS3 + d18132 = 0 .

JestliZze plati ¢ = 0, pak zfejm& dand kfivka bude rozloZitelnd. Podle pozndmky 1
body Dy, D, neleZzi na symetrické kubice. Podle véty 2.1 jsou body U, U,, U,
inflexnimi body symetrické kubiky a to fddu 1.

a) Symetrickd kubika bez singulirniho bedu. Podle véty 4.1. zbyvajicich 6 in-
flexnich bodi této kubiky tvofi Sestici invariantni jako celek vzhledem k dané grupé.
Didle se snadno. ukdZe, Ze body této Sestice leZi na pfimkdch d,, d,. Tedy plati:

Véta 5.1. Necht A = (ao, 81, a,) leZi na dy(A * D, J). Sestice bodii invariantni
jako celek ke grupé, jejimZ bodem je bod A a body U,, U,, U; tvoFi konfiguraci

(94, 12).
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Ctendt si jist& bude aplikovat dalsi vlastnosti rovinné kubiky rodu 1 na symetric-
kou kubiku.

b) Symetricka kubika se singulirnim bodem. Véta 5.2. Existuje symetrickd kubika
s bodem uzlovym v J. PFimky d, a d, jsou tecny v tomto bodé. Kubika s bodem
uvratu neni symetrickd.

Ditkaz je zfejmy. Déle je zfejmé:

Véta 5.3. NerozloZitelnd symetrickd kubika md singuldrni bod, plati-li v (23):
27a + ¢ + 9d; = 0. (c + 0).

3. Symetrické kvartiky. Podle (1) maji rovnici:
(24) as? + bs2 + d,ss, + e;5;55 = 0.

Je zfejmé, kdyZ v (24) je b = 0, pak dand kvartika je rozloZitelnd. Zkoumdme-li
symetrické kvartiky z hlediska toho kolik a jaké singuldrni body maji, dostdvdme
tyto moZnosti:

a) Symetrickd kvartika bez singuldrniho bodu.

b) Symetrickd kvartika s jednim oby&ejnym bodem uzlovym a bez dalgich singu-
larit.

c) Symetrickd kvartika se dvéma inflexnimi body vratu prvého fddu a bez dal3ich
singularit.

d) Symetrickd kvartika se tfemi oby&ejnymi uzlovymi body.

e) Symetrickd kvartika se tfemi oby&ejnymi body uvratu.

f) Symetrickd kvartika s jednim oby&ejnym trojndsobnym bodem.

a) Sym. kvartika bez singulirniho bodu. Podle véty 1.1. je pfimka s, te€nou k¥ivky
v D, a D,. Ztejmé na pfimce s; nemohou leZet dalsi body kfivky a tedy nutng plati,
Ze body U,, U,, U, na této kiivce neleZi.

o) Inflexni body. Je zndmo, Ze tato kvartika md pravé 24 obyéejnych inflexnich
bodi. Podle pfedchoziho body Dy, D,, Uy, U,, U, nemohou byt inflexnimi. Lze tedy
podle véty 4.1 rozdélit t€chto 24 bodl do Etyf Sestic bodl takovych, Ze viechny body
téZe Sestice leZi na jediné symetrické kuZelosedce. Zkoumejme jak je to s ptipady
v pozndmce 8. P¥ipad a) nelze vylougit a proto pfedpoklddejme, Ze dané Sestice bodi
jsou navzdjem riizné. Pfipad b) nemiZe nastat, nebot symetrickd kuZelosetka, kterd
obsahuje body dvou riznych Sestic je nutn& souddst dané kvartiky. UvaZujeme ne-
rozloZitelnou kvartiku. Ptipad c). UvaZujme (22) pro n = 4. Dostdvime

(25)  a(k+ 2* + b(—* + 2k + 1)> + dy(k + 2)* (> + 2k + 1) +
+ ey(k + 2)(—ki* + k).
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Derivujme (25) podle . Dostdvdime

(26) 2b(~1 + 2k + 1) (=2t) —2tdy(k + 2)* - 2e,kt(k + 2).
Derivujme (26) podle t. Dostdvdme

(27) 2b(—12 + 2k + 1) (—2) —2d,(k + 2)? — 2e,k(k + 2) + 8bt? .
Dosadme do (27) t = 0 a dostdvdme

(28) —4b(2k + 1) = 2d,(k + 2)* — 2ke,(k + 2).

JestliZe vyraz (28) je roven 0, potom bod o soufadnicich (1, 1, k) je inflexnim bodem
dané kiivky. Vyraz (28) poloZen roven 0 je kvadratickd rovnice pro k. M4 tedy FeSeni
nejvyse pro dv& riiznd k. (identita to je jen pro b = d = 0). KdyZ toto k vypo&teme
musime op&t dosadit do (24) a zjistit zda bod (1, 1, k) na dané kvartice leZi. Z toho
plyne:

Véta 5.4. Ze ¢tyF navzdjem riznych Sestic inflexnich bodi symetrické kvartiky bez
singuldrniho bodu mohou maximdlné dvé Sestice prejit v trojici vesmés riiznych bodi
invariantnich jako celek k dané grupé.

Tim jsme se tedy vyrovnali s pozndmkou 8. Jisté je zfejmé, jestliZe dand Sestice
pfejde v trojici bodi, pak tato trojice ddvd pro symetrické kfivky prochdzejici touto
trojici 6 podminek, nebot spojnice bodu trojice s pfisluSnym U; je te€nou kfivky
v tomto bodé&. Lze tedy vyslovit tuto vétu:

Véta 5.5. 24 obydejnymi inflexnimi body symetrické kvartiky bez singuldrniho
bodu prochdzi prdvé 6 navzdjem riznych symetrickych kubik, z nichZ kaZdd pro-
chdzi pravé 12 témito body. Téchto 6 symetrickych kubik lze seskupit do tfi dvojic
o nichz plati, %e dvé kubiky dvojice nemaji 2ddny bod dané kvartiky spoleény.

Dikaz téo véy je zfejmy. Jenom je tfeba zdiraznit, Ze Zddnd z uvaZovanych
kubik nemd dalsi spole¢né body s kvartikou a jednd se tedy o uplny prinik.

Pozndmka 9. PouZijeme-li tzv. ,,Noetherovy véty* pak ziejmé plati: Budiz H
hessidn vySe uvaZované kvartiky. Kazd4 z Sesti kubik uvaZovanych ve vét€ 5.5
protind H v dalSich $esti bodech. Téchto 6 bodu leZi na jediné kuZeloseéce. Tyto
kuZelosecky jsou prdvé 3 tj. kubiky dvojic z véty 5.5 protinaji Hessidn v dalSich
dvandcti bodech, které leZi na téZe kuZelosecce.

B) Vlastnosti bodi dotyku dvojnisobnych te¢en. Aplikujeme-li vSechny zndmé vlast-
nosti o kvartikdch na symetrické kvartiky dostaname dalsi zajimavé vlastnosti. Pro-
vedeme zde na ukdzku aplikaci vysledku, ktery je uveden v knize prof. BYDZOVSKEHO:
Existuji kuZelose&ky které obsahuji po osmi dotykovych bodech &tyF dvojndsobnych
teden kvartiky. Je ziejmé, Ze dvojndsobné te€n& bude odpovidat opét dvojndsobnd
tena a totéz plati o bodech dotyku. UvaZovand kvartika md 28 dvojndsobnych
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teGen. Pfedpoklddejme, Ze jsou vesmés riizné a 56 jejich bodu dotyku je také navzd-
jem riznych. Jedna z t&chto te€en je pfimka s,. UvaZujeme teény z bodu U,. Kvartika
protind u, ve 4 bodech. Spojnice téchto bodilt s bodem U, je te¢nou v daném bode.
Celkem lze vésti z U; 12 teCen. Zbyvd tedy 6. Necht ¢, je te€nou kvartiky prochdze-
jici U;. V kolineaci se sttedem v U,t, odpovida t1, kterd je op&t teCnou a plati t;, = t].
Tedy musi byt fato te€na dvojndsobnd. Pfi emZ bodu dotyku na #;, odpovidd bod
dotyku na tj. Z bodu U, lze tedy vésti dal3i tfi dvojndsobné te¢ny. TotéZ plati pro
U,, U,. Déle je duleZité, Ze dostdvdme tfi trojice pfimek invariantnich jako celek
vzhledem k dané grup€ a tti Sestice dotykovych bodu. Zbyvajicich 18 dvojndsobnych
teCen tvofi tfi Sestice pfimek invariantnich jako celek k dané grupé. Body dotyku
tvori celkem Sest Sestic bodt. Lze tedy seskupit body dotyku dvojndsobnych teden
do deviti Sestic bodl a zbyvajici dva body jsou body Dy, D,. Podle ivahy, kterou jsme
udélali ve v€i& 5.5 existuje celkem 36 navzdjem rtiznych kubik, které prochdzeji prdaveé
12 z uvazovanych 54 bodi dotyku dvojndsobnych teen kvartiky. Snadnou uvahou
zjistime, budeme-li se zajimat o kubiky, které prochdzeji dvandcti dotykovymi body
Sesti dvojndsobnych teden, Ze téchto kubik je 6. D4 se tedy pro symetrické kvartiky
rodu 1 doplnit vysledek uvedeny v Gvodu tohoto odstavce: Existuje 6 navzdjem
ruznych symetrickych kubik, které prochdzeji dvandcti dotykovymi body Sesti dvoj-
nasobnych tecen.

Pozndmka 10. Ve vété 5.5 jsme pfedpoklddali, Ze Zddné dvé Sestice nesplynou.
Nechdme na Ctendfi jak se potom dosaZené vysledky upravi, jestliZe tento pfedpoklad
neuCinime. V dal$im jen projdeme ostatni symetrické kvartiky a nechdme &tendfi
aplikovat i na tyto kfivky pfedchdzejici vysledky. Zejména pokud se tyce inflexnich
bodil.

b) Symetricka kvartika s jednim obycejnym bodem uzlovym a bez dalSich singularit.
Z véty 1.1 je zfejmé, Ze s, je dvojndsobnou te€nou. Singuldrnim bodem je bod J =
= (1, 1, 1). Teny v ném jsou d, a d,.

¢) Symetrick4 kvartika se dvéma inflexnimi body tvratu a bez dal§ich singularit.
Singuldrni body jsou D, a D,. Te¢na v D, je d; a vD, je d,. Disledkem véty 1.3 je:

Véta 5.6. Je-li dand symetrickd kvartika nerozloZitelnd a plati-li v (24): e, = 0,
potom dand kvartika md body D,, D, singuldrnimi.

d) Symetricka kvartika se tfemi obyCejnymi uzlovymi body. Pfimka s, je dvojnd-
sobnd tedna s body dotyku D, D,. Singuldrni body jsou: 4 = (1,1, k) B = (1, k, 1),
C = (k, 1, 1), kde k + 1. Te¢ny v A jsou AD, a AD,, podobn& v B jsou BD, a BD,
a podobné v C jsou CD; a CD,.

¢) Symetricka kvartika se tfemi obyéejnymi body dvratu. P¥imka s, je jedinou dvoj-
ndsobnou teénou. Singuldrni body jsou na pfimkdch u,, u,, u3 a ptimky u,, u,, u;
prislusné teCny.
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f) Symetrick4 kvartika s jednim oby&ejnym trojnasobnym bodem. Singuldrni bod je
J = (1,1, 1). Tedny v n&m jsou jeho spojnice s body U, U,, Us.

Pozndmka 11. Pokusme se v této zdvére€né pozndmce ukdzat jak nejvhodnéji
z (24) pozndme o jakou kvartiku jde. Pfipad c) pozndme snadno podle véty 5.6 tj.
kdyZ v (24) je e, = 0. UvaZujme o vzdjemné poloze pfimky u, a symetrické kvartiky
(24), kde je e, + 0. Pro pfipad a) plati, u; m4 s kvartikou prdv& 4 navzdjem rizné
body spole&né. V p¥ipad¥ b) md s kvartikou spole¢né prdvé tfi navzdjem riizné body,
z nichZ jeden je bod J = (1, 1, 1). V pfipadé d) md s kvartikou spole¢né prdvé tii
vesmé&s riizné body z nichZ ani jeden neni bod J = (1, 1, 1). Podobn& uvdZime ve
zbyvajicich pfipadech. Dostdvdme tento vysledek: Dosadme v (25) t = 0. Dostdvdme
a(k + 2)* + b2k + 1)* + dy(k + 2)* (2k + 1) + e;k(k + 2). Tento vyraz polo-
Zime roven 0 a dostdvdme tim rovnici ¢tvrtého stupné pro k. Nyni tuto rovnici rozfe-
§ime:

a) ky, kj, k3, kg jsou vesmés riiznd a Zddny z nich neni roven 1. Dand symetrickd
kvartika nemd singuldrni bod.

b) ky = 1, k,, k3 jsou vesmé&s riizné a k, je dvojndsobny kofen. Dand symetrickd
kvartika md prdvé jeden uzkovy bod.

¢) ky =1, k, jsou riizné a k, je trojndsobny kofen. Dand kvartika m4 jeden troj-
ndsobny bod.

d) ky #+ 1,k; #+ 1, k3 + 1jsou vesm&s riizné (jeden z nich musi byt dvojndsobny).
Dan4d kvartika md prdvé t¥i obyCejné body uzlové.

e) ki + 1, k, + 1 jsou navzdjem rizné a jeden z nich je trojndsobnym kofenem.
Dand kvartika md prdvé t¥i obyéejné body tvratu.

Adresa autorid: Leninova 26, Olomouc (Palackého universita).

Zusammenfassung

SYMMETRISCHE KURVEN

JaroMirR KRYS, JOSEF METELKA, Olomouc

In diesem Artikel werden die Eigenschaften der symmetrischen Kurven studiert,
d. h. der ebenen algebraischen Kurven, welche zur Kollineationsgruppe G4 invariant
sind. Die Gruppé G ist mit der symmetrischen Gruppe der sechs Permutationen von
drei Elementen isomorph. Es werden besonders ihre Wendepunkte untersucht.
Diese Punkfe sind mit weiteren algebraischen Kurven inzident.
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