Casopis pro péstovani matematiky

Bohdan Zelinka

Dal$i pozndmky o nekone¢nych hranové disjunktnich systémech cest v grafu

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 95 (1970), No. 3, 309--315

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117689

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1970

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117689
http://project.dml.cz

Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 95 (1970), Praha

DALST POZNAMKY O NEKONECNYCH HRANOVE DISJUNKTNICH
SYSTEMECH CEST V GRAFU

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo dne 14. bfezna 1969)

Tato prace navazuje pfimo na prace [5] a [6]. Tyto prace se zabyvaji Diracovou
hypotézou ze symposia o teorii grafii ve Smolenicich roku 1963 (viz [1]):

Dva rizné uzly a a b grafu jsou spojeny nekonecnym poctem 6 cest, z nichZ
kazdd md a a b jako koncové uzly a z nichZ Zddné dvé nemayji spolecnou hranu.
Vyplyvd z toho, e a a b jsou spojeny & cestami takovymi, ¥e kaZdd z nich mdaa b
jako koncové uzly, ddné dvé z nich nemaji spolecnou hranu a spolecné uzly kterych-
koliv dvou cest se vidy vyskytuji v tém# poradi, jdeme-li podél obou téchto cest
z a do b? .

V [5] je dokézano, Ze tato hypotéza neplati pro 5 = N,. V [6] se uvadi, Ze je prav-
diva pro regularni é rizna od X, a pro 6 = N, pfi zesileném pfedpokladu — piedpo-
klada se, Ze délky danych cest jsou mensi neZ dané pfirozené Cislo. Zde dokaZeme
platnost hypotézy pro d = N, za pfedpokladu zesileného jinym zpisobem a uvedeme
rovnézZ jistou vétu o nekoneénych cestach.

V této praci se pod slovem graf mini neorientovany graf bez smy&ek. Mluvi-li se
o podmnoZing uspofadané mnoZiny, rozumi se tim, Ze jde opét o uspofadanou mno-
Zinu, jejiz usporadani je indukovano uspofddénim pivodni mnoZiny. Jednostranng
nekoneénym tahem v grafu se rozumi nekonecna posloupnost, jejiZ liché (v pofadi)
¢leny jsou uzly, sudé ¢leny hrany grafu a sousedni ¢leny jsou v tomto grafu incidentni.
Jestlize se Zadné ¢leny této posloupnosti neopakuji, mluvime o jednostranné neko-
necné ceste. .

Nejprve dokaZzeme dvé lemmata.

Lemma 1. BudiZ M nekonecnd usporddand mnoZina. Pak existuje podmnoZina N
mnoZiny M, kterd pFi uspofdddni indukovaném uspordddnim mnoZiny M md ordi-
ndlni typ bud w, (typ pFirozené uspofddané mnoZiny pFirozenych ¢isel), nebo wg
(typ prirozené usporddané mnoziny celych zdpornych disel).
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Dilkaz. Pfedpoklidejme nejprve, Ze existuje podmnoZina P mnoZiny M, kterd
nem4 nejvétsi prvek. K mnoZing P existuje konfinalni dobfe uspofddana mnoZina R
(viz [2]). MnoZiny P a R jsou zfejm& nekone&né. ProtoZe w, je nejmensi nekone¥né
ordinalni &islo, mnoZina R obsahuje isek N o ordindlnim &isle w,.

Nyni predpoklddejme, Ze kaZdda podmnoZina mnoZiny M ma nejvétsi prvek.
Prejdeme-li k uspbfadani inversnimu k danému uspotadani mnoZiny M, ma kazda
podmnoZina“mnoZiny M v tomto uspofadani nejmensi prvek, tedy M v tomto
uspofadani je dobfe uspofddana a obsahuje usek N o ordinalnim d&isle w,. Pfe-
jdeme-li opét k piivodnimu uspofadani, ma mnoZina N ordinélni typ wj.

Lemma 2. Budi? T jednostranné nekonecny tah v grafu G, v némzZ pocet vyskyti
libovolného uzlu je konecny. Pak existuje jednosmérné nekoneénd cesta C v G tak,
%e vSechny jeji uzly a hrany ndleZi do T a jeji pocdtecni uzel je rovné# pocdteénim
uzlem tahu T.

. Ditkaz. Uzly tahu T budteZ po fad€ u,, u,, u,, ... Definujme rekurentn& posloup-
nost celych &sel {k,} % ,. PoloZme ko = — 1. Je-li definovano k, -, pro n&které pfi-
rozené n, pak k, je takové Cislo, Ze uy,_, +, = u,, a pfitom pro vSechna pfirozena Cisla
I > k,jeu; + u,__,+,. ProtoZe poCet vyskytt kazdého uzlu je kone¢ny, je k, defino-
vano pro kaZdé n a sestrojend posloupnost je rostouci (nebot k,.y = k, + 1 > k)

Hledan4 cesta se sklada z uzld k, pro viechna n = 1 a z hran u, uy,, ,-
Nyni dokaZeme vétu.

Véta 1. Budi G graf bez nekonecnych cest. Jsou-li a, b dva uzly grafu G a existu-
je-li systém N, cest z a do b takovy, %e Zddné dvé cesty tohoto systému nemaji spo-
le¢nou hranu, existuje systém N, cest z a do b, z nichZ £ddné dvé nemaji spolecnou
hranu a spole¢né uzly libovolnych dvou cest se vyskytuji v témZ poradi, jdeme-li
od a do b po obou cestdch.

Ditkaz. BudiZ G graf spliiujici pfedpoklad véty, budiz € pfisluiny systém cest.
Obdobné jako v [6] budeme sestrojovat posloupnost systémii cest {&,}, posloupnost
cest {D,} a posloupnost uspofadanych mnozin uzld {M,}. PoloZzime &%, = &,
M, = 0. Dalsi leny posloupnosti definujeme rekurentn&. Mg&jme definovin systém
cest &;_, a uspofddanou mnoZinu uzld M,_ pro ! = 1. O systému &,_, pfedpokla-
dejme, Z¢ ma mohutnost X, (pro ¥, to plati podle vyse uvedeného). Vezmeme-li
libovolné dv& cesty C, C’' z #,;—;, pak K{C’) bude znalit mnoZinu spolednych uzli
cest C a C’ (s vyjimkou a a b) uspofadanou podle toho, v jakém pofadi se vyskytuji
jeji prvky, jdeme-li po cesté C’ z a do b. Pfedpokladejme, Ze pro kazdé dvé cesty C, C’
z¥,-1 je K(C') > M,_,. (Jde o inklusi uspofadanych mnoZin — pro M, to zfejmé
plati.) Pfitom je-li d4na cesta C, pofet navzijem riznych mnoZin K{C') je zfejmg
- kone¢ny. PonévadZ &,_, je mnoZina mohutnosti N, existuje alespoti jedna uspofa-
dani mnoZina L > M,_, takova, ze¢ K(C') = L pro N, raznych cest C' z &,_,.
Zvolme takovou cestu D,_,, Ze existuje vlastni uspofadana nadmnoZina M; mnoZiny
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M,_, tak, 3¢ K,,_ (C) = M, pro ¥, cest C' z #,_, (pokud takova cesta existuje).
Systém cest C’' z &, pro které K Dl_l(C') = M/, oznatime &,. Neexistuje-li cesta
D,_,, ktera by spltiovala podminku, neni M, ani &, definovano. Z definice vyplyva,
e M, (pokud je definovana) je vlastni usporadanou nadmnoZinou mnoziny M, a &,
je podsystémem &, pro k > l. Vidime také, Ze systém &, takto sestrojeny ma opét
mohutnost 8, a Ze M; = KC(C’) pro libovolné dvé& cesty C, C' z &, plati to tedy pro
viechna 1. Jsou zde nyni dvé moZnosti — bud jsou posloupnosti {M,} a {&,} kone&né,
nebo jsou nekone¢né. V prvnim ptipadé postupujeme jako v [6]. Existuje pFirozené
tislo m takové, Ze k Z4dné cest& C € &,, neexistuje ¥, cest C’ takovych, Ze K(C’)
je vlastni nadmnoZinou mnoZiny M,,. Je-li C cesta z &, budiz #(C) systém cest C’
z &, takovych, Ze K{C') je vlastni nadmnoZinou M,,. Sestrojime nyni nekonednou
pasloupnost cest {C;}. Cesta C, je libovolng zvolena cesta z S,,. Mame-li sestrojeny

i-1
cesty C, pro k < i, zvolime za C; libovolnou cestu ze systému &, = U 2(C,).
i-1 k=0
Pokradujeme takto do nekoneCna; lze totiZ snadno nahlédnout, Ze |J P(C,‘) je vidy
k=0

i-1

konegné, tedy #,, = U 2(Cy) je pro viechna ptirozena i nejen neprazdné, ale dokon-
k=0

ce nekone&né. Posloupnost {C i} je tedy nekone&na; pfitom pro ka?dé dvé cesty C,, C,
z této posloupnosti je K¢ (C,) = M,, a oviem i K¢, (C;) = M,,. Tedy posloupnost {C,}
je hledanym systémem cest.

Predpokladejme nyni, Ze posloupnosti {M,} a {S,} jsou nekonené. Oznaime
M = U M,. Budiz x < y v M pravé tehdy, je-li x < y v n&které z mnoZin M,. (Na-
k=1

stava-li toto v jedné z mnoZin M,, nastava to zfejmé& ve vSech ostatnich, které obsahuji
x a y.) MnoZina M je zfejmé& nekonena. Podle lemmatu 1 existuje uspofadana pod-
mnoZina R mnoZiny M, jejiz ordinalni typ je bud w,, nebo wgy. UvaZujme nejprve
prvni pfipad. Oznaéme s, nejvétsi z takovych prvki, které patii do M, a jsou mensi
neZ alespoii jeden prvek z R; protoZe M, je koneénd mnoZina, existuje s, pro kazdé k.
BudiZ S mnoZina vSech s,, pfi¢emzZ uspofadani mnoZiny S je indukovano uspofadanim
mnoZiny M. ProtoZe kaZdy prvek mnoZiny R patii do n&které z mnoZin M,, je S konfi-
nalni s R a tedy rovnéZ ordinalniho typu wq. PonévadZ pro k < I je M, = M, je také
s; < 5,. Sestrojme nyni nekone&ny tah T nésledujicim zpiisobem. Vezmé&me tsek Cj cesty
C, za do s;. Nyni najdéme nejmensi pfirozené ¢islo k, tak, Ze s, > s, a vezm&me Usek
Cy, cesty Cy, z sy do s,,. Pak najdeme opét nejmensi pfirozené &islo k, tak, Ze s;, > s,
a vezmeme usek C;, cesty Cy, z 5;, do s;,. Analogicky pokradujeme dale. Ziskame tak
jednostranné nekoneény tah T. M&me nyni uzel s, a isek T' tahu T'z s, do nekone&na.
Usek T se sklada pouze z jistych usekd cest C, pro ! > k. Jdeme-li po kterékoliv
z téchto cest od a do b, vyskytuji se na ni uzly z M, v pofadi souhlasném s uspofada-
nim M, a tedy i s uspofadanim mnozZiny M. V tahu T’ se prochazi kaZzdym ze zminé-
nych tsekd tak, jako kdyby se prochazelo pfisluinou cestou z a do b. Predpokla-
dejme, Ze se vyskytne v T" uzel t z M, riizny od po&ate&niho uzlu tahu T. Podle vyse
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uvedeného musi byt s, < t. Uzel ¢t musi leZet na n&kterém z usekd cest C,, tedy
existuje n&jaké 1 tak, Ze t < 5,. Mame tedy s, < t =< s; a t je uzlem mnoZiny M, a je
men3i neZ jisty uzel z S. Pfitom je v&t3i neZ s,, ktery je podle pfedpokladu nejvétsi
z takovychto uzli. Tim dostavame spor. TudiZ T’ neobsahuje Zadny uzel z M,.
Uzel z M, se tedy miZe vyskytnout v tahu T pouze na uréitém kone¢ném tseku, tedy
koneén€& mnohokrat. ProtoZe to plati pro kazdé k, je polet vyskyti kteréhokoliv
uzlu z M v tahu T koneény. Pfedpokladejme nyni, Ze uzel x se vyskytujé vtahu T
nejmén& dvakrat. Pak musi byt spoleénym uzlem nejmén& dvou useki C; (pro pfi-
rozené l); na témZe useku se Zadny uzel nemiZe opakovat, nebot jde o useky cest.
Je tedy také spoleénym uzlem nejméné& dvou cest C, a jako takovy musi patfit do M.
Tim jsme dokazali, Ze kterykoliv uzel nepatfici do M se vyskytne v tahu T nejvyse
jednou. Tah T je tedy jednostranné nekone¢ny tah, v némzZ pocet vyskytl kazdého
uzlu je kone¢ny. Existuje tedy podle lemmatu 2 nekoneén4 cesta v grafu G, coZ je
spor s pfedpokladem véty. Pfipad Ze posloupnost {M,} je nekone&na, je tedy vylou-
en. V ptipadg, e R ma typ wg, postupujeme analogicky, pouze zaménime uzlyaa b
a pi‘ejdeme k inversnimu uspofadani mnoZiny M.

Je-li nyni G nekoneény graf, u jeho uzel, fekneme, Ze uzel u je oddélen v G od ne-
kone¢na mnozinou uzlii R pravé tehdy, je-li R podmnoZina mnoZiny uzli grafu G
a v grafu G’ vzniklém z G odstran&nim uzli mnoZiny R a hran s nimi incidentnich
komponenta obsahujici u neobsahuje nekonenou cestu. (Timto pojmem se zabyva
prace [3].) Je-li kaZdy uzel grafu G odd&len od nekonena kone&nou mnoZinou uzld,
je také zfejmé kazda konednd mnoZina uzlt v grafu G oddélena od nekone¢na kone¢-
nou mnoZinou uzll, pfi¢emZ dand mnoZina a oddélujici mnoZina jsou disjunktni.
(Odd&lovani mnoZiny uzld od nekonegna se definuje analogicky odd&lovani uzlu od
nekone&na.)

Véta 2. BudiZ G nekonecny graf a necht ka2dy jeho uzel je oddélen od nekoneéna
konecnou mnoZinou uzli. Necht' v G existuje systém N, jednostranné nekonecnych
hranové disjunktnich cest o spolecném pocdtecnim uzlu a. Pak existuje v G systém X,
jednostranné nekonecnych hranové disjunktnich cest o spolecném pocdtecnim uzlu
a tak, Ze spolecné uzly libovolnych dvou cest tohoto systému se vyskytuji v témz
porFadi, jdeme-li po obou cestdch od a do nekonecna.

Diukaz. Dany systém cest oznaéme %’. Definujme nyni rekurentné nekonecnou
posloupnost {G,}, podgrafii grafu G a posloupnost {R,} -, podmnoZin mnoZiny
uzld grafu G. Na po&atku poloZime G, = G, R, = {a}. M&me nyni sestrojen
graf G,_; a mnoZinu R,_, pro nékteré pfirozené &islo n. O grafu G,_, pfedpokla-
dejme, Ze obsahuje mnoZinu R,_; a zbytky viech cest z ¢’. (Zbytkem jednostrann&
nekone&né cesty nazyvame podgraf této cesty, ktery je saim nekone¢nou cestou.) Pro
graf G, tento pfedpoklad ziejmé& plati. Oznaéme nyni R, koneénou mnoZinu uzld
grafu G,_, disjunktni s R,._,, kterd odd&luje R,_, od nekonetna v grafu G,_,.
Odstratime nyni mnoZinu R, z grafu G,_,. Ziskame graf, jehoZ Zadna komponenta
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obsahujici uzly z R,_, neobsahuje nekoneénou cestu. Vezméme nyni ¥Sechny kom-
ponenty ziskaného grafu, které obsahuji nekonefné cesty, dile mnoZinu uzli R,
a viechny hrany spojujici uzly z R, s uzly té&chto komponent. Ziskany graf oznad-
me G,. Tento graf zfejm& obsahuje zbytky viech cest ¥’ a mnoZinu R,. V tomto postu-
pu lze pokradovat do nekone€na. Nyni opét sestrojujeme nekone€nou posloupnost
grafd {G,}, a nekoneZnou posloupnost systémi kone&nych cest {C,}>.,. Graf G,
sestava z té komponenty grafu vzniklého z G, odstranénim mnoZiny R,, kterd obsa-
huje uzel a, dile z mnoZiny R, a hran spojujicich uzly z R, s uzly zminéné kompo-
nenty, a koneéné z uzlu w, nepatficiho do G, ktery je spojen s kaZdym uzlem x z R,
tolika hranami, kolik cest z €’ v G prochazi uzlem x. Graf G, zfejmé& neobsahuje
nekone¢né cesty a existuje v ném nekoneény hranové disjunktni systém cest €}
z a do w; (jsou to pfislusné useky cest z ¢’ mezi a a uzly z R, s pfidanymi hranami
z R, do w,). Proto podle véty 1 existuje systém €, cest za dow, v G, takovy, Ze
zddné dvé z té&chto cest nemaji spole¢nou hranu a u kaZdych dvou z nich se vyskytuji
spolecné uzly téchto cest v témZ potadi, jdeme-li podél obou od a do w,. Odstran&nim
uzlu w, a hran s nim incidentnich dostdvime z cest systému €, cesty systému %"
které spojuji a s uzly mnoZiny R, a maji rovnéZ poZadovanou vlastnost. Pfedpoklade;j-
me nyni, 7 mame sestrojen graf G,_, a systém cest €', pro n&jaké ptirozené n. Graf
G, se bude skladat ze viech komponent grafu vzniklého z G,_, odstranénim mnoZiny
R,, které obsahuji uzly z R, _ ,; d4le se bude skladat z mnoZin R,_, a R, a hran spojuji-
cich uzly téchto mnoZin s uzly zmin€énych komponent a kone¢né z uzli v,, w, nepatficich
do G, pfiCemz uzel v, je spojen s kazdym uzlem x mnoZiny R, _, tolika hranami, kolik
cest systému %"’ ma koncovy uzel x, a uzel w, je spojen s kaZdym uzlem y € R, tolika
hranami, kolik cest systému %’ prochazi uzlem y. Podobn& jako v G, sestrojime
iv G, systém &, cest z v, do w, splitujicich tvrzeni Diracovy hypotézy. Odstran&nim
uzlt v, a w, z G, vznikne ze systému cest &, systém €', Takto sestrojime systémy €.
pro viechna pfirozena n. MnoZinu koncovych uzlt cest z €' leZicich v R, oznadi-
@
me R{" a polozime R§" = {a}. BudiZ nyni <*) uspotadani mnoZiny (J R{" defino-

n=0
vané nasledujicim zptsobem. Je-li x € R{?, y e R{), pro nékteré celé nezaporné n,

je x < () y pravé tehdy, existuje-li cesta z €¢" spojujici x a y. Je-li x e RY"), y e R{V,
n—m =2, pak x < 1y pravé tehdy, existuji-li prvky z,, z5, ..., Zo—m+1 tak, Ze
2y =X Zymrr1 =V, Zi€ERY);_jaz; <Mz, proi=1,..,n—m. Jeli xe R,
yeRY, m = n, pak x <) y nemie nastat. Ztejm& R'" je koneéné pro kazdé n
a ke kazdému y € R{Y, existuje x € R{V tak, Ze x < y (pro libovolné celé nezipor-
né n). Jsou tedy splnény pfedpoklady Koénigova lemmatu (Unendlichkeitslemma)
z [4], kap. 13. Podle zmin&ného lemmatu existuje nekonedny fetdzec zq, zy, z5, ...
tak, 7¢ z,e R\ a z, <V z,,, pro ka?dé celé neziporné n. Oznalme C(" cestu
z %, spojujici z, a z,, ;. Sjednoceni viech cest C{" je zfejmé& jednostrann& nekone&-
na cesta C!) po&inajici v a. Nyni budeme op&t definovat pro ka?dé pfirozené k re-
kurentn& jednostranné nekone&né cesty C*®), konetné cesty C* (pro libovolné n),
systémy koneénjch cest ¥ a mnoZiny uzli R®. Cestu CV) a systém ¥’ mime
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sestrojeny. Pfedpoklddejme nyni, Z¢ mame sestrojenu jednostrann€ nekoneénou
cestu C*~1), konedné cesty C*~1) pro ka?dé n a systém €~ 1) pro n&které ptirozené
&slo k 2 2. Polozme ¢ = %~V =~ {C* V} a R® budi? mnoZina viech konco-
vych uzlit cest z €%~ obsaZenych v R,. Definujme usporadani <® analogicky
jako <™, pouze misto R, R{Y,, R{" budeme klast po fadé R¥®, R®), RW
a misto #$" budeme klast #*. Podle K6nigova lemmatu opét lze sestrojit kone¢né
cesty C® a fednostrann& nekonenou cestu C*® potinajici v a. Takto postupujeme
do nekonetna. ProtoZe grafy G, jsou po dvou hranové disjunktni, je ¢ = {CW}.,
hledany systém cest.
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Summary

FURTHER REMARKS ON INFINITE EDGE-DISJOINT SYSTEMS
OF PATHS IN A GRAPH

BOHDAN ZELINKA, Liberec

The paper contains further contributions to the conjecture of Dirac concerning
infinite systems of edge-disjoint paths joining two given vertices of a graph. The
following theorems are proved.

Theorem 1. Let G be a graph without infinite paths, let a, b be two of its vertices.
Let the vertices a, b be joined by R, pairwise edge-disjoint paths. Then a and b are
joined by a system of WX, pairwise edge-disjoint paths such that the common vertices
of any two of these paths occur in the same order passing along both of them from a
to b.
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Theorem 2. Let G be an infinite graph and let any of its vertices be separated from
the infinity by a finite vertex set. Let there exist a system of N, one-way infinite’
pairwise disjoint elementary paths with a common initial vertex a in G. Then in G
there exists a system of N, one-way infinite pairwise disjoint elementary paths with
the common initial vertex a such that the common vertices of any two of these paths
occur in the same order passing along both of them from a to infinity.
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