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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 95 (1970), Praha

-

O GEOMETRII VE VELKEM UZAVRENYCH PROSTOROVYCH KRIVEK

ZBYNEK NADENIK a STANISLAV SMAKAL, Praha

(Doglo dne 22. ledna 1969)

V ¢lanku jsme se pokusili o pfehled geometrie ve velkém uzavienych prostorovych
&ar. Zcela stranou zistaly jejich topologické vlastnosti, jimZ je cele v€novana kniha
R. H. Crowella - R. F. Foxe: Introduction to knot theory, Boston 1963 (Beenenue
B TeOpHIO y310B, Moskva 1967) a &astetn i dilo O. Haupta - H. Kiinnetha: Geo-
metrische Ordnungen, Berlin 19671). Ve velmi vyznamném popiedi je diferencialné
geometrické studium a integralni nerovnosti. Kfivka se vidy uvaZuje samostatné,
nikoliv jako ttvar na plose; nereferujeme tedy napf. o analogiich klasické isoperi-
metrické nerovnosti na kulové nebo obecné plose.

L

Velmi stara véta v geometrii ve velkém prostorovych kfivek pochazi od C. G. J.
JacoBiHO [1] z roku 1842. Tyké se sférického obrazu hlavnich normal prostorové
kfivky a uvedeme ji v jiné souvislosti v odd. II. Soustavngj§i studium vlastnosti
kfivek ve velkém ma pfimou souvislost s varianimi problémy. Autorem jednoho
z nich je CH. E. DELAUNAY (srv. BLASCHKE [3], str. 50): Dva body A, B mdme spojit
takovou kfivkou o konstantni flexi, jejiZ sméry v A, B jsou ddny a jejiZ délka je
extrémni.

V roce 1884 ukazal K. WEIERSTRASS [1], Ze extremaly této tilohy je moZno stanovit
pomoci eliptickych funkci. V souvislosti s Weierstrassovymi uvahami dospél H. A.
SCHWARZ v 80. letech minulého stoleti k pozoruhodnym vétdm o prostorovych
kfivkach konstantni flexe. H. A. Schwarz své vysledky nepublikoval, ale zasluhou
C. CARATHEODORYHO, ktery je znal a upozornil na né¢ W. Blaschkeho, byly poprvé
uvefejnény v roce 1921 (viz Blaschke [3], str. 45—-50). V témZe roce je v obecngjsi
form& uvefejnil také A. SCHUR [1] a v roce 1922 shrnul Schwarzovy i Schurovy vy-
sledky znovu W. Blaschke [2]. Jsou zaloZeny na této lemmé&: Ze severniho pdlu jednot-

1) Srv. jeho recensi od Z. Nadenika v Cas. pro pést. mat. 94 (1969), 487— 489.
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kové kulové plochy necht vychdzi édra homogenni hustoty o délce L < mn. Necht @
je polovd vzddlenost jejiho té%isté. Pak w £ 1L a rovnost nastdvd pouze tehdy,
kdyz édra je édsti merididnu.

Zvolme soufadnicovou soustavu tak, Ze podatek je ve stiedu koule a vektor (0, 0, 1)
je pravodi¢em severniho pdlu a predokliddejme, Ze hustota nasi kfivky je rovna 1.

233

Pro pélovou vzdalenost jejiho t&Zisté plati

o [ ()] Lo

kde xy, X,, x3 jsou soufadnice b&Zného bodu kiivky (ds oviem diferencial oblouku)
a jmenovatel je kladny. Z Cauchyovy nerovnosti plyn®, Ze Citatel neni vét$i nez
6 (x1 + x3)'2ds a je roven tomuto integralu jedin& pfi x, : x, = konst. Potom
viak uvaZovana &ara splyva s meridianem. Z (I,1) tedy vychézi tgw < [gsin g ds :
: [6 cos @ ds, kde ¢ je pSlova vzdalenost bodu (x;, X, X3). PongvadZ s 2 ¢ s rov-
nosti jeding pro meridian, je i tgw < [5sinsds: [§cossds a tedy w < $L vdetn&
vySe uvedené podminky pro rovnost. '

Snadnym disledkem Schwarzovy lemmy je véta: Necht w je velikost éthlu, ktery
svira ¢dra € délky L < w o konstantni flexi 1 s pfimocarou spojnici krajnich bodi
éary €. Pak o < %L a rovnost nastdvd pouze tehdy, kdyz édra € je obloukem jed-
notkové kruznice.

Pozoruhodna je viak zv14sté nasledujici Schwarzova véta: Dva pevné body, jejichZ
vzddlenost d < 2, déli jednotkovou kruZnici na dva oblouky. Oznacime-li délku
mensiho oblouku L,,vétsiho L,, plak pro délku L kaZdé prostorové édry, kterd spojuje
pevné body a md konstantni flexi 1, plati bud L< L, nebo L = L,.

Ditkazy obou v&t uvadi W. Blaschke ([3], str. 47— 50). Jak jiz bylo uvedeno, v roce
1921 zobecnil A. Schur [1] (srv. také W. Blaschke [2], [3]) Schwarzovy nerovnosti
na k¥ivky s pfirozenou rovnici r = r(s) > 0, jejichZ sféricky obraz tecen mé délku
L* < im; pfitom polomér flexe r miiZe byt povaZovén za positivni hustotu. Zobecnéni
se tedy tyka nehomogennich kfivek. _ )

Se Schwarzovymi nerovnostmi souvisi také v&ta, kterd-pochazi od E. ScHMIDTA [1].
JestliZe prostorovd kfivka délky L, kterd spojuje dva body, jejich? vzddlenost je d,
md sféricky obraz tecen délky L* < m, potom d = Lcos 3L* (srv. také W. Blaschke
[4], str. 27, odst. 9).

I
G. POLYA a G. SzEGO [1] (str. 165 a 391, uloha 13) uvadgji vétu, ktera pochazi od
K. LOWNERA: Sféricky obraz €* tecen uzavrené, hladké a nikoliv rovinné cdry €

z Ej je profat kaZdou hlavni kruZnici jednotkové kulové plochy. Skutedn& (viz W.
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FENCHEL [1], str. 239), je-li x(s) priivodi€ a s oblouk &iry €2), je [ x'(s)ds = o,
a tedy pro libovolny pevny vektor ¢ # o plati, Ze [, ¢ . x'(s) ds = 0. To vSak zname-
na, Ze budto ¢ . x'(s) = 0, coZ je evidentn& moZné jen pro rovinnou &aru, anebo ska-
larni soutin ¢ . x’(s) méni na &afe ¥ znaménko. Vektory x’(s) umisténé do podatku
leZi tedy na riiznych stranéch roviny g, ktera prochazi po¢atkem kolmo k vektoru c,
c.bd. .

Jiny velmi jednoduchy a geometricky nazorny dikaz podal E. SALKOWSKI (viz
W. Fenchel [2], str. 183): Postupujeme-li po &afe & v okoli jejiho bodu, ktery ma od
roviny @ nejvétsi (nejmenéi) vzdalenost, sméfuje teCny vektor pfed timto bodem od
roviny ¢ a za nim k roving g; stadi pak tuto vlastnost pfenést na sféricky obraz tecen.

Vlastnost sférického obrazu z Lownerovy véty je moZno vyslovit jinym zpisobem
(viz W. Fenchel [1], str. 239—240): Sféricky obraz tecen &iry € nelze umistit do
%ddné poloviny jednotkové kulové plochy®), jak je bezprostfedn& patrné; nebo také:
Nejmensi konvexni obal sférického obrazu telen &iry € obsahuje pocdtek jako
vnitini bod. Kdyby totiZ leZel mimo, &i na povrchu, existovala by takova op&rna
rovina obalu, Ze cely sféricky obraz by lezel v jednom z uzavienych poloprostorii
touto rovinou uréenych; to je viak ve sporu s predchézejicimi dvéma formulacemi.

Obrécenim Lownerovy vty se postupng zabyvali M. Fuitwara [1], W. FENCHEL
[2] a M. JA. Vycopsku [1]. Na Vygodskiho &lanek reagoval pak v roce 1946 M.
KREIN [1]. Fujiwara a Fenchel vychézeji z této zékladni myslenky: Dejme tomu, Ze
podatek je zvolen v bodé s = 0 ¢ary ¥ druhé tfidy a nechf « znamena oblouk sféric-
kého obrazu te€en €*; pro prvni kfivost &ary € polozme k(s) = r~'(s) = da/ds =
= |x"| = 0. Potom x(s) = [§ x'(s) ds = [§ x'(«) r(a) d a tedy, v disledku uzavfe-
nosti &ary €, plati [¢. x'(«) 7(«) dx = o. A nyni obréacen¥: Podafi-li se opatfit body
sférického obrazu te€en €* positivni hmotou r(«) tak, Ze plati posledni rovnice — tj.
Ze t¥Zi¥t& této hmotné kiivky je polatek, je ara dana pravodi¢em [g x'(a) r(a) da
uzaviena, ma polomér kfivosti r(s) a jeji sféricky obraz tecen je €*. W. Fenchel [2]
konstruuje positivni funkci r(a) na zaklad& jedné Steinitzovy v&ty a v zavéru upozor-
fiuje na nedostatky ve stardi Fujiwarov& praci [1] a pfesn& dokazuje toto obréaceni
Lownerovy véty: Je-li €* takovd uzaviend rektifikace schopnd ¢dra na jednotkové
kulové ploSe, Ze jeji nejmenSi konvexni obal obsahuje pocldtek jako vnitini bod,
potom existuje hladkd uzaviend ¢dra € se sférickym obrazem tecen €*.

M. Ja. Vygodskij [1], ktery necituje Fenchelovu praci [2], postupuje tak, Ze nejdfi-
ve dokaZe Lownerovu vétu zpisobem, ktery je blizky Salkowskiho myslence: Kdyby
%* leZela uvnitf n&které polokoule, musely by vSechny te¢ny kfivky € svirat s osou o
takové polokoule ostré tihly, to znamena, Ze postupna projekce bodu kfivky € na
osu o by probihala pouze v jednom sméru, coZ u uzaviené kfivky neni mozné.
Ma-li €* n€které body na hrani¢ni kruZnici piislusné polokoule, nemiZe byt evidentn&

2y Toto oznateni v dal§im stile zachovéme a derivaci podle oblouku budeme znagit &irkou.

3) Rozumi se takova polovina kulové plochy, kter4 je ohrani¢ena hlavni kruZnici; pro kratkost
budeme mluvit i o ,,polokouli*. )
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sférickym obrazem tefen uzaviené kfivky €, pokud €* nesplyva s hlavni kruZnici.
V tom piipadé jsou viechny tedny kfivky € kolmé k ose o a % je libovolna uzaviena
rovinnd kfivka. Fenchelovo obraceni dokazuje Vygodskij na zaklad& této pomocné
véty, jejiz ditkaz je sice del3i, ale ndzorny: JestliZe sféricky obraz teten €* nelze umistit
na Zadné polokouli, potom k danému bodu B jednotkové kulové plochy existuji
vidy tfi oblouky €71, €3, €3 kfivky €* tak, %e bod B lei uvnitf nebo na hranici
kazdého sférického trojuhelnika T, T,T;, ktery vznikne tak, 2e T;e 47 (i = 1, 2, 3).
U ktivky &, ktera ma sféricky obraz te¢en $*, nemusi obecné splyvat potate&ni bod U
a koncovy bod V. Z &ary & utvofime &aru ¥, ktera bude uzaviena. Umistime vektor

VU do stfedu jednotkové koule a prise¢ik jeho nositelky s kulovou plochou oznadi-
me B. Déle najdeme na €* tfi takové body Ty, T,, T3, aby bod B lezel uvnitf nebo na

stranach sférického trojihelnika T, T,T;. Jest pak VU = Z l OT,, kde I; = 0. Body

kfivky @, v nich jsou tedny ur&ené vektory OT,, oznaélme M;. V té&chto bodech

kfivku @ roztrhneme a ve sm&ru vektori OT pfipojime k obloukiim usetky MM =
= I, (obr. 1). Pokud Zadny z bod& M| nesplyva s body U, V (v opagném piipad& by
tvaha zistala spravné, pouze podet obloukd by se zm&nil), dostaneme &ty¥i oblouky

— — — —

UMY, M\M;, M,M75, M,V, které posuneme rovnob&zné tak, aby kaZdy z bodi M;
splynul s bodem M}. Bod V splyne pfitom s bodem U. Ozna&ime-li totiz polohu
3

bodu V¥ po provedeném posunuti V', potom VV' =YlI i(;'i = V—f} Popsanym zpiiso-
1

bem utvofena kfivka € je tedy uzaviena a sférickym obrazem jejich teden je @*.
Vygodskij dale ukazuje, Ze je moZno sestrojit takovou kfivku €, jejiz flexe i torse
budou spojitymi funkcemi spolu se svymi derivacemi aZ do libovolného fadu a podava
analyticky popis takové &ary.

V. U
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Zcela elementarni modifikaci Lownerovy véty a jejiho obraceni uvedl Z. NADENfK
[1], ktery ji pak uZil k odvozeni velmi jednoduchych podminek, za nichZ ke smérim
0y, 03, ..., 0, existuje mnohothelnik 4,4, ... 4, tak, Ze o, | A14,, 0, || 4,45, ...
...y 0, || A,A;, anebo za nich? ma soustava linearnich rovnic striktn& positivni fedeni
(stv. prace citované v Nadenikové &lanku pod [2], [4] az [6], [8]); ob& otazky spolu
velmi tizce souvisi.

Velmi vyznamna je Fenchelova prace [1] z roku 1929, v niZ jsou dokédzany dv&
véty o flexi a torsi prostorové uzaviené &ary v E;. Véta o torsi, ktera zatim vzbudila
v literatufe pomé&rné malou pozornost, zni takto: Md-li sféricky obraz tecen uzavfené
prostorové kFivky treti tfidy a bez inflexnich bodi nejvySe jeden dvojny bod, musi
torse ménit znaménko, pokud identicky nevymizi.

Fenchelovu vétu o flexi se pokusime nejdfive motivovat. Délka sférického obrazu
teden rovinné konvexni &ary € je zfejm& 2z. Neni-li viak &ara € konvexni (obr. 2),
potom sféricky obraz teen konvexniho — tj. v&tiiho oblouku mezi body 1,2 — ma
sam délku 27 a proto délka sférického obrazu tecen celé ¢ary € je vétsi neZ 2n.

Obr. 2

Uvazme, Ze délka sférického obrazu, tefen €* je [¢. da = ¢ k(s) ds; poslednimu
integralu se ¥ik4 totalni k¥ivost Cary €. V piipadé rovinné ¢ary € jsme ukazali, Ze
Je k(s)ds = 2n, pfi¢emZ rovnost je charakteristicki pouze pro konvexni kfivky.
Fenchelova véta o flexi ¥ikd, Ze uvedena nerovnost ma §irsi platnost: Totdlni kFivost
uzaviené prostorové krivky druhé t¥idy je vétsi nebo rovna 2n a znameni rovnosti
plati jen pro rovinné konvexn{ kfivky. S ohledem na Lownerovo tvrzeni lze nahléd-
nout, e Fenchelova nerovnost je disledkem véty: JestliZe nejmensi konvexni obal

294



uzavrené, rektifikace schopné a nikoliv rovinné kfivky na jednotkové kulové plose
obsahuje pocdtek jako vnitini bod, potom délka takové édry je >2n. W. Fenchel
uvadi dva dikazy této véty; jeden vlastni a krat§i, druhy od E. Schmidta.

Na Fenchelovu nerovnost reagoval bezprostfedn& v roce 1929 H. LieBMANN [1],
jehoZ dikaz zde uvedeme: Podle Lownerovy véty ma sféricky obraz €* teen uzavie-
né prostorové kiivky € tu vlastnost, Ze jej protind kazda hlavni kruZnice jednotkové
koule. Zvolme na €* libovolnou dvojici bodu A, B, kterd déli €* na dvé& &asti (AB),
(BA) stejné délky 1L. Spojme dale body A, B obloukem hlavni kruZnice, jehoZ délka
<mn.Je-li AB = =&, potom nutné L = 2r, pfi¢emZ znameni rovnosti plati pouze tehdy,
sklada-li se €* ze dvou hlavnich polokruZnic. Ty v8ak museji tvofit jedinou hlavni
kruZnici vzhledem k Lownerové vé&té. Kfivka € je pak rovinna. V pfipadé AB < =«
sestrojme nejprve hlavni kruZnici J¢, jejiZ rovina je kolma k pfimce o, kterd spojuje
stfed koule se stfedem oblouku 4B (obr. 3). Jeden z bodii, v némZ #* protina hlavni
kruZnici 2", oznaéme P. UkaZeme nejprve, Ze soudet sférickych vzdalenosti bodi 4, B,
které leZi na kouli soumérné podle pfimky o, od libovolného bodu P na kruZnici 4~
je roven ¢&islu #. Sestrojme bod A4’ soumérny k bodu 4 podle stfedu S jednotkové
koule. Jelikoz APA’ je hlavni pulkruZnice, plati AP + PB = AP + PA' = 7.
Fenchelova véta plyne pak bezprostfedné z nerovnosti $L = (4B) = (4P) + (PB) >
> AP + PB = 7.

Obr. 3

V roce 1934 dokazal Fenchelovu nerovnost B. SEGRE [1]; podobné& jako on postu-
povali H. RUTISHAUSER a H. SAMUELSON [1] v roce 1948 (srv. W. Fenchel [3], str.
49—50). V témZe roce K. Borsuk [1] roziifil platnost Fenchelovy nerovnosti na
kfivky v prostoru libovolné dimense a v zavéru své prace vyslovil otazku, zda prosto-
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rovd zauzlend kfivka md totdlni kFivost =4n. Pro definici zauzlené k¥ivky je vhodné
uZit topologickych pojml: Dv€ homeomorfni ¢ary € a €’ se nazyvaji isotopické,
jestliZe existuje takovy jednoparametricky systém &ar €,, které zavisi spojité na t e
€0, 1), ¥e €, je homeomorfnis € a €, = € a €, = €'. Je-li tara ¥ homeomorfni,
ne viak isotopicka s kruZnici, fik4 se ji zauzlena. P¥iklad zauzlené k¥ivky je na obr. 4;
pfitom pferuSeny oblouk znamen4, Ze probih4 pod nepferuSenym.

Obr. 4

Opravnénost Borsukovy domnénky je snadno patrna. V prostoru dimense n = 4
kaZda &ara s kruZnici homeomorfni je s ni také isotopni, a proto ma smysl mluvit
o zauzlenych &arach pouze v oby&ejném prostoru; predstavime-li si, Ze ¢ara z naseho
obr. 4 je stlatena do roviny, pak je délka jejiho sférického obrazu tecen pravé 4.

Borsukovu otazku kladn& zodpov&d&l 1. FARY [1] v roce 1949. Totalni kfivosti
zauzlenych &ar se zabyvali rovngz J. W. MiLNor [1] a R. H. Fox [1] v nésledujicim
roce*).

Nesporn& zajimavy diikaz Fenchelovy nerovnosti pochazi od K. Vosse [1] z roku
1955; je zaloZen na v&t&: Na kaZdé uzaviené spojité zakFivené ploSe F v trojdimen-
siondlnim prostoru plati nerovnost (5o K dA 2 4n (K je Gaussova kfivost a d4 je
element plochy F). Vossiiv postup spodiva v tom, Ze kolem uzaviené &ary € sestroji
kanalovou plochu a dokéZe, Ze pro tuto plochu plati rovnost (¢, K dA4 = 2 [, kds.
Odtud a z uvedené véty mame ihned Fenchelovu nerovnost. Na zdkladé nerovnosti

r %2

fx>0 K d4 = 4r dokazuje K. Voss také Faryho nerovnost pro zauzlené &ary. Zostte-

4) Srv. prvni z knih citovanych na za¢atku tohoto ¢lanku.
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ni Fenchelovy nerovnosti pro obecné n podal S. Sasaki [1] v roce 1959. Jesté v roce
1965 uvetejnil A. AeppLI [1] novy ditkaz Fenchelovy nerovnosti v E,. V této souvis-
losti je vhodné poznamenat, Ze Aeppliho i Faryho dikaz, ktery je rovn&Z platny
i v E,, zahrnuje také ¢ary, jejichZ te€na se méni spojité s vyjimkou koneéného poétu
bodi. Aeppliho prace je jakymsi pfeklenutim celého obdobi od Schwarzovych vét
z osmdesatych let minulého stoleti az téméf k dnesku.

Znamenity uvod do diferencialni geometrie prostorovych uzavienych ¢ar podava
Fenchelova prace [3] z roku 1951; svym pfistupem se zcela vymyk4 tomu pojeti
lokalni diferencialni geometrie &ar, které v prvni kapitole svého klasického dila o di-
ferencialni geometrii zaloZil je§té na sklonku minulého stoleti L. BIANCHI a které se
v udebnicich diferencidlni geometrie objevuje dodnes bez nejmensi zminky o vysled-
cich globalniho charakteru.

W. Fenchel pfedklada v [3] zaroveii n&které problémy, které vychazeji jen z pojmi
velmi jednoduchych, jejich feSeni se vSak nezda byt snadné. Flexe a torse uzaviené
¢ary jsou samoziejmé periodické funkce, tuto vlastnost v§ak mohou mit i ¢ary, které
nejsou uzaviené, kupf. Sroubovice. Jeden z Fenchelovych problému, jehoZ feSeni
bude nepochybné velmi obtizné, zni takto: Jaké jsou nutné a postacujici podminky,
aby dvé periodické funkce k(s) a t(s) s touZ periodou 1 byly flexi a torsi uzavfené
prostorové ¢dry? Jednu nutnou podminku nam dava ihned Fenchelova nerovnost;
musi totiZ platit: [ k(s) ds = 2n. W. SCHMEIDLER [1] zodpov&d&l problém analyticky
pomoci maticového poctu a nekonecnych fad. Geometrické feSeni je v8ak dodnes
zaleZitosti zcela otevienou. Je jisté zajimavé, Ze tentyZ problém formuloval uZ v roce
1947 N. V. EFimov [ 1] spolu s dal3imi tfemi pfibuznymi otazkami.

W. Fenchel v citované praci [3] se téZ pta, jakym podminkam ‘musi vyhovovat
uzaviena kfivka na jednotkové kulové plose, aby mohla byt sférickym obrazem tecen
resp. hlavnich normal resp. binormal uzaviené prostorové ¢ary a pak postupné tyto
problémy diskutuje. O prvnim z nich jsme uZ velmi podrobné jednali vySe. Velmi
struéné se zminime je$t&€ o zbyvajicich dvou.

¥ oznadime sféricky obraz hlavnich normal, € sféricky obraz binormal uzaviené
hladké k¥ivky €. Jiz v roce 1842 uvefejnil C. G. J. Jacobi [1] vétu: JestliZe k(s) > 0
a sféricky obraz €Y hlavnich normdl uzaviené éary € nemd ndsobné body, potom €
déli jednotkovou kulovou plochu na dvé plosné shodné édsti. V ptipadé rovinné
kfivky je tato véta evidentni. V roce 1934 vénoval W. Fenchel [4] Jacobiho v&t&
samostatnou stat a v roce 1947 se k ni vratil také W. SCHERRER [1].

Linearnim elementem na jednotkové kulové plose rozumime dvojici, ktera se sklada
z bodu a orientované hlavni kruZnice jdouci timto bodem. Sférickou polaritou pak
nazyvame involutorni zobrazeni viech linearnich elementt na sebe, v némZ oriento-
vané hlavni kruZnici odpovida ten pdl jednotkové kulové plochy, ktery leZi po levé
stran€ pozorovatele pohybujiciho se na vné&;si stran€ kulové plochy po pfislu$né hlavni
kruZnici ve sméru orientace, KaZdé sférické kfivce, kteréu chipeme jako mnoZinu
linearnich elementd, odpovidd pak jedind kfivka, pfi¢emZ tato korespodence je
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involutorni. Snadno se nahlédne, Ze geodetické ktivosti dvou &ar, které jsou ve vztahu
sférické polarity, maji v odpovidajicich bodech vZdy reciprokou hodnotu. Odtud
plyne, Ze sférické obrazy te¥en $* a binormal %, jsou ve vztahu sférické polarity.
Fenchel na tomto ziklad¥ formuluje nutnou a postacujici podminku, aby uzavrend
sférickd krivka €, byla sférickym obrazem binormdl uzaviené hladké krivky:
Kazdym bodem jednotkové kulové plochy lze vést ke kfivce %y tecnou hlavni kruz-
nici.

W. Fenchel dale ukazuje, Ze neexistuje Zddnd kladnd dolni mez pro tzv. totdlni
torsi, tj. [« |t(s)| ds = [qu, |dB|, kde B je oblouk sférického obrazu binormal €;.
Ztejmd [4 |(s)| ds znamena délku sférického obrazu binormal €.

Dali typy nerovnosti studovali I. FARY [2], G. D. CHAKERIAN [1], [2] a Ju. G.
RESETNJAK [1]; krom& délky k¥ivky a jeji totalni kiivosti v nich vystupuje i polom&r
koule, do niZ lze &4ru umistit.

III.

Velmi originaln€ dokéazal Fenchelovu nerovnost I. Fary [1] v roce 1949 na zaklad&
velmi p&kné a pfekvapujici véty: BudiZ o libovolny smér a oznaéme y(%) totdlni
kFivost cdary €, y(‘f,) totdini kFivost ortogondlniho primétu €, éary € ve sméru o.
Jestlie totdlni kfivosti y(‘f,) Jsou shora ohraniceny, potom totdlni kfivost édary €
Jje stfedni hodnota funkce 'y(@,,) na jednotkové kulové plose Q:

(111,1) (%) = ‘%r j "%,)dQ, oceQ.

2

Faryho dikaz aspoii v hlavnich rysech nazna&ime (je platny i v E,). Nejprve si
viak ukéZeme, jak jednoduSe plyne Fenchelova nerovnost z Faryho véty, ktera
v podstat& redukuje prostorovy problém na rovinny. Plati zajisté

(111,2) %) = 1 j 7(%,)dQ = if 2ndQ = 2=.
4n J 4n ) o

Pfipometime si nyni zndmou nam uZ skutenost: ,,Je-li ara € rovinna, Fenchelova
nerovnost je sprdvna a znameni rovnosti charakterizuje konvexni rovinné k¥ivky*.
Zbyva dokazat, Ze rovnost v relaci (III,2) nastava pouze v pfipadé konvexni rovinné
kfivky.

Necht tedy y(€) = 2n. Potom nutn& pro kazdy smér o je y(%,) = 2r, nebot kdyby
pro n&jaké o bylo y(€,) > 2n, pak ze znamych divodd by muselo platit [, ¥(¥,) dQ >
> [o2ndQ a podle (II1,2) ve Fenchelové relaci by nastoupila ostra nerovnost proti
ptedpokladu o rovnosti. Tedy vskutku y(%,) = 2=, coZ, jak jsme vyse uvedli, zna-
men4, Ze rovinné kfivka ¥, je konvexni, a to pro kazdy smér ¢. Dejme tomu, Ze ¢ira €
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neni rovinnd. Potom vSak existuje takov4 jeji oskulaéni rovina, Ze &ara € leZi po
jejich riiznych stranich a primé&t &ary € ve sméru této roviny nemiZe byt konvexni
kfivka; tedy € je nutn& rovinna &ara. Pon&vadz viechny jeji primé&ty jsou konvexni,
je nutné i € konvexni, c.b.d.

Tim jsme ukazali, Ze Fenchelova nerovnost je bezprostfednim disledkem Faryho
véty, k jejimuZ dikazu se nyni obratime. Dikaz rozd€lime na dvé& &asti; pfitom prvni
&ast, v niz jde o jistou aproximaci, pouze nazna¢ime, druhou — mnohem zajimavéj-
§i — provedeme podrobné.

-

UvaZujme polygon # = A4, ... A, a oznaéme «, uhel vektord A4;_ ,A_: aAdAi,.
Je-li na§ polygon konvexni, jsou a; pravé jeho vné&jsi uhly a plati znamy vztah

Z" a; = 27. Souctu :‘: a; se Tika ,.totalni kfivost polygonu®; oznaéme ji y(#). Tieba
lz:):ﬁsi)bem zZndmym zlintegrélniho poctu prd rektifikaci &ary € sestrojme posloupnost
polygonti

19 = 14,'4,... 4,

2P =24,%4,...%4,

tak, aby jejich limitou byla &ara €. Potom lim y(*2) = y(%)..Uvedeny vysledek nebu-
i— o

deme dokazovat. Viimnéme si je$té, Ze pouZita definice totalni kfivosti polygonu je

zcela pfirozena. Zvolme na &afe ¥ délici body A, 4,, ..., A, 2 oblouky mezi nimi

oznaéme A A, = 5;, AyA3 = 55, ..., ZE = s,. Na oblouku Z;z necht v néjakém
bodé& kfivost nabude hodnoty k, atd. Potom Zn:k,s, Jje vytvotujici soucet pro integral
[¢ k ds. PoloZme A4, = a, atd. Pouiijemefli »stfedni kfivosti a;/a; na strang
polygonu, potom i(ai/ai) a; = anai; tim je ,totalni kfivost* polygonu dostate&né
motivovana. ! ! ‘

Druha ¢ast dikazu Faryho véty je zaloZena na této lemmé&: Necht u, v jsou dva
vektory a budiz B jejich uihel. Oznacme B, thel vektord, které jsou ortogondlnimi
priméty vektori u, v ve sméru o. Potom

(IIL,3) p=21(pa0, cea, ,
T Ja

kde Q je zase jednotkova kulova plocha a ¢ jeji bod, uréeny smérem o.

Diikaz uvedené lemmy odsuneme na zavér a ukédZeme nejdfive, jak z ni plyne Fary-
ho véta. K uzaviené &afe ¥ sestrojme posloupnost polygonii 12, 22, ..., které konver-
guji k &afe ¥, a oznalme ‘a;, ‘a,, ... ty Ghly polygonu ‘2, jejichZ soudet davéa jeho
totalni k¥ivost: ‘e, + ‘a, + ... = y(°®). Pon&vadz posloupnost {‘2} konverguje k &,

299




tedy jist¢ {'2,} konverguje k €, a tudi nejen lim y('%) = (%), ale také lim y(‘?,) =
i—» o i—

= 9(%,). Pokud je zim&na integrace a limitniho pfechodu pfipustna, dostaneme

Qi~® T i»©

L f v6,)d@ = L[ limy(®,)de = L lim J' 2(i2,) dg =
47[ 2 47[ 4 0

=1 lim | {'a,, + ‘a3, + ...} dQ = lim {if i, dQ + L in,, dQ + }
T i=w J g in0 (4T ) o 4r ) o :

Aplikace vztahu (I11,3) na kaZdy s¢itanec z koneného soudtu v posledni zivorce
vede ihned k Faryho v&tg&, v niZ je jeden funkciondl vyjadfen jako stfedni hodnota
jiného funkcionalu. Takovych relaci je v teorii konvexnich utvari velké mnoZstvi.

Zavérem dokaZeme Faryho lemmu. Zvolme jinou dvojici vektori u, v tak, aby jejich
uhel B byl roven 1hlu B vektori u, v a oznadme B, uhel, ktery je projekci uhlu j
ve sméru ¢. VSechny &tyfi vektory si miZeme pfedstavit umistény v pocatku. Na
jednotkové kulové plode Q s body ¢ mame pak definovany dv& funkce B, a B,. Vhod-
nym otoenim miZeme identifikovat thel vektort u, v s ihlem vektoril U, v; v tom
ptipadé splynou i funkéni hodnoty, 8, = B, a potom [, B,dQ = [, B, dQ. Uvazi-
me-li je§t&, Ze otodeni kolem podatku neméni plosny integral po Q, vidime, Ze integral
ze vztahu (I11,3) z4visi jeding na uhlu B vektord u, v, to znamena, e

(11L4) f 8,42 = f(B),

kde f je jista funkce. Zvolme nyni vektor w komplanarni s vektory u, v a oznaéme f’
thel vektorii v, w; pfi vhodné volbé vektoru w bude mit thel vektorlt u, w velikost
B+ B (B, B’ = 0). Ozna¥me opét f, uhel, ktery je primétem twhlu ' ve sméru o;
ziejmé uhel, ktery je primétem uhlu B + B’ ve sméru o, ma velikost §, + f,. Mame
pak

S8+ B) = f 8, + B)d2 = f 8,da + j 5,42 = 1(B) + (8.

Pro funkci f(B) plati tedy funkcionélni rovnice f(B + B') = f(B) + f(8'), jejiz fedeni
ma4, jak zndmo, tvar

(111,5) f(B) = ¢, c = konst.

Zbyva urdit konstantu ¢, coZ provedeme pfi specidlni volb& vektord u, v. Jestlize je
zvolime nesouhlasn& rovnobé&Zné, pak f = n a ovSem i 8, = n pro kazdy smér o
(s vyjimkou sméru vektord u, v, coZ v ditkaze nehraje roli). To znamena podle (II1,4)
a (I1L,S), Ze fon dQ = cm, tudiZ ¢ = 4n. Dosadime-li za konstantu ¢ nejdfive do
(I11,5) a pak za f(p) do (II1,4), dostaneme vztah (IIL,3).

V relaci (I1I,1) z Faryho véty vystupuje oviem implicitng flexe, nebot y znamena
integral prvni kfivosti po uzaviené ¢afe. Podobny vztah, v némz v§ak y je nahrazeno
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integralem druhé kfivosti, odvodil J. W. Milnor [2]. Na obecné neregularni Sary —
tedy i prostorové polygony — zobecnil Milnoriv vysledek Ju. G. ReSetnjak [1].
V jeho praci je pozoruhodné vyuZito definic, které zcela pfirozenym zplisobem pfena-
Seji na lomené &ry (polygony) klasické invarianty — flexi a torsi — z teorie diferen-
covatelnych prostorovych kfivek.

IV,

Pro rovinnou uzavienou konvexni krivku, kterd md délku L a ohraniéuje oblast
o0 obsahu F, plati klasickd isoperimetrickd nerovnost

(1v,1) I? —4nF 2 0,

v niZ znamenim rovnosti je charakterizovdna kruZnice. Historii této nerovnosti
podava sv&zim zpisobem W. Blaschke [1]; poznamenejme pouze, Ze uZ J. STEINER
ji domnéle dokéazal, Ze P. DIRICHLET jej marné upozoriioval na nutnost existenéniho
dtkazu a teprve K. Weierstrass témér pfed sto lety jako prvni celou zaleZitost exaktné
uzaviel. Dnes je zndmo mnoho riznych diikazi. Omezeni na konvexni kfivky je
pfitom nepodstatné: Pfi pfechodu od nekonvexni rovinné oblasti k jejimu konvexni-
mu obalu se totiZ zvétsi obsah a zmensi délka hranice. Vysledek mtZeme formulovat
tak, jak to udglali T. BONNESEN a W. Fenchel [1], str. 111: Mezi viemi uzavienymi
rovinnymi ¢arami dané délky ma kruZnice nejvétsi obsah konvexniho obalu. Nabizi
se pfirozen& prostorova analogie: Mezi vSemi prostorovymi uzavienymi Carami
dané délky urdit ty, jejichZ konvexni obal md maximdlni objem. O tomto problému
fikaji autofi doslova: ,,Wegen der komplizierten Abhéngigkeit der konvexen Hiille
von der Kurve scheint dieses Problem recht schwierig zu sein“.s)

V prostoru sudé dimense 2n se uzaviena kfivka € nazyva konvexni, jestlize ma
s kazdou nadrovinou spoleénych nejvyse 2n bodu. I. J. SCHOENBERG [1] v roce 1954
ukazal, Ze takova Cara je rektifikace schopna a dokazal pro ni tuto v&tu: Mezi
délkou L a objemem V konvexniho obalu konvexni uzavfené éiry v E,, plati nerovnost

(Iv,2) I’ = (2nn). ni @y,

v niZ rovnost plati jen pro cdry, které pri vhodné volbé soustavy soufadné Ize popsat
rovnicemi tvaru

—

(Iv,3) Xy =cost, X3=%cos2t ..., Xp,_4 = =cosnt,
n
. . 1 .
X, =sint, x,=1%sin2t, ..., x,, = —sin nt,
n

kde t € <0, 2n>.

5) Konvexni obal prostorového oblouku studoval E. EGERVARY; On the smallest convex cover
of a simple arc of space-curve. Publ. Math. (Debrecen) I (1949), 65— 70.
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Je zbytetné zdiraziiovat, jak vyznamnou ulohu sehrala klasick4 isoperimetrick4
nerovnost v teorii konvexnich utvari. Schoenbergiiv objev je jejim zobecnénim do
prostoru sudé dimense, které dvacet let pfed nim oznacili T. Bonnesen a W. Fenchel
[1] za ,,vskutku t&zké.

- V.

Extremalni ¢ary Schoenbergovy nerovnosti jsou zvla$tnim pfipadem kfivek, které
v prostoru sudé dimense 2n maji pfi vhodné volb&é pravouhlé soustavy soufadné
parametrické rovnice

(v,1) Xy—g =rsinlf, xy=rcoslifp (i=12..,n).

Pfitom r; a [, jsou positivni konstanty a I; & I; pro i % j. Tyto &ry jsou velmi pfi-
rozenym zobecn&nim kruZnice a budeme jim fikat nadkruZnice. Cary (V,1) jsou velmi
specidini, a proto by se jejich studium mohlo zd4t na prvni pohled pfekonanou zéle-
Zitosti. Ale jen na prvni pohled, nebot opak je pravdou. Naznaéime, jak vyznamné
misto maji nadkruZnice i v analyze a jak tato jejich dloha pfirozené souvisi s nasi
problematikou.

Specialnim uzavienym nadkruZnicim, které vyhovuji podminkam r; = 1 a [; = i,
budeme fikat Carathéodoryovy. V jeho praci [1] z roku 1907 se totiZ objevuji ve velmi
uzké souvislosti s harmonickymi funkcemi. Citované pojednani vedlo k celé sérii
tizce souvisejicich praci O. ToepLITZE [1], C. Carathéodoryho [2], C. Carathéodo-
ryho a L. FesEra [1] i E. FiscHERA [1], v nichZ vystupuje do popfedi nejenom sama
Carathéodoryho nadkruZnice, ale i jeji nejmensi konvexni obal. Ten podrobil velmi
dikladnému studiu C. Carathéodory v praci [2] a analyticky jej charakterizoval rovn&z
O. Toeplitz (viz v¥tu IT s pozn.®) na str. 221 v citované préaci C. Carathéodoryho a L.
Fejéra). Abychom si uginili pfedstavu, jak je Carathéodoryho nadkruZnice zafazena

do analyzy, postadi jist& tato jeho v&ta: Harmonickd funkce 3 + Y r"(a, cos nf +
n=1

+ b, sin np) je jediné pak pFi r < 1 reguldrni a positivni, jestlize pro kaZdé n patii
bod z E,, 0 souradnicich a,, by, ..., a,, b, nejmensimu konvexnimu obalu Carathéo-
doryovy nadkruZnice.

Nadkruznice s libovolnymi konstantami r; a I, studoval ve &tyfrozmérném prostoru
O. BorOVKa [1], [2]. Jeho studium vychazi oviem ze zcela jiného hlediska. Nadkruz-
nice jsou charakterizovany tim, Ze maji vSechny kfivosti konstantni. O. Boriivka
odvodil fadu jejich vlastnosti, které jsou velmi analogické element4arnim vlastnostem
kruZnice, a pak jich uZil pfi studiu dvojrozmérnych ploch, které maji viechny body
parabolické; parabolickym se rozumi takovy bod, jehoZ indikatrie normalni k¥ivosti
(definované analogicky k ptipadu plochy v E;) jim prochézi. Na tuto aplikaci nad-
kruZnice v teorii ploch navazal pozd&ji K. SVOBODA.
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Borivkovy vysledky o nadkruZnicich pfenesl do prostoru libovolné sudé dimense
M. SypTAk [1], [2]. Z naSeho stanoviska je viak zvlast& pozoruhodna Syptikova
prace [3] z roku 1956, v niZ od nadkruZnic a nadiroubovic v prostoru liché dimense
(tzn. od &ar, které maji vSechny kfivosti konstantni) pfelel k &aram, které nazval
obecnymi nadkruZnicemi (a obecnymi nadéroubovicemi). Jsou to takové &ary, které
maji viechny poméry kfivosti konstantni. M. Syptak dokazal, Ze sférickym obrazem
poslednich normal jeho obecné nadkruZnice je nadkruZnice. Nalezl také n&kolik
nutnych a postacujicich podminek, aby kfivka byla obecnou nadkruZnici. K témto
podminkam dospél v souvislosti s axidlnimi rovinami nadkruZnice, coZ jsou roviny
uréené osami X,;_;, X,; soufadnicové soustavy, v niz nadkruZnice ma rovnice (V,1).

O. Bortivka ani M. Syptak se o vy$e zminéném vyznamu Carathéodoryho nad-
kruZnice nezmifiuji. Poznamenejme jesté, Ze ackoliv Carathéodoryho nadkruZnice
je uzaviena, jiné nadkruZnice mohou byt oteviené.

Uzaviené ¢ary € v prostoru sudé dimense E,,, jejichZ sférickym obrazem posled-
nich normal je nadkruZnice I', studoval v poslednich letech Z. Nadenik [3]—[5],
[7]. [8]- V [3] definoval pro &aru € pomoci op&rné funkce (orientované vzdalenosti
podatku od hyperoskulagni nadroviny) jisty funkcional F — analogii plochy omezené
vejéitou kfivkou v jeji roving, a pro F a délku L ¢ary ¥ na zékladé Wirtingerovy
nerovnosti pfenesené z kruZnice na nadkruZnici (srv. i Z. Nadenik [6]) odvodil
nerovnosti, které jsou prostorovymi analogiemi klasické isoperimetrické nerovnosti
pro rovinné édry )

(v,2) > —(.)F 20 (resp. <0) pro n liché (resp. sudé) ;

konstanta (.) zavisi jedin€ na nadkruZnici I', jejiZ projekce do axidlnich rovin musi
spliiovat jisté podminky o nasobnosti. Extremdlnimi ¢arami nerovnosti (V,2) jsou
nadkruznice. Bylo mozZno zavést i analogii Minkowskiho smiSeného obsahu dvou
konvexnich rovinnych oblasti a nerovnosti (V,2) zobeenit pro dvé &ary na nerovnosti
Minkowskiho a Frobeniova typu.

Ma-li nadkruzZnice I' stfed, je moZno na kfivce @ definovat prot&si body; v nich
jsou oskulaéni roviny rovnob&Zné. Pokud I splituje podobné podminky jako vyse,
podatfilo se Z. Nadenikovi [4] pro ¢aru € mj. odvodit analogie Segreovy véty a jejich
dusledkd pro rovinné konvexni kfivky. Typickym vysledkem jsou nerovnosti pro
céaru €

(v.3) séHdg—zb—L§HD§S,

v nichZ znamend b délku nadkruznice I' a H jistou konstantu, d resp. D minimdlni
resp. maximdlni vzddlenost protéjSich bodii a s resp. S minimdini resp. maximdlni
soucet poloméri posledni kfivosti v protéjsich bodech.

Jak ukézal Z. Nadenik [5], jsou rovnosti v (V,3) charakterizovany &ary %, pro n&z
vzdalenost hyperoskula&nich nadrovin v prot&jsich bodech je konstantni. Vlastnosti
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takovych &ar z nich vytvafeji velmi izkou analogii vej¢itych kfivek konstantni $ifky.
Podrobniji v E, je studoval Z. Nadenik v [8].

Konvexni &ary €, jejichZ posledni normaly maji za sféricky obraz nadkruznici,
vySetfoval Z. Nadenik [7]. Pro n& soudasng plati ,,kvadraticka“ nerovnost z (V,2)
a ,,2n-dimensionalni*“ Schoenbergova nerovnost (IV,2).

Z. Nadenik se zabyval téZ takovymi obdlkami jednoparametrového systému kon-
vexnich vélcovych ploch, které jsou homoemorfni s torem. Situaci, kdy tyto valcové
plochy degeneruji v pfimky, takZe obélka pfejde v uzavienou (obecn& porostorovou)
&aru, studoval v [2]. Obecné uzaviené kiivky — bez podminek na kfivosti — vy-
Setfovali L. Bo¢Ek a Z. Nadenik [1] rovn&Z pomoci opérné funkce; ukazalo se, Ze
hlubsi studium bude nadé&jné pfi konstantnich pomérech kfivosti, jak také dosvéd&uji
Nadenikovy prace z let 1966 —68.

VL

Zavérem pfipojime jesté strucné zminky o tfech skupinach praci.

a) B. M. CerDAK [1], Ju. A. VoLkov a N. S. NEVMERZICKD [1] a I. JA. BAKELMAN
a A. L. VERNER [1] studovali v letech 1965— 67 podminky, za nichZ uzavfena prosto-
rova kfivka o oblouku s € €0, ) s periodickou flexi a torsi leZi cela v koneénu anebo
ubihd do nekonefna. Ackoliv zde uZ mame co délat s kfivkami nekoneéné délky,
dotkli jsme se této problematiky jednak pro jeji zajimavost, jednak pro jeji jistou
souvislost s Efimovovym-Fenchelovym problémem (srv. odd. II, str. 297); za zminku
také stoji, ze v Cerdakové préci se znovu objevuji nadkruZnice.

b) Je dobfe znamo, Ze A. D. ALEXANDROV je tviircem nového sm&ru v diferencialni
geometrii, k némuZ poloZil zaklad svou knihou z r. 1948 (BuyTpennasi reomeTpus
BHIIYKJIBIX ToBepXxHocTeif, Moskva 1948; Die innere Geometrie der konvexen
Flichen, Berlin 1955). Na pfibuzné myslence — na aproximaci &ary polygony - za-
loZil i obecnou teorii kfivek (nikoliv nutn& regularnich v obvyklém smyslu diferencial-
ni geometrie) v praci [1] z roku 1947. Na ni o deset let pozdgji navazal Ju. G. RE-
SETNJAK [1] a zobecnil Faryho vétu (viz zadatek odd. III) a analogickou relaci pro
totélni torsi odvozenou J. W. Milnorem [2] na obecné uzaviené &ary bez pozadavku
regularity. '

¢) Velmi zajimavé jsou prostorové analogie véty o &tyfech vrcholech: Na (rovinné)
vejéité dre jsou alespori ¢tyFi body, v nichZ jeji kfivost md extrém. [Nemén& pfi-
taZlivé jsou jeji diskretni tvary. S. BILINSKI [1] zjistil, Ze v cyklické posloupnosti
Oy — Oy, O — Olgy.uuy Oy — O,_q, Oy — O, UtvoFené z uhlii o; pri vrcholech A;
rovnostranného konvexniho n-uhelnika, jsou budto vSechna Cisla rovna nule anebo
jsou v ni alespori étyfi znaménkové zmény. (Srv. Z. Nadenik [9].) K jinému tvaru
dospél A. D. Alexandrov [2], kap. VI, § 1; neni sice tak elegantni jako Bilinskiho,
ale l1ze z n&j snadno odvodit vétu o &tyfech vrcholech v klasickém vy$e citovaném
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Mukhopadhyayové-Kneserové znéni. Je-li totéZ moZné s Bilinskiho tvarem, je zatim
neznamo. Prostorové protéj§ky pro véty Bilinskiho a Alexandrova dosud nebyly
dokazany. Zda se, Ze geometrie prostorovych polygond je odvétvim, které bez
zvlastni delsi pfipravy by slibovalo fadu novych vysledkﬁ.]

Pro prostorové uzavfené &ary nalezl A. Moor [1], [2] invariant, ktery ma podob-
nou vlastnost jako kfivost vejéité ¢ary ve vété o &tyfech vrcholech. Modriv invariant
je sloZity; obsahuje dokonce libovolnou funkci, ale jisty integral po uvaZované Cafe
musi vymizet, coZ nemile sniZuje eleganci véty. O mnohem uZsi analogii klasického
znéni v&ty o &tyfech vrcholech se strudn& zmitiuje W. Blaschke ([4], § 24) a studuje
ji téZ S. SMAKAL v dosud nepublikované diserta&ni praci.

Uzavfenou kfivku n-té tiidy v n-rozmérném prostoru oznaéme jako ostfe konvexni,
jestlize kaZdymi jejimi n — 1 body lze proloZit nadrovinu (dimense n — 1), ktera uz
s kfivkou nema Zadny daldi bod spoleény; pfipoustéji se také splyvajici body. M.
BARNER [1] v r. 1956 ukazal, Ze na ostfe konvexni kfivce v n-rozmérném prostoru
je alespori n + 1 bodii se staciondrnimi oskulacnimi nadrovinami. Pro d = 3
v pongkud jiném zn&ni dokézal tuto v&tu uz H. MOHRMANN [1] téméF o &tyficet let
dfive; byla téZ znama i C. Carathéodorymu (srv. W. Blaschke [3], str. 21). Barnero-
vym zobecnénim se velmi obsirné zabyval O. HAUPTS).

Naznatime uzkou souvislost mezi vétou o ¢tyfech vrcholech a Mohrmannovou-
Barnerovou vétou. Bodu (x, y) z euklidovské roviny E, pfifadime bod (x* + y2,x, y, 1)
v projektivnim prostoru P. Pak roving ag(x? + y?) + a,x + a,y + a3 = 0z P,
koresponduje v E, kruZnice nebo ptfimka. Oskulaéni kruZnici ¢ary v E, odpovida
oskula¢ni rovina kfivky v P, (vidy ,»tFi spolené body) a vrcholu piislusi bod se sta-
cionarni oskula&ni rovinou (,,&ty¥i* spoleéné body s oskula&ni kruZnici v E, a s osku-
la¢ni rovinou v P;). Ostfe konvexni kfivka z P; se zobrazi v &aru v E,, jejimiz kazdy-
mi dvéma body jde kruZnice nebo pfimka, kterd uZ s ¢arou nema Zadny dalsi bod
spoleény. Tuto vlastnost ma vejita ¢ara v E,, pro niZ je tak véta a &tyfech vrcholech
znovu dokézana (viz M. BARNER [1]).
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-

Zusammenfassung

UBER GEOMETRIE GESCHLOSSENER RAUMKURVEN
IM GROSSEN

ZBYNEK NADENIK, STANISLAV SMAKAL, Praha

Im Artikel haben wir eine Ubersicht der Geometrie im Grossen der geschlossenen
Raumkurven angestrebt. Beiseite blieben die topologischen Eigenschaften, denen
ganz das Buch von R. H. Crowell - R. F. Fox: Introduction to knot theory, Boston
1963 und teilweise auch das Werk von O. Haupt - H. Kiinneth: Geometrische Ord-
nungen, Berlin 1967 gewidmet ist. Von besonderer Bedeutung ist das differential-
geometrische Studium und die Integralungleichungen. Eine Kurve wird immer
selbstindig aufgefasst, d. h. nicht als ein Gebilde auf der Fliche; es wird also z. B.
iiber Analogien der klassischen isoperimetrischen Ungleichung auf der Kugelfliche
oder auf einer allgemeinen Flache nicht berichtet.
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