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Casopls pro péstovini matematiky, rok. 96 (1971), Praha

UBER DIE TORSALSYSTEME DES KONGRUENZENPAARES

Joser VALA, Brno
(Eingelangt am 24. Januar 1969)

Die zweiparametrige Geradenmannigfaltigkeit eines n-dimensionalen projekti-
ven Raumes P, nennen wir die Geradenkongruenz. Wir werden einige Eigenschaften
der Kongruenzen I',(p,), I';(p;) im Raume P; (n = 3) betrachten. Ein solches
Paar P besitze eine Korrespondenz C : p; — p,, wobei die einander zugeordneten
Geraden p,;, p, stets demselben Parameterpaar (u, v) entsprechen. Wir werden
voraussetzen, daB die Parameterpaare (u, v) alle Werte aus dem Gebiet 4 einnehmen.
Fiir alle Wertepaare (4, v) = 4 seien die einander entsprechenden Geraden beider
Kongruenzen windschief.

Die Kleinschen Bilder der Geraden p,, p, bilden zwei Punktmannigfaltigkeiten
K;, K, im Kleinschen Raum P,. Die Koordinaten der erwidhnten Kleinschen Bilder
der Geraden p,, p, seien Funktionen der Differentialklasse C!. Die Verbindungs-
geraden der sich entsprechenden Punkten von K, K, bilden eine Geradenkongruenz.
Diese Kongruenz nennt man das Rosenfeldsche Bild des Paares P (Finikov [1]).

a) Im Raume P, betrachten wir ein bewegliches Koordinatentetraeder mit den
Eckpunkten A4, 4,, A5, 4,4, wobei

' pl = (Aly A4) > Pz = (Az, A3)

gilt. Wenn wir mit o* die Komponenten der differentiellen Verriickung des Tetraeders
bezeichnen, dann folgt:

§)) dAi/ = ofd; i,k=1,2234.

Mit Hilfe der Gleichungen (1) bekommen wir leicht folgende Relationen:

(22) d(4;, 4s) = wi(4y, 45) + 03(4y, 45) + [0] + 0i] (4, 44) +
+ (42, 44) + 03(43, 44),

(2b) (4, 43) = —w3(4y, 42) + ©3(4y, 43) + [03 + 03] (4, 45) +
+ 3(4,, 4,) — 05(4;, A4) .
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Daraus folgt, daB
2 3 2 3 1 1 l 4
w5, 03, 0, 0], v}, 03, O, 0}
die Hauptformen sind.

V5(I',) sei die Punktmannigfaltigkeit, die aus simtlichen Punkten aller Erzeugenden
der Kongruenz I'; besteht. Die niedrigste Dimension des Unterraumes t,, der alle
Beriihrraume von V,(I',) lings der festen Erzeugenden p; < I'y enthilt, nennen wir
den Charakter der Geraden py (Svec [5], S. 12). Dasselbe gilt fiir alle Erzeugenden
einer beliebigen Kongruenz im Raume P,, n = 3.

Wir werden voraussetzen, daB der Charakter aller Erzeugenden der Kongruenz I',
fiir alle Wertepaare (u, v) < 4 gleich 3 ist.

(3a) dimz, = 3.

7, sei der Unterraum, der alle Beriihrraume von V,(I',) lings der festen Erzeugen-
den p, < I', enthilt. Fiir alle Wertepaare (u, v) = 4 sei der Charakter der Gera-
den p, gleich 3.

(3b) dimt, = 3.
Betrachten wir die Gerade
q = (214, + %444, %24, + %343)

(fiir das feste Wertepaar (u, v) = 4). Die Gerade g nennen wir die zur Richtung s
(4) 8,du + 9,dv=0
gehorende Quasifleknodalgerade des Paares P, wenn fiir das erwiahnte Wertepaar
(%) g x (A4, 4) =0, q x (42, 4;)=0, g xd(4,4,)=0,

g x d(4,,43) =0

gilt. (Mit x bezeichnen wir das Pliicker’sche Produkt.) Die ersten zwei angefiihrten
Gleichungen sind erfiillt. Aus den iibrigen Gleichungen folgt dann nach (2):

2 3 2

(62) HyRaW] — X1 H3@] + KXWy — Aahawy =0,
1 1

(6b) — X Ky OF — %308 + K40} + HyHu0) = 0.

Man kann die geometrischen Eigenschaften der Quasifleknodalgeraden finden.
Bei Giiltigkeit der Relation (4) ist durch die Punkte (4, A,), d(4;, 44) des Klein-
schen Raumes P die Tangente der Mannigfaltigkeit K, im Punkte (44, 4,) bestimmt.
Ahnlich, bei der Giiltigkeit derselben Relation, ist durch (4,, 4,), d(4,, 4;) die
Tangente der Mannigfaltigkeit K, im Punkte (4, 45) bestimmt. Die Punkte (4,, A,),
(A3, A3), d(A4,, A,), d(A;, A;) liegen allgemein in einem dreidimensionalen Raume.
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Die Polargerade des erwihnten Raumes im Bezug zur Kleinschen Quadrik bezeichnen
wir mit ¢. Im allgemeinen schneidet die Gerade ¢ die Kleinsche Quadrik in zwei
Punkten, die die Kleinschen Bilder der zur Richtung s gehorigen Quasifleknodalgera-
den sind. .

. Die erwiihnten Quasifleknodalgeraden haben geometrische Eigenschaften, ihre
Lage hangt von den sekunddren Parametern nicht ab.

Im folgertden werden wir voraussetzen, daB 3,, 3, die gegebenen Funktionen der
Hauptparameter und im allgemeinen auch der sekundiren Parameter sind. Jede
Losung der Differentialgleichung (4) bestimmt die zwei sich entsprechenden ein-
parametrischen Geradenmannigfaltigkeiten Q,, 2,(Q, = I'y, Q, < I';). Betrachten
wir zwei Geraden py, p,; p; = Q,, p, = Q,. Die Korrespondenz C soll die Gerade p,
in die Gerade p, iiberfithren. Aus den Gleichungen (6a), (6b) bestimmt man die
zum Geradenpaare py, p, und zur Gleichung (4) gehérigen Quasifleknodalgeraden.
Diese Geraden nennen wir die Quasifleknodalgeraden des Paares Q,, Q, lings py, p,
(Vala [6]). _

Setzen wir voraus, daB eine der erwdhnten Kongruenzen I'y, I', in eine Regelfliche
zerfillt. Wenn zum Beispiel I', eine Regelflache ist, dann ist das Kleinsche Bild von I',
eine Kurve des Kleinschen Raumes. Beliebige zwei der folgenden Formen:

(7a) w3, 0, of, o}

sind linear abhingig. Wenn I', eine Regelfliche ist, dann sind beliebige zwei der
folgenden Formen:

(7v) | o}, 0}, 0}, 0f

linear abhingig.

b) Im folgenden werden wir voraussetzen, daBl die Dimension der Beriihrraume
der Punktmannigfaltigkeit K, fiir alle Wertepaare (u, v) = 4 gleich 2 ist. Dasselbe
werden wir fiir die Punktmannigfaltigkeit K, voraussetzen. Fiir alle Wertepaare
(4, v) = 4 sollen noch folgende Bedingungen erfiillt sein: Die Kongruenzen I'y, I',
sollen hyperbolisch sein und reguldre Brennmannigfaltigkeiten haben. Alle Geraden
D1, P2 sollen den Charakter 3 haben.

Die Punkte A4,, A, wihlen wir in den Brennpunkten der Kongruenz I'y, ebenso
A,, A, in den Brennpunkten der Kongruenz I',. Wir bezeichnen mit a;, i = 1, 2, 3, 4,
die Beriihrebenen in den Brennpunkten beziiglich der zugehorigen Brennflichen.

Die Ebene a, schneidet die Gerade p, (fiir dasselbe Wertepaar (u, v) < 4) im
Punkte

w%Az + (D?A3 .

Die Lage dieses Punktes hingt von den Differentialen der Parameter nicht ab, es
gilt also:

wa; + wiA, = (01(0%.42 + a343) .




o, ist die Hauptform; a2, a} sind im allgemeinen die Funktionen der Hauptpara-
meter und der sekundiren Parameter. Ahnlich kann man die Schnittpunkte der Be-
rithrebenen der iibrigen Brennflichen mit den entsprechenden Geraden der zweiten
Kongruenz betrachten. Es gilt dann:

2 2 3 3 2 2 3 3
(8) wl = a1w1 s wl = alwl > w4 = a4w4 ’ (04 = 04(04 >

1 1 4 1 1 4

Wy = A0, , w; = a0, W3 = AzW;, (D; = Q;3W; .

o, i = 1,2,3,4, sind die Hauptformen. a?, a}, a3, a3, a3, a3, a}, a3 sind im alige-
meinen Funktionen der Hauptparameter und der sekundidren Parameter. Fiir alle
Wertepaare (u, v) < 4 gilt nach (3a), (3b):

2.3 2 4
9 ata; — ajai +# 0, aja} —a3a} +0.

Nach den angefiihrten Voraussetzungen und nach den Relationen (8) sind die Haupt-
formen w,, w, fiir alle Wertepaare (u, v) = 4 linear unabhingig. Dasselbe gilt fiir
die Hauptformen w,, ;. Daraus bekommt man folgende Relationen:

(10) ®, = bjo, + bjw,, ;= blw, + bjw,.

b}, b3, b}, b3 sind die Funktionen der erwdhnten Parameter. Weiter gilt fiir alle
Wertepaare (u, v) < 4 folgende Ungleichheit:

(10a) blb% — bibt + 0.

Das Rosenfeldsche Bild des Paares P ist im allgemeinen eine Geradenkongfuenz des
Charakters 5 (Finikov [1], S. 192, Klapka [2], S. 207). Im Falle des T-Paares hat das
Rosenfeldsche Bild den Charakter 3. Es gilt dann:

@=at=al=al=0, oder a?=al=ai=a}=0.

Wenn das Rosenfeldsche Bild des Paares P fiir alle Wertepaare (u,v) = 4 den
Charakter 4 besitzt, dann haben die Beriihrebenen der Punktmannigfaltigkeiten
K;, K, in den sich entsprechenden Punkten einen Punkt gemein. Dann gilt nach (8),

(2a), (2b): .
(11) alajajal = alajaial .

Betrachten wir zwei, sich in der Geradenkorrespondenz C entsprechende Regel-
flichen des Paares P. Mindestens eine der Flichen sei eine Torse. Die zwei angefiihr-
ten Flachen nennen wir das Torsalpaar des Systemes P. Wenn die Flache (Ai, A)
eine Torse ist, dann gilt:

(A, Agy 034, + 0}A;, 0JA; + ©34;) = 0.
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Daraus ergeben sich folgende Gleichungen fiir zwei Schichten der Torsalpaare des
Systemes P:

0)1=0, w4=0.

Leicht bekommen wir die Gleichungen der zwei iibrigen Schichten von Torsalpaaren
des Systemes P:

- ' w2=0, w3=0.

Im Paare P betrachten wir zwei sich entsprechende Erzeugenden p;, p,. Der
Index i soll die Werte 1,2, 3,4 einnehmen. Fiir jeden Wert von i bezeichnen wir
mit ! die Fliache des Torsalpaares w; = 0, die die Erzeugende p, enthilt; die andere
Fliche desselben Torsalpaares bezeichnen wir mit Q.

Unbedingt abwickelbar sind folgende Fliachen:

Q{(w, = 0), die Riickkehrkante der Torse ist auf der Fliche (4,),
Qf(ws = 0), die Riickkehrkante der Torse ist auf der Fliche (44),
Q%(w, = 0), die Riickkehrkante der Torse ist auf der Fliche (4,),
Q3(w; = 0), die Riickkehrkante der Torse ist auf der Fliche (43) .

Fiir jeden Wert von i bezeichnen wir mit m;, m; die Quasifleknodalgeraden des
Paares @', Q) lings der Geraden p,, p,. Die Geraden m; sollen durch die entspre-
chenden Punkte 4; gehen; die iibrigen Quasifleknodalgeraden bezeichnen wir mit 7;
(m; gehort zur Gleichnung w; = 0).

Wir fiihren folgende Bezeichung ein:

(122) m; = (xiA, + xi}l4, x5A, + x44;),
i=1,2,3,4, xi=xf=u=u%=0;

(12b) i, = (74, + %Ay, %A, + %435),
i=1,2,3,4, # £0, % +0, ©3+0, #+0.

Jetzt werden wir die Eigenschaften des Paares Qf, Q} (w, = 0) untersuchen.
Nach (6a) gilt fiir die Quasifleknodalgeraden des erwihnten Paares mindestens eine
der folgenden Relationen:

x4=0, xzai—X3ai=0.
Wir setzen den ersten Fall voraus. Aus der Gleichung (6b) folgt:

kzw; + 2{30); = O .
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Daraus ergibt sich nach (8), (10):
(13a) #,a3b3 + %;a3b; =0, %, =0.
Die Gerade m, ist durch (12a) gegeben, nach der Gleichung (13a) gilt noch:
(14a) uy =0, xya3bs + xia3bs =

Wir werden den zweiten Fall betrachten. Aus der Gleichung (6b) folgt leicht:
(13b) xy(a3aibs + a3alb3) — wy(ajaib + ajaib3) =0, x,ai — x3ai =0.

(Die Relationen a; = 0, a = 0 gelten nach (9) nicht gleichzeitig.)
Wenn

a3albs + atalbi =

gilt, dann ist durch die Relationen (12a), (13b) die Gerade m, bestimmt. (Statt der
Bezeichung %, k = 1,2, 3, 4, beniitzen wir die Bezeichung ;). Diese Gerade fillt
mit der durch (12a), (14a) gegebenen Geraden zusammen.

Die Gerade i, ist durch (12b) gegeben. Aus der Gleichnung (13b) bekommen wir

allgemein folgende Relationen fiir die GroBen #;, %3, %3, #5:

(14b) #1(a3a3bs + ajaibi) — #,(alaibi + ajalb}) =0,
#ay — #ai=0.

Die Gerade i, existiert nicht im folgenden Falle:

(14c) ataibs + azaibi =0, ajalb; + ajalb; +0.

Wir werden die geometrischen Eigenschaften der Relationen (14c) betrachten. Die
Beriihrebene der Fliche Q] lings der Geraden p, schneidet die Gerade p, im Punkte

aiAz + aiAs .
Die Beriihrebene der Fliche ©; im angefiihrten Punkte schneidet p, im Punkte
Ay(aa3bs + alaibi) + A (alazbs + ala3bl).

Wenn (14c) gilt, dann fillt dieser Punkt mit dem Punkte 4, zusammen.
Wir werden noch den Fall

4 3 4 2 1 314 2
(14d) atalb? + ajaibi = 0, ajalbi + alaibi =

untersuchen. Das System der linearen Gleichungen fiir die Unbekannten b3, b3 hat
nach (10a) eine nichttriviale Losung, es gilt:

ajaj(aja% — a3a}) = 0.
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Nach (9) bekommen wir nur folgende Méglichkeiten:
aﬁ =0, ai =0.

Setzen wir a3 = 0 voraus. Nach (14d) gilt gleichzeitig b3 = 0. (Den Fall a = a3 =
= a3 = 0 miissen wir nach (9) ausschlieBen.) Betrachten wir die geometrischen
Eigenschaften der Relationen aj = b3 = 0(w; = 0). Die Beriihrebene der Fliche Q{
(d. h. die Ebene ;) geht durch den Punkt 4,. Die Beriihrebene der Fliche Q; im
Punkte A, +° 14, (fiir o, = 0) st fiir alle Werte von A # 0 fest und durch die Punkte

(Az, Ay, a34, + a;AA)
bestimmt. Weiter gilt fiir o, = 0:

d4, = 04, + 03A,.

P, ist die Torsalerzeugende der Fliche 2}; A, ist ihr Kuspidalpunkt. Die Geraden 7,
bilden ein Biischel mit dem Scheitel 4, . (4, p,) ist die Ebene des Biischels. Von
diesem Biischel schlieBen wir die Gerade m; = (4,, 4,) aus.

Ahnlich kann man den Fall a2 = 0 betrachten. Wenn a2 = 0 gilt, dann gilt gleich-
zeitig b% = 0. Die Beriihrebene der Fliche Q] geht durch den Punkt 4, . p, ist die
Torsalerzeugende der Fliche Q) . 4, ist der Kuspidalpunkt dieser Erzeugenden. Die
Geraden i, bilden das Geradenbiischel mit dem Scheitel A5 . (43, py) ist die Ebene
des Biischels. Aus diesem Biischel schlieBen wir die Gerade m; = (4, 4;) aus.

Setzen wir voraus, daB durch den Punkt 4; unendlich viele Geraden m; gehen.
Nach (14a) gilt dann entweder a3 = b3 = 0, oder a5 = b5 = 0. Im ersten Falle geht
die Ebene a, durch den Punkt A, . p, ist die Torsalerzeugende der Fliche Qj; A4, ist
der Kuspidalpunkt dieser Erzeugenden. Die Geraden m, bilden ein Biischel mit dem
Scheitel 4, . (4,, p,) ist die Ebene des Biischels. Im zweiten Falle geht die Ebene o,
durch den Punkt A4, . p, ist die Torsalerzeugende der Fliche Q}; A, ist der Kuspidal-
punkt dieser Erzeugenden. Die Geraden m, bilden ein Biischel mit dem Scheitel 4,;
(A, p,) ist die Ebene des Biischels.

Ahnlich kann man auch die Eigenschaften der Geraden my, m,, ms, iy, ii,, Ms
- betrachten.

Wir finden leicht die iibrigen Koeffizienten der Relationen (12):
(15a) xf =0, x3a3b; + x3a3by =0,
(15b)  #}(aja3bs + ajazby) — #i(ajash; + aiazb) =0, #ja} — #3al =0,
(16a)  x}a}b} — x3alby =0, x5 =0,
(166) #lat — #ad = 0, FH(—atalbl + alalb) + ©(adalbl  aalbt) = 0,
(172)  xja?b$ — x3aibs =0, %} =0,

(176)  #aj3 — #3a; = 0, #3(—a3aib; + aia;b3) + #3(azalby — a2aibl) = 0.
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Die Geraden m;, i = 4, 2, 3, existieren fortschreitend nicht in foldenden Fillen:

(15¢) alaiby + alajbl = 0,  ajaibl + alalhl +0;
(16c) —a%alby + alalb} =0, ajalb} — a’albi +0;
(17¢) a%aib} — alajbi = 0, —ajalbl + adalb? +0.

AuBer der Giiltigkeit der anfangs des Abschnittes b) angefiihrten Bedingungen
werden wir im folgenden voraussetzen, daB fiir das feste Wertepaar (u, v) = 4 die
Ebenen «,, a, durch keinen der Punkte 4,, A, gehen. Ahnlich sollen die Ebenen
5, o5 durch keinen der Punkte A,, A, gehen. Es gilt dann:

(18) a} +0, a} 0, a24+0, a3 +0, a3 +0, a3 +0, a} +0, a3 +0.

Die Gerade p, (fiir das angefiihrte Wertepaar (u, v) = 4) sei keine Torsalerzeugende
der Flichen Q?, Q3, die Gerade p, sei keine Torsalerzeugende der Flichen Q;, Q3.
Daraus folgt:

(19) bi+0, b3+0, bi+0, bi+0.

Satz 1. Fiir das feste Wertepaar (u,v) c 4 liegen die Geraden m, gerade dann
auf einer Fldche zweiter Ordnung, wenn

1. 4 2 2 4 3
alajaial = alajala;

gilt. Unter Voraussetzung der Giiltigkeit der Relationen (18), (19) fiir alle Werte-
paare (u, v) = A liegen die zu jedem festen Wertepaar (u, v) = A4 gehdrigen Gera-
den my, i = 1,2, 3,4, gerade dann auf einer Quadrik, wenn P vom Charakter 4
nach Rosenfeld ist.

Beweis. Bei der Giiltigkeit der Relationen (18), (19) fiir das feste Wertepaar
(4, v) = 4 gelten nach (14a), (15a), (16a), (17a) folgende Relationen:

¥i 0, ¥} +0, x3+0, 5 +0, x40, x24+0, » +0, %] +0.

Die Geraden m,, my, m,, m, sind eindeutig bestimmt und wir bekommen leicht
folgende Relationen:

(20) my = (4,, a3b3d, — azb“Aa) m, = (a3bz4, + aib3A,, 4,),
m, = (As azb3d, — azbyA4;), my = (aib34, + albjA,, 4;).

Die Geraden m,, m4, m,, m, schneiden die Geraden p,, p,. Sie liegen gerade dann
auf einer Fliche zweiter Ordnung, wenn die Doppelverhiltnisse D, D ihrer Schnitt-
punte mit den Geraden p;, p, gleich sind. Aus der Relation (20) folgt:

- _ ajalbib} a3a2b3b4
(1) T T2 311540 e
ajazby by azaabzb
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Fiir das feste Wertepaar (u, v) < D ist die Gleichung D = D gerade dann erfiillt,
wenn die Relation (11) gilt. Der weitere Teil des Satzes ist ersichtlich.

Wenn fiir das feste Wertepaar (u, v) = 4 die Relationen (18), (19) gelten, dann
existiert eine einzige zugehorige Gerade i, oder existiert diese nicht. Mit 7, bezeich-
nen wir im ersten Falle die Gerade #i,, im zweiten Falle die Gerade m,. Ahnlich
definieren wir die Geraden 4, #,, 5.

Satz 2. Fiir das feste Wertepaar (u, v) < A ist das Doppelverhdltnis der Schnitt-
punkte der Geraden 7, fi,, fiy, fiy mit der Geraden p, gleich D (siehe (21)) und das
Doppelverhdltnis der Schnittpunkte der Geraden fi,, iy, fi,, i; mit der Geraden p,
ist gleich D.

Beweis. Unter Voraussetzung der Relationen (18), (19) bekommen wir leicht:
fiy = ([a3aib; + a3aib3] A, + [a3alb3 + a3aibi] A,, aiA; + aiA;],
(22) 7, = ([alab; + ajalbi] A, + [ala3b; + ajaibi] A, ald, + al4,),
iy = (ajA, + a3y, [—alaib; + ajaibi] A, + [—alalb} + atalbl] 43),
fiy = (a34, + a3Ay, [a3albs — ala3b3] A, + [a3aib) — alalbi] 4,).

Daraus folgt, daB das Doppelverhiltnis der Schnittpunkte der Geraden 7, fiy, fi,, fi3
mit der Geraden p, gleich D ist. Ebenso ist das Doppelverhiltnis der Schnittpunkte
der Geraden 7, fiy, 71,, i; mit der Geraden p, gleich D.

¢) Im folgenden werden wir voraussetzen, daB die Bedingungen am Anfang des
Abschnittes b) erfiillt sind. Die Relationen (18), (19) miissen jedoch nicht unbedingt
gelten.

Wir werden zwei Regelflichen Q,, 2,(2, = I';, Q, = I';) betrachten. Bei der
Korrespondenz C sollen die Erzeugenden der Flache Q, den Erzeugenden der Fliache
Q, entsprechen. p,, p, seien zwei sich entsprechende Erzeugenden der angefiihrten
Flachen. Wir untersuchen ein windschiefes Viereck M, M,M ,M ;. Die Punkte M, M,
sollen auf der Geraden p,, die Punkte M,, M, auf der Geraden p, liegen. Weiter
werden wir folgende Eigenschaften voraussetzen:

Die Beriihrebene der Fliche Q, im Punkte M, schneidet p, im Punkte M,
die Beriihrebene der Fliche 2, im Punkte M, schneidet p, im Punkte M,
die Beriihrebene der Fliche Q, im Punkte M, schneidet p, im Punkte M,
die Beriihrebene der Fliche Q, im Punkte M, schneidet p, im Punkte M.

Ein solches Viereck nennen wir involutorisch.
Es soll jetzt ldngs pi, p» ein involutorisches, nicht in eine Abszisse zerfallendes
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Viereck, existieren. Dann existieren unendlich viele solche Vierecke (Vala [6]).
Es gilt dann folgende Bedingung:

(23) 0ol + oo} + ool + olw] =0.
Daraus folgt mit Hilfe der Gleichungen (8), (10):
(24) [afazb; + ajazb;] [w,]* +

+[a2ajb; + ajaib} + a3aib; + alaibi] w0, +
+ [a3alb3 + ajalbi] [ws]* = 0.

Man muB noch einige Sonderfille betrachten. Setzen wir voraus, daB p, die Torsal-
erzeugende der Fliche Q, ist. Ihr Kuspidalpunkt ist entweder A4,, oder A,. Setzen
wir voraus, daf3 A, der Kuspidalpunkt der Geraden p, ist. Jede durch p, gehende
Ebene betrachten wir bei der Konstruktion der involutorischen Vierecke als eine
Beriihrebene der Fliche Q, im Punkte A4,. Fiir das feste Wertepaar (u, v) < 4,
welches das Paar p,, p, bestimmt, gilt dann w, = 0. Setzen wir weiter voraus,
daB p, keine Torsalerzeugende der Fliche Q, ist. Die zum Flichenpaare Q,, Q,
lings p,, p, gehorenden Vierecke existieren gerade dann, wenn

(25) ajaibs + alaiby =0

gilt. Bei der Giiltigkeit w, = 0ist dann also die Relation (24) erfiillt. Wenn die Relation
(25) gilt, dann schneidet die Beriihrebene der Fliche @, lings der Geraden p, (d. h.
die Ebene a,) die Gerade p, im Punkte M,. Die Beriihrebene der Fliche Q, im Punkte
M, geht durch den Punkt A,. Man kommt zur folgenden Konstruktion der involu-
torischen Vierecke: M, ist ein beliebiger Punkt der Geraden py, M, ist der schon
erwdhnte feste Punkt der Geraden p,, M, = A,, M3, ist der Beriihrpunkt der
Beriihrebene (M, p,) der Fliche Q,. Den Fall, daB A, der Kuspidalpunkt der
Geraden p, ist, kann man #hnlich betrachten. Ahnlicherweise untersucht man auch
die Fille, daB p, eine Torsalgerade der Fliche £, und p, eine gewdhnliche Erzeugen-
de der Fliche Q, ist.

Im folgenden werden wir voraussetzen, daB p, die Torsalerzeugende der Fliche Q,
und p, die Torsalerzeugende der Fliche Q, ist. 4,, A, seien die Kuspidalpunkte der
erwihnten Geraden. Die nicht in eine Abszisse zerfallenden Vierecke existieren gerade
dann, wenn mindestens eine der folgenden Relationen gilt:

at =0, al=0.

Unter Voraussetzung w; = 0, w, = 0 ist im Falle a3 = 0 die Relation (24) erfiillt.
Nach (10) gilt ndmlich dann b3 = 0. Im Falle a3 = 0 bekommt man folgende
Konstruktion der involutorischen Vierecke: M, ist ein beliebiger Punkt der Geraden
Py - M, ist der Schnittpunkt der Beriithrebene der Fliche Q, lings der Geraden p,
mit der Geraden p,. Unter den angefiihrten Voraussetzungen geht die Beriihrebene
der Fliche Q, im Punkte M, (d. h. die Ebene ;) durch den Punkt 4;; M, = 4,.
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Weiter wiihlen wir M, = A,. Ahnlicherweise kann man die Fille a] = 0, a5 = a3 =
= 0 untersuchen. Ahnlich betrachtet man auch die Fille, daB A, der Kuspidalpunkt
der Geraden p,, bzw. 4, der Kuspidalpunkt der Geraden p, ist.

Wenn lédngs aller sich entsprechenden Geraden p, < £,, p, < Q, die Schichten
der involutorischen Vierecke existieren, dann nennen wir Q,, 2, das involutorische
Fldchenpaar des Systemes P. Das Paar P nennen wir involutorisch, wenn jede der
zwei sich entsprechenden Flichen Q, = I', Q, = I', ein involutorisches Flichen-
paar bilden. Tn diesem Falle gilt nach (24):

(26) alaibl + alaibl =0,
atalb} + ajaiby =0,

ajaib; + aja}bs + afa}bi + ajaib; = 0.
Satz 3. Das Kongruenzenpaar von Popov ist involutorisch.

Beweis. Fiir das Paar von Popov gelten folgende Relationen (Finikov [1], S. 238):
al=ay=al=a3=0, oder al=al=al=4a}=0.

Die Gleichungen (26) sind also fiir alle Werte der Parameter erfiillt.

Satz 4. Wenn das P-Paar fiir alle Wertepaare (u, v) = 4 involutorisch is;t, dann
ist keine der zugehérigen Geraden m,, i = 1, 2, 3, 4, eindeutig bestimmt.

Beweis. Die ersten Gleichungen von (15¢), (14c), (16¢c), (17¢) sind die Bedingungen,
daB fortschreitend mi,, M, ,, M, nicht existieren oder nicht eindeutig bestimmt sind.
Es gilt dann:

(27) alaiby + alalby =0, alalb; — ajalb} =0
a%albt + alaiby =0, —alalb; + a3a2bl =0.

Im Falle des involutorischen P-Paares sind die ersten zwei Gleichungen nach (26)
erfiillt.

Nach den Voraussetzungen sind die Formen w,, w, und ebenso w,, w; fiir alle
Wertepaare (4, v) = 4 linear unabhéngig. Aus den Gleichungen (10) folgt dann:

8(01 = bng - b;w3 N 80)4 = —b;wz + b;w3 , &= b;bg - b;b; 4: O.

Wenn wir diese Relationen in die Gleichung (23) einsetzen, dann bekommen wir
leicht:

(28) [w.]? [a}a3bs — a3alb3] +
+ w,ws[ —alajbs + ajazb} + ajalb; — a%aibi] +
+ [ws]? [—a,a,b“ + a3aib;] = 0.
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Das Paar P is gerade dann involutorisch, wenn folgende Relationen gelten:
(29) alajbi — a3alb; =0,

—ajaib} + ajaib; =0,

—a%alb} + ajalb} + atalb} — atalb; =0.
Aus den Gleichungen (26), (27), (29) folgt dann die Behauptung des Satzes.

Bemerkung. Die Konstruktion des kanonischen Tetraeders des Paares P und
einige Eigenschaften der eizelnen Typen des Paares P findet man bei Iwlev [4].

d) Wir werden voraussetzen, daB fiir alle Wertepaare (u, v) = 4 die Kongruenz I,
in eine Regelfliche zerfillt. Das Paar der Geradenmannigfaltigkeiten I';, I', bezeichnen
wir mit P. Fiir alle Wertepaare (u, v) = 4 sollen noch folgende Bedingungen erfiillt
sein: Die Dimension der Beriihrdume der Punktmannigfaltigkeit K, sei gleich 2. Die
Kongruvenz I'; soll hyperbolisch sein und ihre Brennmannigfaltigkeiten seien regular.
Alle Geraden p, < Iy sollen den Charakter 3 haben. Keine Erzeugende der Fliche I',
sei torsal.

Die Eckpunkte 4,, A, des Koordinatentetraeders seien wieder die Brennpunkte
der Kongruenz I';. Wir setzen voraus, daB «;, i = 1,4, die Beriihrebenen in den
Brennpunkten beziiglich der zugehorigen Brennflichen sind. Die Eckpunkte A4,, 4,
wihlen wir in den Schnittpunkten der Ebenen «,, bzw. ‘a4, mit den entsprechenden
(in der Korrespondenz C) Geraden von I',. Dann gilt:

(30) 0;=0, w2=0.

Aus den Relationen (2a), (30) folgt, daB die Formen o}, } linear unabhingig sind.

Die Beriihrelemente der durch 4, gehenden Kurven der Fliache I', liegen in einer
Ebene, ihr Schnittpunkt mit der Geraden p, hingt nicht von du, dv ab, es gilt:

(31a) [w}, w3] =0.
Ahnlich gilt folgende Gleichung:
(31b) [0}, w3] =0.
I, ist die Regelfldche; nach (2b) folgt dann
(32) [@}, @3] =0.
Die weiteren Bedingungen, nimlich
[0, 5] =0, [0, @] =0, [0307]=0

sind im allgemeinen von den Gleichungen (31a), (31b), (32) abhéngig.



Wihlen wir zwei Hauptformen o,, @, so, daB

o} = dlw,, o}=adlo,

gilt. Wir fiihren noch zwei Hauptformen w,, w; durch folgende Gleichungen ein:
W) = aj0,, O3 = a30,,

‘ ) = dlw;, o0} =dlo,.

Die angefiihrten Gleichungen gelten nach (31a), (31b). Weiter sind die Gleichungen

(33) 0, = blo, + bjw,, ;= biw, + biw,

mit der Bedingung

(34) byb3 — b3bs =

erfiillt.

Wir werden nun die geometrischen Eigenschaften des Paares P untersuchen.
Fiir das feste Wertepaar (u, v) — 4 betrachten wir die Gerade

I
o

m = (A, + %444, ;45 + %343).

Wenn die Gerade m die zur Richtung s (siehe (4)) gehdrende Quasifleknodalgerade
des Paares P ist, dann gilt:

(352) —x.%3ak0, + %4030, =0,
(35b) [—x1%2a5 + x,%03] @, + [— %305 + xzx4a3] w3 = 0.

Betrachten wir nun die Eigenschaften der Torsalsysteme des Paares P. Wir be-
niitzen die Bezeichnung des Abschnittes b). Wenn fiir das feste Wertepaar (u, v) < 4,
®, = 0 gilt, dann gilt gleichzeitig w, = 0. Die zugehorige Fliche Q2 fillt mit der
entsprechenden Fliche Q3 zusammen. Beide angefiihrten Flichen zerfallen in die
Erzeugende der Fliche I';.

Fiir das feste Wertepaar (u, v) = 4 werden wir die Quasifleknodalgeraden des
Paares Q? = Q}, Q2 = Q} lings der entsprechenden Geraden untersuchen. Aus den
Gleichungen (33), (35a) (fiir w, = 0) folgt:

(36) x,%3b3a% + nyx4adby = 0.

Die Relation (36) ist die bilineare Gleichung fiir die Koordinaten der Schnittpunkte
der Quasifleknodalgeraden mit den Geraden p;, p,. Zum festen Paar (u, v) = 4 und
zur Gleichung w, = 0 gehort also im allgemeinen eine Einparameterschar der
Quasifleknodalgeraden; diese bilden die Regelfliche zweiter Ordnung.

Wir betrachten die Fille, daB diese Quadrik zerfillt. Dabei schlieBen wir die Fille
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a? = 0, a} = 0 aus, bei ihrer Giiltigkeit sind namlich die Relationen (9) nicht erfiilit.
Es kann nur eine der folgenden Gleichungen gelten:

bi=0, b3=0

Gleichzeitig konnen diese Gleichungen nicht gelten; nach den Voraussetzungen haben
die Erzeugenden der Fliche I, fiir alle Wertepaare (u, v) < 4 keine Torsalerzeugende.

Setzen wir also voraus, daB fiir das feste Wertepaar (u, v) = 4 die Gleichung
b% = 0 gilt. Bei der Giiltigkeit der Relationen w, = 0 gilt gleichzeitig w, = 0; die
Gerade p, ist die Torsalerzeugende der Fliche Q2. Die Quasifleknodalgeraden bilden
dann zwei Biischel (4,, p,), (43, p,). Ahnlich kann man weitere Fille, d. h. b3 = 0,
bl = 0, b3 = 0 betrachten.

Satz 5. Fiir das feste Wertepaar (u, v) = A setzen wir voraus, daf alle zum
Paare P gehirenden Geraden m,, my, m,, m, existieren und eindeutig bestimmt
sind. Dann liegen diese Geraden auf einer Fliche zweiter Ordnung.

Beweis. Aus den Relationen (35a), (35b) bekommt man folgende Relationen:
%y =0, xa3b} + xialb? =0;
(37 by(—#ia3 + #4a3) =0, %, =0;
xf =0, x3azb} + xtaiby =0;
bi(—tad + 7lal) = 0, #=0.

Ahnlich wie im Abschnitt b) folgen aus (37) die Bedingungen fiir die Fille, daB eine
der Geraden m,, m,, m,, in, nicht eindeutig bestimmt ist, oder nicht existiert. Damit
werden wir uns nicht beschiftigen.

Nach den Voraussetzungen des Satzes 5 gilt nach (37):
m, = (4, a3b34, — a3b3A;), M, = (a34;, + a3d, 43),
m, = (A4, a3b3A, — a3b343), i, = (a3d; + a3A,, Ay).
Wir finden leicht das Doppelverhiltnis ! D der Schnittpunkte der Geraden m,, my,
m,, m, mit der Geraden p,:

‘ 1 4
1p = aa;

aa;
Ahnlich findet man das Doppelverhiltnis 2D der Schnittpunkte der Geraden m,, m,,
m,, m, mit der Geraden p,:
+p _ abasbibt
aza3bzb;
Nach der Gleichung (34) gilt dann D = 2D. Die Geraden m,, m,, m,, m, liegen auf
einer Fliche zweiter Ordnung.
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Satz 6. Betrachten wir die Quasifleknodalgeraden des Paares P lings der sich
entsprechenden Geraden p,, p;. Dabei schliefen wir die zu w, = 0 gehdrenden
Quasifleknodalgeraden aus. Die tibrigen Quasifleknodalgeraden bilden eine Fliche
zweiter Ordnung. Fiir alle Wertepaare von (u, v) — A gehdren diese Quadriken zum
speziellen Komplex der Tangenten der Fliche I',.

Beweis. Nach (33), (34) gilt:
’ 0,00, + 0’3(93 = 0. )
(02, 05 sind die Funktionen der erwahnten Parameter.) Daraus folgt nach (35b):
(38) [—x1%2a5 + %3%483] 63 — [—2,%3a% + %3x4a3] 0, = 0.

Fiir das feste Wertepaar (u, v)'c A ist die Lage der Schnittpunkte der Quasifleknodal-
geraden mit den Geraden p,, p, durch die GroBen s;, x4, %,, %3 bestimmt. Zwischen
diesen GroBen gilt die Bedingung (38). Diese Quasxﬂeknodalgeradcn bilden eine
Flache zweiter Ordnung. Sie zerfillt nur im Falle

ajas —a%a} = 0.

Nach den Voraussetzungen des Abschnittes d) ist dieses unmoglich. Wihlen wir
%y, K4, %2, %3 S0, daB die Gleichung (38) erfiillt ist. Dann bestimmt die. Gleichung
(35a) die Richtung s. Fiir diese Richtung ist die betrachtete Gerade quasifieknodal.

Fiir die festen Wertepaare (u, v) < 4 sollen die GroBen x,, x4, ,, %5 die Relation
(35b) erfiillen. Dann gilt:

(Az, A3, xlAl + X4A4, d[szz + x3A3]) = 0 °

Die angefithrten Quasifleknodalgeraden beriihren die Fliche I',. Bei Betrachtung
aller Wertepaare (u, v) < 4 gehdren dann die zugehdrigen Quasifleknodalgeraden
zum speziellen Komplex der Tangenten der Fliche I',.
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