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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 96 (1971), Praha

ZPRAVY

ZEMREL PROFESOR VOJTECH JARNIK

JAROsLAV KURZWEIL, BRETISLAV NovAK, Praha

V utery, dne 22. zafi 1970 utrpéla Ceskoslovenskd véda a svétovd matematika
nenahraditelnou ztratu. Ve veéernich hodinach zemiel v Praze po del3i téZké nemoci
profesor Karlovy university RNDr. VostécH JARNIK, fadny &len Ceskoslovenské
akademie v&d. Na prosté smuteéni slavnosti konané v pondé&li 28. zafi 1970 ve velké
obrfadni sini stra$nického krematoria se s profesorem Jarnikem rozloucili akademik
J. Bagkovsky a akademik J. Novak za Ceskoslovenskou akademii véd, za Karlovu
universitu a jeji matematicko-fyzikalni fakultu jeji dékan prof. Dr. A. Svec DrSc.
Pamatku prof. Jarnika uctila svou pfitomnosti skoro celd prazska matematicka obec
a mnozi pracovnici z mimoprazskych matematickych ustavi a vysokj?ch skol.

Chtéli bychom v tomto ¢&lanku pfipomenout nejvyznamnéjsi rysy Zivota, dila
i osobnosti prof. Jarnika. Vzhledem k jeho bohaté a dlouholeté praci v rtiznych
oblastech matematiky, védeckého i vysokoskolského déni u nas nemiize byt tento
Slanek vy&erpavajici; je to jen maly p¥ispévek k poznani Zivota i dila prof. Jarnikal).

Profesor Jarnik se narodil 22. prosince 1897 v Praze, kde byl jeho otec, Jan Urban
Jarnik, profesorem romanské filologie na filosofické fakulté Karlovy university. Po
maturité v r. 1915 na 1. Ceské redlce v Je€né ulici v Praze se zapisuje jako fadny
poslucha¢ tehdejsi filosofické fakulty Ceské university, kde se tehdy matematika a fy-
zika pfednasela. Sva vysoko¥kolska studia ukongil (v r. 1921 jiZ na pfirodovédecké
fakult& Karlovy university) doktoratem pfirodnich v&d (jako disertaci podéaval Jarnik
v podstaté praci [1]). ‘

Pocatky ucitelské Cinnosti prof. Jarnika spadaji do Brna, kde pulsobil v letech
1919 -1921 jako asistent prof. J. Vojtécha na tamni vysoké Skole technické. V roce
1921 ptesel do Prahy, kde byl az do r. 1929 asistentem matematického seminafe
prirodovédecké fakulty university Karlovy. Zde pracoval pod pfimym vlivem profe-
sora K. Petra. B¢hem tohoto obdobi stravil Jarnik skoro tfi roky v Gottingen (obdobi
19231925 a 1927—1928), kde byl Zikem pfedeviim prof. E. Landaua, jedné

1y Upozorn&me v této souvislosti na staté V. Knichala a §. Schwarze (Casopis pro pést. mate-
matiky 82 (1957), 463—492), V. Kofinka (Pokroky mat.-fyz. a astronomie III (1958), 1—38),
J. Kurzweila (Casopis pro pé&st. matematiky 92 (1967), 486—489) vénované Zivotnim jubileim
prof. Jarnika a na nekrolog 8. Schwarze a B. Novéka (Acta Arithmetica 19 (1971)).
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z vedoucich postav tehdejsi matematiky. Landauova osobnost a jeho védecké zamé-
feni velmi podstatné ovlivnily dalsi praci prof. Jarnika. Landau ho sdm povaZoval
za jednoho ze svych nejlepSich Zaku a spolupracovnikli. Po navratu z prvého pobytu
v Géttingen se v r. 1925 Jarnik habilitoval (jako habilitagni praci pfedlozil praci [7]).

V roce 1929 byl jmenovan mimofadnym profesorem matematiky Karlovy univer-
sity a od r. 1935 jen s pfestavkou vynucenou okupaci pracuje az do odchodu do
dichodu v 1été r. 1968 jako fadny profesor matematiky na fakulté pfirodovédecké
pozdé&ji na fakulté matematicko-fyzikalni.

Jarnikova &innost se ovSem neredukuje pouze na vlastni védeckou praci a na
pfednaseni na Karlové université. Zahy intensivné pracuje i na poli védecko-organi-
za¢nim. Byl dlouholetym ¢lenem Jednoty deskoslovenskych matematikti a fyzika
(od r. 1916), n&kolik desitileti ¢lenem jejiho hlavniho vyboru. Snad nejvyznamngjsi
je jeho skoro patnactileta &innost ve funkci vedouciho redaktora matematické &asti
Casopisu pro pé&tovani matematiky a fyziky. Prof. Jarnikovi se podafilo tehdejsi
spiSe jen narodni Casopis pietvofit tak, Ze se stal Casopisem mezinarodné uznavanym
a vyhleddvanym. Pfipomeiime v této souvislosti, Ze v poslednich dvaceti letech byl
¢lenem redakéni rady Casopisu Czechoslovak Math. Journal a i redakéni rady
Casopisu Acta Arithmetica, do neddvna jediného specializovaného &asopisu pro
teorii ¢isel a to po celou dobu, kdy byl vydavan.

Znacnou energii vénoval prof. Jarnik védecko-organiza¢ni c¢innosti zejména
v poslednim &tvrtstoleti svého Zivota. Pro sviij Siroky védecky a spoleensky rozhled,
osobni takt a v§eobecné uznavanou autoritu byl pové€fovan celou fadou vyznamnych
a naro¢nych funkci. Na Karlové université byl né€kolik let dékanem pfirodovédecké
(1947—38), matematicko-fyzikélni fakulty (1958 —60), fadu let byl na obou t&chto
fakultach prodékanem a v obdobi 1950—53 byl prorektorem Karlovy university.
Vyznamné se téZ podilel na zfizeni i Cinnosti Ceskoslovenské akademie véd. Byl
¢lenem vladni komise pro jeji ustaveni a také prvym pfedsedou jeji matematicko-
fyzikalni sekce; tuto naroénou funkci zastaval celé obdobi 1952—55. Od ztizeni
védeckého kolegia matematiky byl jeho ¢lenem, v letech 1964 — 66 jeho predsedou.

Ve viech funkcich pracoval vidy neviedn& poctiv&, s maximalni objektivnosti
a pfehledem, vétsinou na tikor své védecké prace, osobniho pohodli a v posiednich
letech i zdravi. . .

Mezi vyétem tak vyznamnych a odpovédnych funkci se zdanlivé skoro ztraci
skuteCnost, Ze téméf celé posledni étvrtstoleti byl prof. Jarnik soucasné také vzdy
vedoucim katedry. Pro prof. Jarnika je pfiznaéné, Ze tuto praci vykonaval stejné
peclivé, jako by ani jiné organizacni zatiZeni nemél. V priibéhu poslednich let vedl
vzhledem k rozvoji matematicko-fyzikalni fakulty v€kov€ i odborné riiznorodé
kolektivy uditeld. Charakteristické ale bylo, Ze pod vedenim prof. Jarnika byl vZidy
stmelen dobry kolektiv uditell, Ze se prof. Jarnik dokazal vidy zasvécené starat jak
o pedagogickou tak i védeckou praci kazdého &lena své katedry.

Je pochopitelné, Ze za svou vynikajici v€deckou, pedagogickou i védecko organi-
zatorskou ¢&innost obdrZel prof. Jarnik celou fadu poct a vyznamenéni. JiZ od r. 1926
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je &lenem Kralovské &eské spolenosti nauk, od r. 1934 tehde;jsi Ceské akademie véd
a uméni. Thned po zfizeni Ceskoslovenské akademie véd v r. 1952 je jmenovan jejim
fadnym &lenem — akademikem. Jako vynikajici a mezinarodné uznavany matematik
byl také ¢lenem zahraniénich matematickych spolenosti. Netfeba ani zduraziiovat
Ze o svych vysledcich referoval na fad€ mezinarodnich konferenci i na matematickych
sjezdech a Ze byl ¢asto zvan k pfednaskdm na zahraniéni pracovisté.

Jeho vyznamna védecka prace byla v r. 1952 ocenéna udélenim titulu laureata
statni ceny, jeho celoZivotni dilo pak udé&lenim Radu préce (1957) a Radu republiky
(1967). V r. 1962 se stal &estnym Clenem Jednoty &eskoslovenskych matematikii
a fyzikil, Karlova universita ocenila v r. 1968 jeho zasluhy udélenim estného dokto-
ratu a Ceskoslovenska akademie véd pak ud&lenim st¥ibrné medaile za zasluhy o védu
a lidstvo.

Pfejdéme nyni k alespon struéné charakteristice védecké a pedagogické prace
prof. Jarnika.

Jeho védecka prace byla neoby&ejné mnohostranna. Svéd¢i o tom devadesat pti-
vodnich v&deckych praci, které jsou vénovany rozli¢nym odvétvim matematiky (teorie
&isel, teorie realnych funkei ale i teorie fad, grafd, topologie atp.). Charakteristické
je, Ze prakticky kaZda préace pfin4si celou fadu originalnich vysledk@ a mnohdy novy,
piekvapujici pohled na problematiku. Podstatnym rysem vétSiny Jarnikovych praci
je velka ostrost vysledkl. Jarnik prosté nepublikoval své vysledky, dokud byla
sebemen3i nadé&je na jejich zlepSeni. Proto také vé&nuje vétsinou velkou pozornost
ostrosti vysledkll a ukazuje jejich nezlepSitelnost.

Hlavnim oborem védecké prace prof. Jarnika byla teorie Cisel a to zejména teorie
miiZovych bodi, diofantickych aproximaci a geometrie isel. Druhym jeho pracovnim
oborem byla matematicka analyza, zvlasté€ teorie funkci redlné proménné.

Viimnéme si nejprve Casové posloupnosti praci. V pracich vidy pfevaZuje teorie
&isel; prace z teorie funkci se vyznamnéji objevuji jednak v podateénim obdobi
(1920—27), kdy Jarnik publikuje i zajimavou skupinu praci z teorie fad, a zejména
v letech 1933 —36 (zfejmy vliv tzv. ,,polské Skoly). V samotné teorii &isel prevlada
vyrazné teorie mfiZovych bodi, které se prof. Jarnik v&noval prakticky od pocatku
své védecké prace aZ do konce Zivota bez viditelnych pfestavek. Podobné platii o teorii
diofantickych aproximaci, ktera upoutala Jarnikovu pozornost o néco pozdéji a v niz
publikoval o néco méné praci. V kratkém obdobi let 1939 —49 pfistupuje série
publikaci z geometrie &isel.

Soustavnost védecké prace prof. Jarnika vyplyva ze zjisténi, Ze prakticky kazdy rok
publikoval alespoii dv& price (mnohdy znadn& obsaZné); dv& vyzna&n¥j§i vyjimky
odpovidaji okoli r. 1945 a obdobi po r. 1950.

Mezi nejispéinéjsi obdobi patii zejména léta 1928 —31 (vénované skoro vyhradné
vice neZz dvaceti pracim z teorie mfiZovych bodd ve vicerozmérnych elipsoidech)
a obdobi 1934 — 35 (pfevaZuje teorie realnych funkci, zejména tzv. metoda kategorii).

Pfejdéme nyni k rozboru Jarnikovych praci z teorie mfiZovych bodii. Vzhledem
k jejich pottu a rozsahu (27 praci na vice neZ péti stech stranéch) se omezime jen na
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kusy vybér nejdulezitéjsich a nejsnaze popsatelnych vysledkli a na vymezeni zaklad-
nich sotuvislosti.

Nejstar3i a také nejznamé&jsi je Gausstv ,kruhovy“ problém. Pro x > 0 bud A(x)
podet dvojic celych &isel u a v, pro néz plati u? + v* < x. A(x) pro x > 0 tedy udava
podet mfiZovych bodd, leZicich v (uzavfeném) kruhu o stfedu v po¢atku a o polomé-
ru /x. Budeme se tedy zcela pfirozené snazit aproximovat funkci A(x) plochou ¥(x)
tohoto kruhu, tj. vyrazem nx. ,,Kruhovy* problém spoc¢iva nyni v nalezeni co nejlep-
Sich odhad velikosti rozdilu P(x) = A(x) — V(x) v nasledujicim smyslu:

Elementarni uvahy ukazuji, e P(x) = O(/x) ). V r. 1906 dokézal polsky mate-
matik Sierpinski, Ze P(x) = O(x'/?). K dulezitému vysledku dospéli v r. 1915 Hardy
s Landauem, ktefi dokazali vztah P(x) = Q(x'/*)?). Odtudy plyne, Ze pro ,,pravy*
exponent odhadi funkce P(x), tj. pro hodnotu

(1) f = lim sup léllgyl ,
x

x=*+ o0

plati nerovnost } < f < 4. (Poznamenejme, Ze vztah (1) znamené ptesn& totéz jako
platnost vztahtt P(x) = O(x’*), P(x) = Q(x/ %) pro kazdé & > 0.) ,,Kruhovy*
problém tedy v zaklad& spo&iva v ureni hodnoty (1).

Urdity pfelom znamenaly prace van der Corputa, ktery v r. 1923 ukazal, Ze f < %
Poznamenejme, Ze pres velké usili fady vynikajicich matematik@ v uplynulych skoro
padesati letech se uvedeny problém nepodafilo rozfesit (je napf. znamo, Ze f < 1—%,
ale nerovnost f = } se zlepsit nepodafilo). Uvadime tyto vysledky proto, aby bylo
vidét, jakého dlouhého usili bylo tfeba k celkem ,,nepatrnému‘ zmenseni exponentu;
tim snad vice vynikne vyznamnost a obtiZnost Jarnikovych praci v tomto oboru.

Stfedem z&jmu matematiki v té dobé€ byla rizna zobecnéni ,,kruhového problému*‘.
- Zmifime se pouze o dvou smérech, které se staly pfedmétem intensivniho zajmu prof.
Jarnika.

Prvé zobecnéni je nasledujici. Zistafime v roving, ale misto kruhu u? + v? < x
uvaZujme konvexni kompaktni mnoZinu, kterd je omezena kfivkou o délce nejvy-
Se \/x, kterd ma spojité se ménicf te¢nu a polomér kfivosti, ktery je nenulovy a nepfe-
sdhne hodnotu ¢ \/ x, kde ¢ je kladna konstanta. Pro tuto tfidu mnoZin dokazal van
der Corput v r. 1919 odhad P(x) = O(x'/?), kde P(x) ma analogicky vyznam jako
vySe pro kruh.

Zdalo se nyni, Ze i pro toto zobecnéni Ize oekavat podobna zlepseni jako u ,,kru- .
hového* problému. Velmi pfekvapujici a necekany byl proto Jarnikiiv vysledek
z prace [9], v niZ (krom& dal3ich jemnéjsich vysledkd) konstruuje mnoZinu uvedenych
vlastnosti, pro niZ plati P(x) = Q(x'/?). Skvé&lost vysledku dokumentuje i jeho ohlas

2y Vztah f(x) = O(g(x)) znamen4, % pro dostatecné velké x je g(x) > Ga lim sup | f(x)]/g(x) <
< 400, x=+ o

3) Vztah f(x) = Q2(g(x)) znamen4, Ze neplati f(x) = o(9(x)) ti. g je pro dostateéné velkd x
kladn4 a lim sup | f(x)|/g(x) > 0.

x=+w
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v literatufe: E. Landau vénuje této konstrukci celou kapitolu svého dila ,,Vorlesungen
iiber Zahlentheorie®, vysledek je citovan i v jinych monografiich, napf. v posledni
dobé v knize Gel’fonda a Linnika.

Do ,,rovinné® problematiky spadaji jest& dalsi Jarnikovy prace. V [7] zobeciiuje
Jarnik vySe citovany Q-odhad Landaua a Hardyho na dosti obecnou tfidu rovinnych
obort (charakterizovanou pon&kud jinak nez vyse). Prace [12] se tykéa této proble-
matiky z ponékud jiného hlediska. Uvazujeme v Gthlu 0 £ v < y/x <vs1,x>0
dosti ,,rozumnou® k¥ivku L omezujici jistou vyse¢ a bud0 < 4; < 4, < ... posloup-
nost viech kladnych &isel A, pro néz pfi stejnolehlosti se sttedem v pocatku a koeficien-
tu A obraz kfivky Lobsahuje alespoii jeden mfiZovy bod. Jarnik nyni studuje zajima-
vou otazku chovani rozdilu 4,,, — 4, pro velka n, zvlasté podrobné studuje ptipad,
kdy Lje &ast kvadratické kfivky. ,,Rovinné* problematiky se jedt& dotykajf prace [8],
[33] a [71], o nichZ se zminime na jiném, pfihodn&j3im mist.

Druhy smér zobecnéni miizeme charakterisovat takto: z ,,kruhového‘* problému
zachovejme pouze tu skutecnost, Ze u> + v? je positivné definitni kvadratick4 forma.
Problém je tedy nasledujici: je-li r = 2 pfirozené &islo, Q(u,, u,, ..., u,) positivn&
definitni kvadraticka forma se symetrickou matici koeficientd, bud A(x) pro x = 0
poet miizovych bodi obort Q(uy, u,,..., ,) < x. Oznaéme V(x) objem tohoto
elipsoidu, tj. V(x) = n"/?x"/2|,/(D) I'(3r + 1), kde D je determinant formy Q a bud
P(x) = A(x) — V(x). Hledejme nyni — analogicky jako u ,.kruhového* problému —
co nejlepsi O a Q odhady. '

Jiz Minkowski ukazal v r. 1905 elementarné odhad

P(x) = O(x"*~1?)

V letech 1915—1924 vy3etfoval tento (a je$t¢ mnohem obecngji formulovany)
problém E. Landau a dokazal, Ze

(2) P(x) = O(x"2~10+D) | P(x) = Q(x~1i4)

Vsimnéme si, Ze pro pfipad kruhu dostavame odtud vySe uvadéné vysledky Sier-
pifiského, Landaua a Hardyho. Mezera mezi obéma odhady je — zvlast€ pro
velkd r — velmi znaCnd a mame tedy problém napf. nalezeni hodnoty f, = f, defi-
nované dle (1).

Prvy pokrok znamenaly vysledky A. Walfisze a E. Landaua z let 1924—35. Jejich
vysledek znél

(3) P(x) = 0(x"*7%)

pro r = 5, pokud Q je tzv. racionalni forma (tj. jeji koeficienty jsou celistvymi nasob-
ky jednoho a téhoZ realného &isla). Pro r = 4 a racionalni Q ukazal Landau platnost
odhadu

4) P(x) = O(x 1g* x) .

311



Poznamenejme na tomto mist&, Ze problémy pro ,,malé“ dimense (r = 2, 3, 4)
maji odliny charakter a vyZaduji i jinou metodiku neZ pro dimense ,,velké* (r = 5),
pfi¢emz ptipad r = 4 je jaksi ,,pfechodny*.*) Vyplyva to napf. zhruba z té skuted-
nosti, Ze kazdé pfirozené Cislo lze vyjadtit jako soudet Ctyf kvadrati celych &isel, ale
tento polet nelze obecné zmensit.

Metoda, kterou Walfisz a Landau pouzili k odvozeni svych O-odhadi, spocdiva na
nasledujici my3lence (pro jednoduchost necht Q ma celé koeficienty). Funkce

f(Z) = ZZQ(""’"'L---:"‘:-)

(s¢itame p¥es vSechna cela m,, m,, ..., m,) je zfejm& holomorfni v kruhu Iz[ <1
a koeficienty a,, jejiho Taylorova rozvoje

udavaji zfejmé& pocet vyjadieni &isla m formou Q. Z¥ejmé mame

a, 2mj‘f(z) z7mldz .

kde ¢ je kladn€ orientovana kruZnice o stfedu v po¢atku a poloméru r < 1. VyuZije-
me-li nyni jistych transformaénich vlastnosti funkce f, které nim umoZiiuji nalézt
jeji pfiblizné vyjadieni v okoli bodu re*™**(h, k celd), r = 1 — 1/m, dostaneme vztah

TPpriz=1 ©
\/(D) I(3r) kzl

(pro m - + o0), kde S, . jsou jisté soudty (tzv. zobecn&né Gaussovy soudty), pro néz
plati |S,, .| < ck’* *). Protoze A(x) = Y a,,, dostaneme odtud snadno (3) pro r=8.

Jednoduchou modifikaci tohoto Vpostupzl Ize dokézat (3) i pro r = 5 a i odhad (4).
Nebylo oviem jasné, jsou-li tyto odhady definitivni a nebyla k disposici ani jedina
G¢inna Q-metoda (s vyjimkou metody Landauovy, ktera vede k odhadu (2)). V této
situaci upozornil Jarnik na prfekvapujici skuteénost, kterd vSem unikla, Ze pro
racionélni elipsoidy Ize celkem elementarné dokazat odhad

(6) P(x) = Q(x""*71).

i hk —(anmh)/k+ O(mr/4)
0

() ap =

(=1

Tim byl dosazen prvy definitivni vysledek v této teorii.

Jarniktv vysledek dal podnét k celé fad& vy3etfovani (Landau, Miintz, Petersson,
Walfisz, Jarnik), které byly vedeny riiznymi metodami. Zmitime se kratce o Jarnikové

4) Jak ukézal A. Walfisz, mame pro racionalni formy a r = 4, P(x) = O(x 1g%/3 x) a P(x) =

= Q(x(Ig 1g x)%), kde 7 z4avisi jen na Q.
5) Zde i dale znamend pfsmeno ¢ (obecn& rtizné) kladné konstanty, zavislé jen na Q.
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pfinosu v tomto smé&ru (misto racionalnich elipsoidi uvaZujeme pro jednoduchost
elipsoidy s celo&iselnymi koeficienty, r 2= 5).

V pracich [20] a [21] je ukézéna existence konstanty ¢ takové, e kazda z nerov-
nosti

7L.r/2

" 2r(3r) yD

plati pro nekoneéné mnoho pfirozenych n, dokonce pro vSechny &leny jisté aritme-
tické posloupnosti. Oznaéime-li tedy

P(n)> (M + c)n?™1, P(n) < (M — c)n27%,

dostaneme ihned, Ze

lim inf gg(n) < M — ¢, limsupgg(n) > M + c.

n—+ oo n—+ o
Je-li Q(u) = u? + u5 + ... + u? (pfipad r — rozmémé koule), lze posloupnost
0o(n) = ¢,(n) vysetfit mnohem podrobn&ji. Napf. (viz [16]) asymptoticky (vzhledem
k r) vyjadfit jeji lim sup a lim inf, dok4zat, Ze tato posloupnost ma nekone&n& mnoho
hromadnych bodt ([31]) neb (pro r = 8 sudé) vySetfovat jeji hromadné body,
probiha-li n jisté nekoneiné mnoZiny pfirozenych &isel (viz [24]). O dileZitosti
téchto a dalich Jarnikovych vysledki v tomto sméru sv&d&i ta skuteénost, Ze ve
znamé Walfiszov€é monografii ,,Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln® je
prakticky pouze z t&chto vysledki sestavena cela tfeti kapitola.

Vychozim bodem pro vétSinu pravé citovanych vysledkii byl vztah (5). Zmiiime se
proto jiz na tomto mist& o préaci [32], i kdyZ je to ,,diskrétni** tvar véty o stfedni
hodnoté, o nichZ bude pojednano dale. Jarnik ukazuje, Ze pro kaZzdou konstantu E
existuje kladna konstanta C tak, Ze plati

Y (P(n) — En71)? = Cpx™" + g(x)

kde g(x) = O(x""?) pro r > 8, O(x">"'lgx) pro r =8, O(x*"*Igx) pro r =
=5,6,7a g(x) = Qx""?) pro E =0, r 2 5. Odtud znovu dostaneme odhad (6)
a navic vidime, Ze ani v ,,priim&ru‘‘ nemohou byt hodnoty P(n) asymptoticky apro-
ximovéany vyrazem En'/2~1 s konstantnim E.

Je pochopitelné, Ze jakmile byl vztahy (3) a (6) rozfesen problém pro racionalni
elipsoidy (i kdyZ jen pro r = 5), byla veskerd pozornost soustfedéna na elipsoidy
iracionalni. Jedin4 existujici u¢inna metoda vychazela ze vztahu (5). S velkym dsilim
se Walfiszovi podafilo tuto metodu vyuzit a dokéazat pro formy tvaru

au} + Ql(“z, Us, ..oy “r)

(oc > 0 iracionalni, Q, racionaln{ forma) pro r = 10 odhad
(™ P(x) = o(x"2~1)
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a soucasné dokazat jeho obecnou nezlepSitelnost. Soucasné ale ukazal, Ze pro skoro
viechna o > 0 °), r = 10 je dokonce

(8) ’ P(x) = O(x"/2~5/5 Igt/4 ).

Z Walfiszovy prace vyplyvaly dvé skute¢nosti: iracionalni elipsoidy se chovaji
zfejmé uplné jinak neZ elipsoidy racionalni a za druhé, Ze dal3i ucinné vyuZiti vyse
uvedené metody nemiiZe pfinést podstatné nové vysledky. Nechme v3ak lépe hovofit
odbornika nad jiné povolaného — A. Walfisze, ktery 26. zafi 1929 na prvém sjezdu
slovanskych matematiki fekl: ,,A¢koliv tedy odhady (7) a (8) pfinesly jisty prihled
do teorie mfiZovych bodi v iracionalnich elipsoidech, bylo pfece jen od zaCatku
zfejmo, Ze myslenkovy pochod k nim vedouci tvofil jen jakysi orientaéni prostfedek
z nedostatku lepsich. Bylo tedy nutno hodit singularni fadu’) pfes palubu a nalézti
néco docela jiného. Myslil jsme, Ze to néjakou dobu potrva. Tim vice mé piekvapily —
a jisté ne mne samotného — objevy Jarnikovy. V fad€ pojednani, jejichZ publikace se
datuje od stfedu minulého roku a které originalitou, hloubkou myslenek a technickym
provedenim se Citaji k nejpozoruhodnéjsim pracim moderniho badani, ujal se Jarnik
s velmi vydatnymi prostfedk'y problému a obdrZel tak celou fadu vysledk pfekva-
pujici pfesnosti.*®)

Ptinos praci prof. Jarnika v teorii mfiZovych bodu v elipsoidech spoéiva tedy ve
vypracovani novych, vysoce u€innych O- i Q2-metod, s nimiZ se mu podafilo dokazat
celou fadu definitivnich vysledkt — jev, ktery je v teorii éisel a zejména v teorii
mfiZovych bodi ojedinély. MozZno dokonce fici, Ze vSechny definitivni vysledky
v této oblasti jsou bud z jeho pera, nebo jsou jeho pracemi podminény.

Pojednejme nyni alespoii v kratkosti o zakladnich myslenkach Jarnikovych metod
pro studium O- a Q-odhadu funkce P(x). V zdklad& velmi jednoducha je Jarnikova Q-
metoda. Funkce A(x) je po &astech konstantni; zmé&na funkce P(x) je tedy ,,v&tSinou*
déna zm&nou funkce V(x) = cx”/2. Re€eno podrobn&: necht A(x) je konstantni
v intervalech {4,, 4,.h,», kde 0 <. h, < 4,, lim 4, = + 0. Je tedy

n=+wo

[Py + hy) = P(3,)]| = e((Aa + ) = X71%) 2 Jerh, a2t .
Vime-li nyni, Ze pro jisté B = 0 je h,A? = ¢, dostaneme odtud

‘P(An + hn) - P(An)l Z CA;/Z—I—B .
Je tedy bud
|P(A)| 2 cA7>7' 7% neb |P(A, + hy)| Z c&*7' 70 2 oA, + h)yPTE
tj.
P(x) = Q(x"*71-#).
®) Skoro viechna — ve smyslu Lebesgueovy miry (podobné v dal§ich formulacich).

b) Singuldrni fada — rozuméj fada v (5).
8) Viz Casopis pro p&st. mat. 59 (1929), 200— 223. .
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Je-li napt. Q celoCiselna forma, lze volit 4, = n, h, = 4, f = 0 a dostaneme odhad
(6). Jak Ize tuto myslenku aplikovat na iracionalni elipsoidy ? Omezme se (jako Jarnik)
v nasledujicim pouze na formy nasledujiciho ,,skoro diagonalniho‘* tvaru

(9) Q(u) = alQl(uls Uy .voy url) + aZQZ(ur1+b e ur1+rz) + ...
+ aaQo’(ur1+r1+,.,+ra_l+la ey ur)

kde o,r,, 1, ..., r, jsou pfirozend &isla, r=r, + ...+ r, Qy, 0y, ..., Q, jsou
positivné definitni kvadratické formy s celoéiselnymi koeficienty, a,, a,, ..., a, klad-
na realna Cisla. Lze nyni ukazat, Ze jestliZze nerovnosti
1

|

a.
—Lq - p;
a,

<q7, j=2,..,0

maji nekoneéné mnoho fefeni v celych kladnych &islech p,, ps, ..., P, ¢, 1ze zvolit 4,
a h, s vySe uvedenymi vlastnostmi pro f§ = 1 /y. Odtud ihned plyne tedy odhad

P(x) = Q(x72~1717),

Jarnik ovSem tuto metodu nékolikrate modifikoval. Vysledky soudasné ukazuji, Ze
hodnota (1) bude pravd&podobn& velmi uzce souviset se simultinni aproximaci
Sisel ay/ay, azfay, ..., a,fa;.

Nepomérné€ obtiznéjsi je Jarnikova O-metoda. Vyse naznaCena metoda, vychézejici
z mocninné fady je zfejmé pro iracionalni elipsoidy nepouZitelna. Proto Jarnik uva-
Zuje Dirichletovu fadu

(10) @Q(s) — Z e—sQ(ml,mZ,...,m,.) — Z ame—'lms ,

my,..., me m=0
ktera definuje holomorfni funkci v oboru Re s > 0. Cisla A, jsou hodnoty formy Q
v mfizovych bodech, &islo a,, udava potet mifZovych bodi na plose Q(u) = 4,,. Jak
znamo, lze nyni psat (zanedbejme pro jednoduchost, Ze rovnost plati pouze x =+ 4,
m=0,12..)

atio

1y A(x) = = [ 06 g,

2mi s
pro libovolné kladné a, kde integrujeme pfes polopfimku Re s = a. Pomiiime v nasle-
dujicim také tu skutecnost, Ze tento integral neni absolutné konvergentni a pfimé
odhady nelze provadét.’) Z (11) dostaneme ihned ihned vyjadfeni

atim
(12) P(x) = - J‘ LatiOF
27i s
a—iwo

%) Tuto nesn4z lze odstranit vySetfovanim integralu [§ P(r)ds.
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kde F(s) = O(s) — n"?/\/(D) s">. Vzhledem k &lenu ¢* bude asi vyhodné klasti
a = 1/x. Pomoci transforma&nich vlastnosti funkce (10) Ize nyni snadno ukazat, ze
integral pfes ,,malou® ¢ast drahy v okoli redlné osy je relativn& maly. Zminéné trans-
forma&ni vlastnosti funkce (10) nam také dovoluji nalézt — pro raciondlni Q —
odhad tvaru

(13) o) 5 < t )

k(1 + x|t — 2nh[k])

ktery plati pokud rozdil |t — 27h/k| je dosti maly a kde h =+ 0 a k jsou celd nesou-
délna &isla, 0 < k £ /x. Pro formy tvaru (9) lze viak psat

Ogls) = B9,(a;5) Og,(a23) ... By (a,s)

a odtud snadno dostaneme odhad

(14) 701 5 < 1 (e )

i=1\kj(1 + x|t — 2mha;k}))

pokud ]t - 2nhj/a,-kj| je dosti malé a kde hy, k; jsou celd Cisla, (hj, k;) = 1, h; * 0,
0<k; <.x,j=1,2,..., 0. Z odhadu (14) je patrné, Ze vyraz vpravo bude velky,
pokud rozdily lt — 27h;/a J'kil budou velmi malé. Velmi malé budou oviem potom
i rozdily |h,~/a,-kj - h1/01k1| a tedy &isla ay/ay, asfay, ..., a,/a, se daji velmi dobte
simultann& aproximovat pomoci racionélnich &isel. Zacina se tedy rysovat podobna
souvislost jako u 2-odhadi.

Nyni je oviem potfeba tuto hrubé naznacenou myslenku precisovat. Jarnik velmi
dimyslnym zplsobem déli integraéni drahu na jisté &asti, v nichZ ma piesné popsanu
velikost rozdild |t — 27h;fa,k;| a tedy i nalezen dobry odhad dle vztahu (14). Nyni
je potieba odhadnout miru kazdé takovéto mnoZiny, provést jejich velmi jemnou
Klasifikaci a cely naznageny postup dovést ke kone¢nému vysledku (v tomto mist&
Jarnik pouZiva a vétSinou odvozuje nové a velmi jemné véty z teorie diofantickych
aproximaci). Snad je z tohoto Kusého nadrtku patrné, Ze Jarnik musel pfekonat
obtiZe takového charakteru, které by asi odradily mnohého vynikajiciho matematika.
Odtud je také patrny jeden rys, ktery je pfiznaény pro fadu jeho praci: dimysina
kombinace riznych, do té doby zdanlivé nesouvisejicich odvétvi matematiky.
praci o mfiZovych bodech v elipsoidech. Budeme muset bohuZel skoro pominout nej-
jemné&jsi vysledky, protoZe jsou formulovéany znaéné sloZité, jak je to také v podstaté
véci.

V pracich [19] a [27] je ukazano, Ze pro r 2 5 a iracionalni formu Q je

(15) P(x) = o(x"*"1).

Otazku nezlep3itelnosti tohoto odhadu fe$i Jarnik v praci [67] velmi originalnim
zplisobem pomoci metody kategorii, kterou (jak bude vidét z pfehledu jeho praci
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v teorii realnych funkci) mistrn& ovladal: je-li ¢(x) kladna a nerostouci funkce,
lim (p(x) = 0, r = 5 plati pro kaZzdy systém kladnych &isel a,, a,, ..., a, aZ na mno-

x>+

Zinu prvé kategorie pro piislunou formu (9) odhad (15) a

P(x) = Q(x"*" o(x)) .
V praci [17] je ukazano, Ze pro skoro viechny systémy a,, a,, ..., a, je

P(x) = O(x"?7**¢)

pro kazdé ¢ > 0, kde A = Y min (1, }r)). Je-li tedy r;, =r, = ... = r, = 1, je pro
j=1

skoro vSechna a, a,,...,a, f < %r, jeli ry 24,...,r, = 4 je pro skoro viechna
a, a,, ..., a, f < 3r — o a tento odhad nelze zlepsit, nebot vzdy je (viz [18])

P(x) = Q(x"*"7).

Je-litedy r, = 4,...,r, = 4 je pro skoro viechna ay, a,, ..., a,

f=

-0,

Ny

I

jelir, =r, =...=r,=1]je pro skoro viechna a,, a,, ..., a, (viz (2))

,_.
I

r —

4

f

I\
EoS D |

Tento vysledek tedy ,,rehabilituje* Landautv Q odhad (2), ktery se zdal byt ptilis
hruby.

Je-litedy ry 2 4, ..., 1, 2 4 mame pro hodnotu (1) nerovnost

(16)

-0

IIA

f

IIA
Y

-1,

[ SR ]

ktera je ostrd. Vznikd pochopiteln& otazka, zdali ke kazdé hodnoté f spliiujici (16)
existuje forma Q tvaru (9), pro niZ je f, = f. V pfipad® ¢ = 2, ry, r, = 4 ukazuje
Jarnik v [22], Ze plati

(17) f=
kde y = y(a,, a,) je supremum t&ch f > 0, pro néZ nerovnost

a2 - pl<q*
a;
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ma nekoneéné mnoho feSeni v pfirozenych p, q. V pfipadé ¢ > 2 fesi Jarnik poloZe-

_ nou otazku ,,nekonstruktivnim* zplisobem pomoci Hausdorffovy miry. V praci [30]
totiz ukazuje, ¢ Hausdorffova dimense'®) mnoZiny t&ch a,/a,, ..., a,/a, takovych,
Ze pro pfislusnou formu (9) je f = f, d&na vyrazem

(-7 2%)°
r—2f

(plati i pro o = 2). Poznamenejme v této souvislosti, Ze rozsifeni platnosti vztahu
(17) i na ptipad ¢ > 2 (y = ¥(ay, a,, ..., a,) je podobné& definovano jako vyse) se za
jistych pfedpokladii (r; 2 2(y + 1)[y) podafilo v r. 1968 Zaku prof. Jarnika B. Di-
visovi.!'?)

V praci [70] je velmi podrobné vySetfovan pfipad ¢ = 2; jsou studovany napf. ty

hodnoty B, pro néz plati
lim inf Ji:)l < 4+,
X

x—=+ o

wivr

znaménkové zmé&ny funkce P(x) atp. Tato prace snad patfi k nejjemn&jsim v tomto
oboru. Prace [88] je v&novana zajimavé otazce, jakych hodnot miZe nabyvat f,
volime-li n&ktera a; pevn&. Jarnik ukazuje, Ze pro ¢ > 3, a,, a, pevna, y(a,, a,) = 1,
plati pro skoro vSechna aj, a,, ..., a, a pro kazdé ¢ > 0 odhad

P(x) = O(x"?7**%)

(za pfedpokladu r; > 2(y + 1)/y zobeciiuje tento vysledek B. Divis'?)).

Z vyse uvedeného i kdyZ struéného piehledu je patrné, Ze definitivnich vysledku
nebylo v mnoha pfipadech dosaZeno. Proto jiZz Landau za&al v r. 1923 (je3t& o rok
dfive Cramér) vySetfovat tzv. stfedni hodnotu T(x) = \/(M(x)/x), kde M(x) =
= [3(P(1))* dt a ukazal, Ze pro pfipad kruhu plati

M(x) = ex** 4+ O(x'**)

pro kazdé ¢ > 0. ,,Primérny fad*‘ funkce P(x) je tedy v tomto ptipad€ }. UvaZme,
Ze studium funkce M(x) je relativng leh&i neZ studium funkce P(x) (nezapornost,
monotonie); Ize tedy ofekavat pfesngjsi O i @ vysledky. Na druhé stran& z dosti
dobrych vysledkt o funkci M(x) dokaZeme odvodit velmi p&kné vysledky o funkci
P(x), jinak nedosaZitelné. Zhruba z t&chto diivodii bylo zkoumani funkce M(x)
rozvinuto v samostatnou €ast teorie mfiZovych bodi.

10y Mnozina M (lezici v eukleidovském prostoru) mé Hausdorffovu dimensi «, jestlize « je

infimum t&ch &isel a’, pro néz ke kazdému & > 0 existuje posloupnost krychli X,, K,, ..., K, ...
oo

pokryvajicich M o hranach h(K,) < ¢ tak, e 3" h"(K,,) < &. V oznaceni uvedenim na str. 323 to
n=1

znamend L(M, x**%) = 0, L(M, x* %) = + o pro kazdée, 0 < ¢ < a.
11y Viz Czech. Math. Journal 20 (1970), 130— 139, 149—159.
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Jarnik se této problematice vénoval prakticky od po&atku. V praci [8] zobeciiuje
Landautiv pravé uvedeny vysledek na vztah

f B/() + 2P) () + B dt = 0 — B) ¥ + 0(x'*)

pro kazdé ¢ > 0, kde @ je jista kladna funkce. Odtud odvozuje fadu zajimavych
vlastnosti funkce P(x) (analogie skoroperiodi¢nosti atp.). Vyse uvad&na prace [32]
patfi vlastné také do této skupiny.

Hlavni Jarnikiv pfinos ke studiu funkce M(x) spo&iva v tom, Ze se mu podafilo
pfizptisobit své metody studia funkce P(x) do tvaru pouZitelného i pro funkci M(x).
Jarnik vychazi ze snadno dokazatelného vyjadfeni

I f X(s:st)ss( ) g as'

které snadno dostaneme z (12). Uvedeny integral nyni odhaduje podobnym postupem,
jak bylo vySe naznaéeno. Je ovSem pochopitelné, Ze pfi dvojném integralu pfistupuje
cela fada ryze specifickych obtizi a tskali.

Uvedme nyni alespori zakladni vysledky. Jarnik se — stejné jak vySe uvedeno —
omezuje na formy tvaru (9). PouZitim jedné Landauovy myslenky, lze ukazat, Ze
vzdy je

M(x) g cxr/2+1/2

a Jarnikova metoda dava pro racionalni formy

M(x) = ex"1
Pro vSechny formy uvazovaného tvaru lze ukazat odhady

M(x) = 0(x""")
pro r > 3, M(x) = O(x*lg?x) pro r =3 a M(x) = O(x*?1g*x) pro r = 2 (vie
viz [33]).

Pro iracionalni formy uvaZovaného tvaru a r = 4 mame
M(x) = o(x""1)

a tento odhad nejde obecné zlepsit a to ve stejném smyslu jak bylo vySe uvedeno pro
funkci P(x) (viz [38], [67]). Pro skoro vSechny formy tvaru (9) a ¢ = r dostaneme

M(x) = O(x(r+ 1)/2 lg3r+3 x)
tj. s vy$e uvedenym dolnim odhadem dostaneme pro skoro vSechny tyto formy

lim sup w = r___l ,

x=+w® lgx 4
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coZ skoro uplné& rehabilituje Landautiv Q-odhad (2). Velmi duleZita je prace [71],
v niZ jsou pro r = 2, 3 zlepSeny vySe uvedené O-odhady na

M(x) = O(x*?) pro r=2, M(x)= 0(x*lgx) pro r=3.

Tim je dosaZen definitivni vysledek pro r = 2. Pro r = 3 zbyva jen logaritmicky
faktor, ktery nelze odstranit, jak ihned uvidime.

e 24

Snad nejzajimavé&jiim vysledkem prace [69] je vztah
M(x) = Kx?Ig x + O(x* \/(Ig x))

platny pro r = 3 a raciondlni Q, K = ¢. Odtud plyne, Ze pro racionalni formy mame
necekany vysledek
P(x) = Q((x Ig x)'/?)
V [69] je dale ukazano, Ze
M(x) = Kx"~' + g(x),

kde g(x) = O(x""?) pro r Z 6, g(x) = O(x>1g* x) pro r = 5, g(x) = O(x*'*1g x)
pror = 4ag(x) = Qx""?) pro r 2 4, kde K je konstanta a Q racionalni forma.

Zavérem alespoii struéné upozornéme na vysoce jemné a sloZité prace [40] a [68].
V nich je velmi podrobné€ a do velké hloubky vysetfovan ptipad ¢ = 2, 3. Pro o = 2
je napf. (pomoci rozvoje ¢isla a »/a, v tetézovy zlomek) nalezena pomérné jednoducha
funkce G(x) takova, Ze M(x)/G(x) lezi pro x > ¢ mezi dvéma kladnymi konstantami.

Piehled praci prof. Jarnika z teorie mfiZovych bodii uzavieme praci [89] z r. 1968,
kterd se svym charakterem ponékud vymyka jednotlivym skupindm vySe popiso-
vanym.

Naznatili jsme jiz vySe, Ze je vyhodné vySetfovat ne pfimo funkci P(x), ale jeji
integral P (x) = [§ P(¢) dt. Landauova metoda, s niz dokézal vysledky (2) se opird
o nasledujici myslenku. Zavedeme zfejmym zpusobem funkce Py(f) = P(t), P,(?), ...
Celkem snadno Ize nahlédnouti, Ze pro ¢ > 4r celé dostaneme pro kazdou formu
definitivni vysledek

P(x) = O(x(r—l)/4+0/2) , Pe(x) = Q(x-Di4ra2)

Odtud lze (v podstatg tvofenim diferenci) dokazat odhady (2).
V praci [89] klade Jarnik pro reélné ¢ = 0

Pyx) = —— I (1) (x = it ar

I'(e) Jo

a vySetfuje novy problém zavislosti O- a Q-odhadid funkce P,(x) na parametru .
(Poznamenejme, Ze pro ¢ celé davaji oba zpiisoby stejné funkce.) Uvedme z vysledkt
této prace jen vysledky definitivni, které Jarnik dokazuje kombinaci svych a Lan-
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dauovych metod. Bud forma Q racionalni. Potom
P(x) = O(x"271), P(x) = Q(x/2"Y)
pro0 ¢ <ir-2
Pe(x) - O(x(r—l)/4+e/2) , Pe(x) - Q(x(r—l)/4+o/2)

pro9o>4r—4 Prodr—2=<9=<4ir—14 neboli 29 +1<r £20 + 4 je mezi
Jarnikem dosaZenymi vysledky jistd mezera, ktera pro ¢ = 0 odpovida klasickym
nefeSenym problémiam r = 2, 3, 4. U funkci P,(x) dostaneme vlastné jisté ,,posunuti*
klasickych problémi do jiné roviny a nalezeni definitivnich vysledkt bude neméné
tézké. Uvedme jesté pro zajimavost, Ze uvedené Q-odhady plati pro vSechna g; pro
¢ = 4(r — 3) = 0 nastava tedy vlastn& pfechod od jedn&ch odhadii ke druhym.

Z uvedeného je jisté patrné, Ze prof. Jarnik se svymi pracemi zplisobem vice nez
distojnym fadi spolu s E. Landauem a A. Walfiszem mezi badatele, ktefi teorii
miiZzovych bodl ve vicerozmérnych elipsoidech dovedli do velmi uceleného tvaru.
Jeho vlastni vysledky jsou prakticky nepiekonatelné a z hlediska této obtizné teorie
lze jen litovat, Ze se ji prof. Jarnik nevénoval vice. Bylo by to sice na $kodu jinych
odvétvi matematiky, v nichZ pracoval, ale jist€ by teorie mfiZzovych bodi byla bohatsi
o fadu vyznamnych a jisté definitivnich vysledki.

Obratme se nyni k pracim z teorie diofantickych aproximaci.

Necht @ = (@,;), i =1,2,...,r, j=1,2,...,s je realnd matice a necht ¢ je
nerostouci funkcee, ¢(t) —» 0 pro t — co. V teorii diofantickych aproximaci se vy3etfu-
je soustava nerovnosti

(18) |Z@U J+y,l__<_<p(t), 0<max|xj|§t, i=1,2,..,r
j

kde x;, y; jsou cela &isla. Pro dané ¢ nazveme soustavu celych Cisel xj, y;, j = 1, ..., s,
i=1,2,...,r, ktera spliiuji (1), feSenim soustavy (18). Jde o to, rozhodnout, zda
matice @ ma jednu z vlastnosti

(A) Soustava (18) ma feSeni pro kazdé dosti velké t.

(B) Existuje posloupnost te B — 00 pro k — oo tak, Ze soustava (18) ma feSeni pro
t = tk’ k= 1 2

ProtoZe ¢ je nerostouci, miZeme v pfipadg, Ze plati (B) poloZit t = max |x;l; (B)

plati pravé tehdy, ma-li soustava

(19) !29.,,+Y| <p(max|x|) i=1,2,..,r

nekoneén& mnoho feSeni. Plati-li (B), fikame, Ze @ pfipousti aproximaci ¢. PoloZme
prot =1

Ye(t) = min max min | Z 0.,x; + vy,
O<|ix||st i=1,2...r yi j=
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kde “x” = max lx jl (a oviem x;, y; jsou cela). Z¥ejmé (A) plati pravé tehdy, existuje-li
Jji=1,2,..s
T > 0 tak, Ze Yo(t) < ¢(t) pro t 2 Ta (B) plati pravé tehdy, existuje-li posloupnost
ti te = 00 pro k — o0 a Ye(t) < o(1,).

Ptipomefime nékteré zékladni vysledky z teorie diofantickych aproximaci. Z Di-
richlet-Kroneckerovy véty lze odvodit, Ze

(20) Z ORI L

kde [t] je cela &ast t. Je-li r = s = 1 a je-li @ iraciondlni Cislo, pak

(21)

1 1 . L. _
~+ —— Zlimsuptyg(t) £ 1, 0= liminfryy(t) <5712,

2 \/5 t— o t—= o0

Pfi vySetfovani vlastnosti (A), (B) miZeme se bez ztraty na obecnosti omezit na
takové matice @, e |@,;| < 4. Bud E, (@) mnoZina takovych matic @ typu r.s,
IOijl < 1, které ptipoustéji approximaci ¢. Chin¢in dokazal, Ze

(22) m(E, ,(¢)) =0, jestlize J P(1)dt < 0,

(23) m(E, \(p)) =1, jestlize J‘w<p’(t)dt = 0.

Pfitom m je Lebesgueova mira v prostoru R" (kazda matice typu r, | je soudasng
bodem v R"). Specialng m(E, ,(6:17%9")) = 0, jakmile ¢ > 1,6 > O a m(E, ,(6t™'")) =
= 1 (podle (20) kazd4 matice © typu r, 1 pfipousti aproximaci t~'/" a tak

E ("' ={0]]|0,,| st i=12..,r}).

Pfirozené je E, (t7%") o E, ,(t7°"), jakmile 1 < ¢ < o; v pfipadé r = | = s davé
rozvoj Cisla @ v fetézovy zlomek podrobnou informaci o tom, zda @ ptipousti ¢&i
nepfipousti aproximaci ¢. Tak lze ukézat, Ze pro kazdé ¢, 0,1 £ ¢ < o existuji
Cisla @, kterd pfipoustéji aproximaci t~¢ a nepfipoustéji aproximaci t~°, tedy
E . (t79) — E (t7°) 0.

Z vysledk, které Jarnik dokazal v praci [35], bezprostfedn& plyne, Ze

(29) E, (t79)—E, (™) + 0, jakmile r21, 1<o<o.

Pfitom co do obtiZnosti pfipady r = 1 a r > 1 jsou nesrovnatelné, nebot pro r > 1
neni zndma metoda, ktera by dala obdobné informace jako rozvoje v fetézové zlomky
v ptipadé r = 1.

Necht f: <0, ©) = <0, ) je spojita, neklesajici a f(0) = 0. Bud S = R". Pro
ueR’,d > 0 necht Q(u, d) je krychle o stfedu u a hrang d, tj. Q(u, d) = {ve R’|
Iv‘ - u,l < 3d}. Zvolme ¢ > 0 a najdéme nejvySe spoletné pokryti mnoZiny S
krychlemi Q(u, d,), k = 1,2, ... tak, Ze d;, < ¢ a tomuto pokryti pfifadme &islo
Y f(d,). Infimum mnoZiny &isel takto ziskanych ozna&me LS, f). Ziejm& L (S, f) 2
K
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> LS. f) pro ¢ < o a tak existuje L(S,f) = lim LS, f). L(., f) pfi pevném f je
e—~0+

vn&j3i mira; budeme ji nazyvat Hansdorffovou mirou (mnoZiny S, pro néz ji budeme
uzivat, budou vesmés borelovské, tedy méf'itelné).

Jestlize f,(d)[f2(d) - 0 pro d - 0+, pak z L(S, f,) < o plyne L(S, f;) =0
az L(S, f,) > 0 plyne L(S, f,) = oo. Je-li f(d)= d', pak oviem L(S, f) je vn&jsi
Lebesgueova mira mnoZiny S a jestlize f,(d)/d"— 0 pro d - 0+, pak L(S,f,) = 0
pro kazdou mnozinu S. Jestlize f(d)/d" — co pro d— 0+, pak z L(S, ) < o plyne
m(S) = 0, a miZe nastat pfipad, Ze m(S) = 0 a L(S, f) > 0; Hausdorffova mira
je vhodnym nastrojem pro posouzeni ,,velikosti mnoZiny S, jejiz Lebesgueova mira
je nula.

Matici © typu r, 1 nazveme vlastni, jestlize plati: jakmile )’ @, ;x; + y = 0, kde

i=1
x;, ¥ jsou cela &isla, pak x; = 0 = y pro i = 1,2,...,r. E',(¢) nechf je mnoZina
vlastnich @ € E, ,(¢).

Jarnik v praci [35] dokazal pro 3irokou t¥idu funkci:

(25) L(E,  (9), f) = 0, jestlize Jmf(2¢(t)/t) rdt < o0,

(26) L(E!' (@), f) = oo, jestlize J‘wf(2<p(t)/t) t'dt = .

Duikaz tvrzeni (25) je jednoduchy a Jarnik pracuje s tak obecnymi pfedpoklady, Ze
tvrzeni (22) je specialnim p¥ipadem tvrzeni (25). Zato dikaz (26) je velmi sloZity
a vyzaduje n€které specialngjsi predpoklady o ¢ a f. Z (25) a (26) Jarnik odvozuje
(za jistych malo omezujicich pfedpokladii o ¢ tim, Ze sestroji vhodnou funkci 1)
Jestlize 2 : {1, o) = (1, c0) ma spojitou derivaci, A(1)/t je neklesajici a A(f)[t - oo,
pak

E(9) — E.(9-2) + 0

tj. existuji takova vlastni @, ktera pfipoust&ji aproximaci ¢, ale nepfipousté&ji aprox‘-
maci ¢ o 4 (a to je znaéné siln&jsi tvrzeni nez (24)).

Hausdorffovy miry uzil Jarnik v pracich [26], [30], [84] k vySetfovani mnoZin, je-
jichZ prvky jsou charakterizovany svymi aproxima¢nimi vlastnostmi nebo vlastnostmi
svych rozvoji v fetézové zlomky. (Napf. v praci [30] jde o mnoZiny M, (¢ > 1)
takovych &isel, ktera pfipoustéji aproximaci ¢~¢, ale nepfipoust&ji aproximaci ¢~°
pro 7adné ¢ > ¢.) Je ukazano, ze Hausdorffova dimense mnoZin M, je 2/(e + 1).

Je-li @ matice fadu r, s necht ¢, (©) je supremum takovych ¢ = s/r, Ze (A) plati
pro ¢(f) = t7¢ a necht n,.{(©) je supremum takovych ¢ 2 sfr, Ze (B) plati pro
o(t) = 179 tedy {r!s(@) je supremum takovych ¢ = s/r, Ze lim sup ¢ l//g(t) =0

]
t—= o

a 1,4(0) je supremum takovych ¢ 2 sr, Ze liminf 2 Yg(t) = 0. Ziejme€ s/r <

§ ‘fr,s(@) é ’,r,s(@)’
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V praci [37] odvozuje Jarnik jisté nerovnosti, které vyjadfuji vzajemnou zavislost

mezi 1, 1(@,),11,1(9;) a nz, ((@1 a zejména dokazuje, Ze tyto nerovnosti jsou

0,
ostré (tj. Ze je nelze zesilit). V [63] vySetfuje obdobné zavislosti pro 7, 1(0,), ny 1(©2)
any ((@;, ©;)) a opét dokazuje, Ze nalezené nerovnosti jsou ostré.

Necht ©’ je matice adjungovana k @. Souvislosti mezi 7, (@) a n, (©’) si viiml
Chindin; v préci z r. 1926 dokazal, Ze pro kaZdou matici @ typu r, 1, kde r = 2 plati

(27) My 2, +r—1
(28) Mg Z 0y ((r = Omy, + 1)

(kde piseme n,,, 7, misto n,,(0),n,,(0’)). Nerovnostmi (27), (28) zabyval se
Jarnik v pracich [53], [54], [56] a ukazal, Ze jsou ostré. V praci [62] vyfesil obdob-
nou problematiku pro &, , a &, ;. VSimnéme si této prace podrobnéji. Jarnik ukazuje:
Pro kaZdou vlastni matici @ typu 2, 1 plati

(29) 52,1 =1~ (51,2)—1-

To je néco zcela jiného neZ (27), (28). Je-li r > 2, (27) a (28) plati pro kazdou vlastni
matici @ typu r, 1, piSeme-li &, ;, &; , misto 7, , 7, ,.

v

v

Tato shoda je oviem do jisté miry formélni, nebot ke kazdému g, 1/r < ¢ <
existuje matice @ typu r, 1 takova, Ze 1, ,(®) = ¢ (viz [53], V&ta 2). Ale pro kazdou
vlastni matici © typur, 1 je & (@) < 1 (to plyne z prvni nerovnosti v (21)).

Jarnik dokézal: je-li r = 3 a @ vlastni matice typu r, 1, pak

(30) ¢&,=zr+ A = Nr) — 1 jakmile 1 — L o<1,
1 - 57,1 r
1 1

31 > —
(31) é"l_r—l (r=1D@E,-2r+4

jakmile &, , = 2r? — 3r.

Daéle ukézal, Ze existuje jak takova vlastni matice © typu r, 1, Ze 5,,1(@) =1,
¢, (0') = o, tak i takova vlastni matice @ typu r, 1, Ze &, (0) = 1/r — 1,
¢, (0') = co. Pfitom Jarnik@v postup je velmi obecny. K funkci ¢, spliiujici jisté
pfedpoklady sestrojil funkci ¢, a ukazal: jestliZze pro vlastni matici @ typur,1a ¢ =
= ¢, plati (A), pak (A) platii pro @ a ¢ = ¢,. Odtud jako speciélni p¥ipad odvodil
(31); odvozeni nerovnosti (30) Ize popsat obdobng. Jadrem diikazu je virtuosni vyuZiti
Minkowského véty o linearnich formach.

Prace [62] pfinasi také drobny doklad Jarnikovy nesmirné skromnosti. Nese
nen4padny nazev ,,Zum Khintchinschen Ubetragungssatz* a Jarnik o ni pise jako
o poznamce (Note). Slo o skromnost, ktera byla Jarnikovou vnitfni vlastnosti a ktera
souvisela s jeho zaujatym soustfedénim k matematice i s jeho hodnocenim védecké
préace a zejména vlastni v&decké prace sub specie aeternitatis.
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Je-li @ iracionalni &islo, pak liminft ye(t) < hm sup t yo(t) (stovnej (21)).

1=

V praci [81] dokazuje Jarnik: Bud s = 1, @ vlastni matxce typu (1, s),

lim sup £ Yo(f) = B, liminfr yg(t) =4 > 0.

t— + o =

Pak (B/A)*"" = 2.V té%e praci dokazuje, Ze
N2 = 51,2(51,2 - 1) ; tedy 'Ix,z(@) > 51,2(@)’ jakmile 2 < 61-2(@) <X

V praci [83] dokazuje Jarnik tfi nerovnosti, které plati mezi 7, s @ &, s PrO obecna
r, s (rozliduji se ptipady r = 1, r = 2, ar > 2).
Dyson dokazal, Ze pro matici typu r, s plati

S, + 5 — 1
32 Npg = —
(32) r—Un,, +r

((27) a (28) jsou specialni ptipady nerovnosti (32).) V [86] Jarnik dokazuje, Ze nerov-
nost (32) je ostra (kromg jistych vyjime&nych ptipadi, které zfistavaji nerozhodnuty).
Také v pracich [87] a [90] jde o matice typu r, s; Jarnik dokazuje, Ze existuji matice,
které maji jisté aproximacni vlastnosti.

Ve srovnani s teorii mfizovych bodd neb teorii diofantickych aproximaci tvofi
skupina praci prof. Jarnika z geometrie Cisel &ast pocetné malou, ale velmi bohatou
na vysledky. Jeho prace se zejména tykaji tzv. Minkowského postupnych minim.

UvaZujeme v r-rozmérném eukleidovském prostoru R, (r > 1) konvexni t&leso K
(pro jednoduchost necht to znamend kompaktni, konvexni mnoZinu symetrickou
vzhledem k podatku, obsahujici vnitfni bod). Tzv. Minkowského postupni mini-
ma 1; = A(K),j = 1, 2, ..., r definujeme nyni takto: 4; je infimum vSech &isel B > 0,
pro n€Z mnoZina BK (vznikla z K stejnolehlosti o stfedu v poGatku a koeficientu f)
obsahuje alespoti j linearné nezavislych miiZovych bodta. Zfejmé 0 < 4, £ 4, £ ...

. £ 4, < +00. Oznagime-li nyni m(K) Lebesgueovu miru mnoZiny K, ¥iké zakladni
(druha) Minkowského véta geometrie &isel, Ze

(33) 2_<“ m(K) <2

Poznamenejme, Ze odtud plyne ihned A, < 2/{/(m(K)) a tedy (prva Minkowského
véta) je-li m(K) = 2" je 4, < 1 tj. K obsahuje alespoti jeden mtiZovy bod rizny od
pocatku. Odtud je patrna i duleZitost geometrie &isel vzhledem k diofantickym
aproximacim.

Prof. Jarnik se ve svych pracich v€noval jednak velmi jemné otazce ostrosti nerov-
nosti (33), jednak jejimu zobecné&ni na obecn&jsi tiéidy mnoZin. Je ihned patrné, Ze pro
mnoZinu K definovanou nerovnosti Z Ix l 1 resp. max |x l ljeAi=42,=...

i=1 =1,2,.

.=4 =1a m(K)=2r! resp. m(K) =2". Vzmka nyni pfirozena otazka, je-li
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mozZno Upln& charakterisovat ta konvexni télesa K pro n&z v (33) plati jedna z rovnosti.
Zejména je obtizny pfipad pravé nerovnosti. Touto otizkou se zabyva prace [78],
kde je Estermannova metoda diikazu pravé nerovnosti v (33) upravena tak, aby bylo
mozZno zachytit vSechny pfipady, v nichZ nastava rovnost.

Vyse uvedené priklady indukuji nasledujici problém: nelze pro né&jakou dosti
rozumnou tfidu konvexnich téles nerovnost (33) zlepsit? Konkrétngji feSeno: vime-li,
Ze rovnost v (33) nastava pro télesa, ktera se ,,pfili§ nelisi od polyedrt, nelze tuto
nerovnost zlepsit pro télesa ,,dosti zaoblena*“? Tato otazka je pro r = 2 vySetfovana
v praci [76] pro mnoZiny omezené k¥ivkou se spojité se m&nicim polomé&rem kfivosti,
ktery ma kladné minimum. Nalezené zlepSeni je dosti znaéné a v jistych meznich
pfipadech definitivni.

Obratme se nyni k zobecnéni pravé poloviny (33) pro nekonvexni mnoZiny K.
V této obecnosti je nutné nerovnost (33) pon&kud jinak interpretovat, nebot zfejmé
nalezneme i velmi ,,rozumné‘ mnoZiny K pro néZ BK neobsahuje pro Zadné > 0
miiZovy bod. UvaZujeme proto mnoZinu MW(K) viech bodd tvaru 4(x — y), kde
x, y € K. Zfejmé& pro kaZdou méfitelnou K je i W(K) méfitelna. Dale pro konvexni
t&leso K je W(K) = K. Nerovnost (33) miizeme tedy pro konvexni t&leso K piepsat ve
tvaru

1‘112 R )»’ m(K) é 2’ s }'J = ll(%(K)) .

Plati nyni obdobny vztah i pro nekonvexni mnoZiny K? Zde vystupuje jesté dalsi
komplikace, Ze pro nekonvexni mnoZiny lze postupna minima zavést n¢kolika pfiro-
zenymi zpusoby (které pro konvexni t&lesa splyvaji): necht u; = uy (M) (resp.
A; = A{(M) resp. v; = v{(M) resp. n; = n,(M)) je infimum viech B > 0, pro n&z

mnozina () oM (resp. mnoZina BM resp. kazd4 mnoZina «M pro o > f resp. mno-
o<asp
Zina () aM) obsahuje alespoii j linearn& nezavislych m¥izovych bodi, j =1,2, ..., r.
azp
Ziejm€ p; S A; S v;Smy, j= 12,0001 B S sy A S Ajags VS Vjgg, T; S
_..<_._ 7[j+1, j = 1, 2, ooy r — 1.

V préci [72] ukazano, Ze pro Jbrdanovsky méfitelné mnoZiny K, 0<m(K)< + oo je

(34) ity ... m(K) <2770 0y = p(W(K)) .

Nyni zde vznikaji dva druhy problémii. Jednak otazka uréeni nejlepsi mozZné konstan-
ty vpravo, jednak otazka platnosti podobné nerovnosti pro ostatni zavedena minima.
Podobnou nerovnost (s mensi konstantou vpravo) pro &isla 4; = 1 (W(K)) dokazal
v 1. 1947 anglicky matematik Rogers, naproti tomu Knichal v [ 74] ukazal, Ze konstan-
tu nelze zmenSit aZ na 2".

V préci [77] ukazuje, Ze podobné vysledky neplati, nahradime-li A; &isly v;. Pfesnéji
feCeno, Rogers dokazal, Ze pro kazdou Lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu K, 0 <
< u(K) < +o0 a pro kazdy index i, 1 < i <rje

11/12 cee }.‘_lvl).i,}.l cee lr(M) é 22'.-1 s A’] = AJ(QB(K)) N Vi = v.(%(K))
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Jarnik naproti tomu ukazuje, Ze zvolime-li dva indexy i, j 1 £ i < j < r nelze vyraz

(35) By - Bim Vil oo Bi—Vitkjeq - 1 m(K),
b= W), v = vBK)), v, = 1K), 5+ i)
ani vyraz
By oo i1 Tifliny -y m(K), 7= 7(W(K)), u; = p(W(K))
omezit hodnotou zavislou pouze na r.

Z druhé strany je ale tim spiSe pfekvapujici nasledujici vysledek (viz [ 74]). Ozna¢me
WHK) = WW(K)), W(K) = W(W*(K)), ... Z mnoziny K tvofime stale ,,rozumnéj-
i mnoZiny. Nyni ke kazdé Lebesgueovsky méfitelné mnoziné K, 0 < m(K) < +®
existuje p, = 1 tak, Ze pro vSechna p > p, je

T, .., m(M) <27, n; = n (WK)).

V [77] je jako doplnéni ukazano, Ze hodnotu p, nelze volit nezavisle na K, dokonce
ani vyraz (35), v némZ klademe p; = p(WP(K)), v; = v(WA(K)), v; = v;(W?(K))
nelze ani pro vSechna dostateéné velka p omezit hodnotou zavislou jen na r.

Zavérem tohoto stru¢ného vyctu Jarnikovych vysledki z geometrie Cisel pozna-
menejme, Ze v n&kterych citovanych pracich aiv [64] a [65] jsou vysledky z geometrie
Cisel aplikovany na teorii diofantickych aproximaci.

Je nesnadné i v rozsdhlém matematickém dile hledat vlastnosti osobnosti, ktera je
vytvofila; ti, kdo Vojtécha Jarnika znali, najdou v jeho védeckém dile fadu rysi, které
jim jeho osobnost pfipomenou. Je to pfedevsim dikladnost, snaha po pfesném a de-
tailnim v&€déni a schopnost vidét problémy a nalézat feSeni i tam, kde intelektu méné
pronikavému se zda, Ze vse jiZ bylo objeveno. To je zfetelné patrné jiZ v praci [2]

Celé generace matematiki vzaly na védomi, Ze Bolzano sestrojil funkci jistych
vlastnosti, pozdé€ji po ném nazvanou, a tak vyvratil star$i ndzory, Ze spojita funkce
musi mit derivaci alesponi v nékterém bodé&. Jarnik ve zminéné praci z r. 1922 ukazuje:
Bolzanova funkce nema v Zadném bod€ konecnou derivaci zleva ani zprava ani
nevlastni nekoneCnou derivaci. Body, v nichZ souCasné existuje nevlastni derivace
zprava i nevlastni derivace zleva jsou body lokalnich extrémi a je jich spoetné
mnoho. V tzv. délicich bodech existuje nevlastni derivace zprava; derivovana ¢isla
zleva v téchto bodech jsou riizna a stejna co do absolutni hodnoty. Existuje mnoZina
mohutnosti kontinua takova, Ze v kazdém jejim bodé& jsou obé horni derivovana
¢isla + 0o a ob€ dolni derivované Cisla — co.

O rok pozdgji uvetejiiuje V. Jarnik praci [4] inspirovanou otazkou: které vlastnosti
musi mit kazda funkce, ktera nema derivaci v Zadném bodé€. Jarnik ukazuje mj.: ma-li
spojita funkce f nekone¢nou variaci na kaZzdém nedegenerovaném intervalu, pak
existuje hustd mnoZina a v kaZdém jejim bodé& ob¢ horni derivovana &isla jsou + oo
a obé dolni derivovana ¢&isla jsou — oo.
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V préci [5] vychazi Jarnik z této zfejmé skute€nosti: ma-li spojita funkce f deri-
vaci f' v kazdém bodg, pak f’ je prvni Baireovy tfidy. V. Jarnik ukazal, Ze tvrzeni
plati i kdyZ f neni spojita; pfipousti, aby f nabyvala hodnot + oo (a ptirozen& | f ’(t)l =
= oo, jakmile f neni spojitd v t). Uvedme v této souvislosti je3t& vysledek z prace
[57]: Bud S ptimka v R2. Polorovinami budeme rozumét oteviené poloroviny na néz
S rozd&luje R%. Bud f: R? » R'. Potom existuje nejvyse spodetna mnoZina V< S
a kazdy bod x € S — ¥V ma tuto vlastnost: necht P, Q jsou oteviené polopfimky,
jejichZ spole¢ny koncovy bod je x a které leZi v téZe poloroving. Potom existuji po-
sloupnosti bodli p;e P a q; € Q tak, Ze

lim p; = x = limgq;, limf(p;) = lim f(q;) .
i-o0 jo o i j=w

Zadatkem t¥icatych let byly uvefejn&ny prvni prace, v nichZ bylo pojmu residualni
mnoZiny uZito ke studiu mnozin spojitych funkci, jejichZ derivace, resp. derivovana
Cisla spliiovala jisté podminky.

V téchto aplikacich kromé& posledni zakladni prostor bude C = C(<0, 1) - R*'),
(se stejnom&rnou topologii), a pro x € C, te (0, 1) bude x*(¢), x () znamenat horni
derivovana &isla zleva a zprava, x,(t), x_(t) budou dolni derivovana &isla, %(f) =
= max (x*(t), x (1)), x(t) = min (x.(), x_()). Zavedme tyto podmnoZiny prosto-
ru C

A ={xeC|x*(t)= o nebo x,(f)= —o0 prokazdé te<0,1)}
A, = {xeC|X(t) > x(r) pro kaidé¢ te(0,1)}
Ay ={xeC|x*(t) > x,(f) prokazdé 1€(0,1)}
Banach a Mazurkiewicz dokazali v r. 1931 (nezavisle na sobg&), Ze A, je residualni
mnozina. O rok pozdéji ukazal S. Saks, Ze mnoZina A4, je residualni a mnoZina A4,
je prvni kategorie a Besicovitch ukézal, Ze mnozina A; neni prazdna. Necht A, je
mnoZina takovych x € C, Ze plati
() Lx-(1), x7(1)> U <x4(t), x*(t)) = (—o0, 0) pro kazdé te(0,1),
(i) x*(t)=o00 =x7(t), x.(t)= —o0 =x_(f) pro skoro viechna t,
(iii) max (|x*(1)], |x+(1)|) = o pro kazdé te<0,1),
max (|x7(t)|, [x-(f)]) = o pro kazdé te(0,1).
Jarnik dokazal v praci [39], Ze mnoZina A, je residuélni. VSimn&me si, Ze odtud plyne:
je-lix e Ay, t€(0, 1), a € R, pak existuje posloupnost h, — 0 tak, Ze h, '(x(t + h,) —
- x(t)) - a. )
Metody residualnich mnoZin uZil Jarnik asi v 10 pracich a mj. jako i fada autort
fesil otazky, které souviseji s aproximativni derivaci. (Aproximativni derivace funkce x

v bod¥ 7 se zavadi takto: Necht m(U) znamena Lebesgueovu miru méfitelné pod-
mnozZiny U < R!. Je-li ¥ = R! méfitelna mnoZina, T € R}, fikdme, Z¢ ¥ ma v bodé& ©
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hustotu 1, jestlize  lim (y + 8) ' m(VA (t — 3, © + 8)) = 1. Existuje-li méfi-
y—>0+,620+

telna mnoZina V = R! takova, Ze v bod& t ma hustotu 1 a Ze existuje

lim (1 — 7)~* (x(1) — x(2)),

kde limitu bereme pro t - 7, teV, t + 1, pak tato limita se nazyva aproximativni
derivace funkce x v bodg 7.) Jarnik v [48] dosahl vysledku, jemuZ patfi pfivlastek
definitivni: mnozZina takovych x e C, Ze aproximativni derivace neexistuje v Zad-
ném ¢ € (0, 1), je residualni. Posledni praci tohoto zamé&fent je [82]. Otazku (souvi-
sejici s teorii operatori Mikusinského), zda existuji spojité funkce x, y tak, aby jejich
konvoluce x *y neméla derivaci v Zddném bod¢€, zodpovédél V. Jarnik takto:
existuje residualni mnozina Q = C x C tak, Ze x * y nema derivaci v Zidném bodé&
pro (x, y)€ Q.

Vice nez deset Jarnikovych praci nelze zatadit do Zadné ze Ctyf praveé popsanych
skupin. Pomineme-li nezaslouZzené velmi zajimavé prace, které jsou tématicky oje-
din&lé ([1], [3], [23], [29]. [43]. [61]. [79] a [85]), ztstava n&kolik praci z teorie
fad a Riemannova integralu. P¥inosem prace [15] je novy ditkaz znamé Arzelovy
véty o limitnim pfechodu v Riemannové integralu, ktery byl také pojat do druhého
vydani dila prof. Petra o integralnim podtu. V préci [25] je upln& vySetfena otazka
jak dalece je omezena realna funkce urena systémem svych Darbouxovskych souétil.
Prace [11], [13] a [14] jsou vénovany v zaklad& pferovnéani neabsolutn& konver-
gentnich fad (obecné s komplexnimi &leny).

Z uvedeného nastinu védecké prace prof. Jarnika vyplyva, Ze byl v pocatcich své
védecké prace ovlivnén zejména dilem E. Landaua. Jarnikovy prace indukovaly nové
vysledky jinych matematikt a je dokladem jejich myslenkové hloubky, Ze priklady
pro to miZeme nalézt v dobé soucasné. Jarnik byl v Zivém styku s mnohymi vyznac-
nymi matematiky (Landau, Walfisz, Mahler, Rogers, Erdos, Sierpinski, Chingin,
Turéan, Zahorski, Saks atd.), s n&€kterymi ma i spole¢né publikace. Z vy3e uvedeného
rozboru je patrné, Ze Jarnikovy prace podstatné ovlivnily teorii mfiZzovych bodu,
teorii diofantickych aproximaci a i geometrii Cisel. Je zajimavé a méné znamé, Ze
i stejny vliv m&ly jeho prace z teorie realnych funkeci. Sta&i uvést napf. praci [41],
kterd indukovala fadu praci Zahorského, praci [39], z jejiz hlavni vty odvodil
v loiiském roce Garg dosud nejsilngjsi vétu o vlastnostech, derivovanych ¢&isel spoji-
tych funkci ve smyslu kategorii. Podobn& prace [57] byla na po&atku celého vy3etfo-
vani o limitnich hodnotach redlnych funkci, které je zvlast intensivni v poslednich
letech. Zajimavé také je, Ze vysledky prace [5] byly jiz n&kolikrat znovu objeveny
a skute¢nost, Ze tato prace byla publikovana v r. 1923, je pfekvapenim i pro specialisty.

Je velmi nesnadné podat rozbor neb dokonce jen vycCerpavajici pfehled Jarnikovy
pedagogické dinnosti. Zaznamenejme spiSe jen pro mlad$i generaci pracovnikil
v matematice, ktefi neméli to §tésti a nenavstévovali jeho pfednasky, Ze v prof. Jarni-
nikovy odeSel patrné nejlepsi pfednasejici, kterého matematicko-fyzikalni fakulta
kdy méla. O zptisobu jeho pfednéseni bylo jiZ mnoho napsano. Upozornéme na vlastni

329



poznamky k tomuto tématu, které otiskuje prvé Cislo Pokrokt matematiky, fyziky
a astronomie v letoSnim roce a na nékteré podstatné rysy jeho ucitelské Cinnosti.
Typicka pro Jarnikovy pfednasky byla jejich pfesnost. Nebyla to ov§em piesnost
ztrnula, stejnd pro vSechny roCniky a pro vSechny okruhy posluchaét. Prof. Jarnik
dovedl velmi pfesné odhadnout, které tvahy jsou pro auditorium, pfed nimz stoji, tak
béZné, Ze je miZe jen naérnout. Proto povéstny ,,Jarnikav styl* neznamena redukci
pfednasky na fetéz definic a vét s uzkostlivym provadénim vsech kroki az do ,,posled-
niho ¢ — 6* od prvé hodiny do posledni, bez ohledu na ro¢niky. Naopak: Jarnik stale
prokladal své pfednasky orientaénimi uvahami, v nichZ ukazoval, pro€ je tfeba ubirat
se pravé timto smérem, volit tento postup ditkazu, kde je moZno odekavat potiZe.
Vlastni vyklad byl ovSem naprosto korektni, tlumocdeny formou umeérnou turovni
auditoria. Typické je také to, Ze se Jarnik nevyhybal partiim neb dikazim, které
jsou mﬁohjlmi uCiteli vynechavany pro svou komplikovanost a naroénost. Pfipomeri-
me napf. Ze se malokomu podafi béhem semestralni ¢tyfhodinové pfednasky vyloZit
teorii Lebesgueova integralu se viemi ditkazy (v&etn& véty o substituci) pro posluchade
druhého ro¢niku matematiky a fyziky, malokdo dokaZe pfednaset vybérovou pied-
nasku o miiZovych bodech, specialnich funkcich neb zafadit do pfednasky uplny
dikaz véty o Markovové fetézci a vSe naprosto korektné a jasné ve velmi kratkém
Case prednést.

Dalsim podstatnym rysem uditelské Cinnosti prof. Jarnika byl vybér tématiky,
kterou pfednéSel. V povinnych pfednaskach to byly hlavné zakladni kursy matema-
tické analyzy pro prvé dvouleti universitniho studia.

Po osvobozeni v r. 1945 doslo na naSich vysokych $koldch k mimofadné situaci;
fady vysokoskolskych uditelti profidly a pfitom vysoké Skoly musely zvladnout naval
posluchacti té€ch roéniki, které nemohly pokracovat ve studiich za okupace pro
uzavieni vysokych $kol. ZvIast citelny byl nedostatek uéebnic. V. Jarnik v této dobé
mimofadného pracovniho zatiZeni nasel dost sil, aby pracoval na Ctyfech svazcich
udebnic matematické analysy: Uvod do poétu integralniho vychézi v r. 1948, Uvod
do poctu diferencidlniho v r. 1951, Diferencidlni pocet v r. 1953, Integralni pocet
v r. 1955. Prvni dva svazky dokladaji, jak Jarnik promyslené vede posluchade na
stupni elementarnim, druhé dva svazky tvofi solidni zéklad pro praci v matematické
analyse a obsahuji takové bohatstvi materidlu a upozornéni na vzajemné souvislosti,
Ze tvofi mezistupeni mezi uCebnici a monografii. Je pfiznaéné, Ze i v t€chto ucebnicich,
vénovanych vlastné zakladiim matematické analysy, najdeme nejen fadu metodicky
puvodnich postupi, ale i po védecké strance pitvodni zpracovani nékterych témat (napf.
vyklad totdlniho diferencialu v diferencialnim po&tu je ve svétové literatufe ojedinély).

Prof. Jarnik vSak pfednasel i teorii funkci komplexni proménné a kdyZ bylo tfeba
i diferencidlni rovnice jak v realném tak i komplexnim oboru. Prof. Jarnik o sobé&
pouze pFipoustél, Ze je specialistou v teorii &isel (a to jest& v n¥kterych oblastech, jak
skromn& vZdy dodaval). Jeho nebyvale 3iroky rozhled po matematice viak umoZfio-
val, Ze dokazal sestavit pfednasku i z oboril jeho vlastni praci dosti vzdalenych a to
vZdy tak, Ze znamenala po mnoha strankach pro fakultu pfinos. Typicka je v tomto
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sméru napf. pfednaska o specialnich funkcich v letech 1959 —61, vybérova pfednaska
a seminaf z konstruktivni teorie funkci v letech 1954 — 56 atp. Prof. Jarnik vZdy vycha-
zel z dokonalé a Siroké znalosti problematiky na zakladé€ ¢ehoZ provedl vlastni vyb&r
a uspofadani latky, formulaci vét, dikazi. V téchto pfednaskach byla skryta cela
fada drobnych i vétsich metodickych a i védeckych poznatkil.

Jesté patrné&jsi a vyrazn&jsi byly v tomto sméru jeho pfednasky z rtiznych obort
teorie Cisel. Uvedeme pro ilustraci jen vybér témat z poslednich zhruba dvaceti let:
L-tady, Goldbachiv problém, geometrie Cisel, nauka o rozloZeni prvocisel, alge-
braicka a transcendentni &isla, teorie m¥iZzovych bodt, diofantickych aproximaci,
pravdépodobnostni metody v teorii ¢isel. V rukopisné poztstalosti prof. Jarnika
jsou zachovany velmi podrobné texty té€chto prednések, které mnohdy snesou srov-
nani se svétovou monografickou literaturou téchto oboru. Je snad zbyte¢né dodavat,
Ze to vie byly pfednasky na sou€asné tirovni svétového badani a mnohdy seznamovaly
a pravé vznikajicimi a rozvijejicimi se obory.

Velmi cenn4, ale téZko 1iplné&ji postihnutelna je Jarnikova recenzni Cinnost. Ne-
myslime tim jen zasvécené referaty v referativnich Casopisech a obsahlé recense
novych knih v nasich matematickych asopisech, z nichZ kazda je ve skuteCnosti
malym dilkem, které étenafe pozorné uvadi do pfislusné problematiky. Prof. Jarnik
jako ¢len redakeni rady fady casopist recenzoval prace do Casopisu zaslané. Nebylo
vyjimkou, Ze diky jeho pellivé a neziS§tné recenzi mohly byt né€které prace vibec
publikovany neb jejich vysledky mohly byt dovedeny do tplné&j§iho tvaru.

Je snad v dnes$ni dobé pon€kud neobvyklé, Ze tak vynikajici uditel a vé€dec jako pro-
fesor Jarnik nezaloZil svou vlastni védeckou $kolu. Je skutecné pravda, Ze v Cesko-
slovensku neni pocetné&jsi skupina matematik, kteti by se vénovali vyhradné nékteré-
mu z obort, v nichZ prof. Jarnik pracoval. Je to zplsobeno zzjména tim, Ze prof.
Jarnik nebyl pfitelem uzké specializace v matematice a vidy pokladal pro nasi
zaklady a naudit je védecky pracovat nez vychovat n€kolik byt vynikajicich uzkych
specialistl. Proto také povaZoval za dulezitéjsi dat nasi matematice obS$irné zakladni
ucebnice, neZ sam napsat dalSich deset, dvacet praci. Proto daval pfednost prednés-
kam z matematické analysy pfed pfednaskami z teorie Cisel, i kdyzZ jich vedl celou
fadu. Profesor Jarnik ovlivnil na8i matematiku nejen svou vé€deckou praci, ale hlavné
svou praci vysokoskolského uditele a autora zdkladnich uéebnic takovym zpisobem,
Ze prakticky vSechny naSe matematiky lze povazZovat za pfimé nebo nepfimé Jarniko-
vy Zaky, protoZe kazdy z nich byl ve své praci ovlivnén Jarnikovym dilem a osobnim
pfikladem.

Mizeme jen litovat, Ze se prof. Jarnik nemohl vice vénovat studiim zaméfenym
k d&jindm matematiky. Jak ukazuji jeho studie o B. Bolzanovi mohl zachovat zejména
pro dé&jiny matematické analysy a teorie &isel velmi cenna svédectvi, nebot jednak
celou problematiku v nebyvalé §ifi ovladal, jednak byl aktivnim ucastnikem rozvoje
téchto disciplin v nasem stoleti a velmi tzce se stykal s fadou védci, ktefi v toto obdo-
bi patfili k vedoucim osobnostem svétové matematiky.
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Sama osobnost profesora V. Jarnika byla stejné neobycejné jako jeho dilo. Byva
fidkym jevem, Ze vynikajici matematik je i vynikajici ucitel. U profesora Jarnika
k ob&ma témto vlastnostem pfistupovala skuteéné ojedinéla osobni skromnost.
Profesor Jarnik vZdy ve viem kladl sam sebe aZ na posledni misto. Nikdy, ani pfed
posluchacdi, nedaval najevo svou védeckou prevahu. Se svymi osobnimi pocity a na-
zory se své&foval jen ve vzacnych chvilich a mél aZ uzkostlivy smysl pro to, aby jeho
rozhodnuti neb vystoupeni peclivé a spravedlivé vazilo mezi riznymi hledisky a argu-
menty. SnaZil se vZdy — a nékdy mozné na Skodu véci — neprosazovat pouze své
osobni nazory.

Profesor Jarnik patfil k lidem s nebyvale Sirokym kulturnim rozhledem, k lidem
veskrze pokrokovym v nejlepSim slova smyslu. Vynikajici znalec milovnik hudby
a viibec uméni, milovnik historie naSich narodd. Vasnivy ¢tenaf, aktivni sportovec
az do vysokého v&ku, ktery si ani v poslednim roce svého Zivota neodepiel prochazky
po oblibenych mistech. Do posledni chvile netinavné pracoval, do posledni chvile se
vénoval svym velkym laskam — rodin€, matematice a uméni. Jeho odchodem postihla
fady naSich matematiki a vysokoSkolskych pracovnikii ztrata téZka a nenahraditelna.

SEZNAM VEDECKYCH PRACI AKADEMIKA VOJTECHA JARNIKA

Zkratky:

Rozpravy ... Rozpravy IL ti. Ceské akademie véd a uméni

Bulletin ... Bulletin international de I’Académie des sciences de Boheme
Véstnik ... Véstnik Kral. &es. spol. nauk

A. Piavodni védecké prace

Prace vyslé dvojmo (napf. origindl v Rozpravach a vytah v jiném jazyku v Bulletinu) jsou
uvedeny pod tymz ¢islem jako a), b) apod.
[1] O koienech funkci Besselovych, Rozpravy 29 (1920), &. 28, 6 stran.
[2] O funkci Bolzanové, Casopis pést. mat. 51 (1922), 248—264.
[3] Poznainka k method¥ postupnych approximaci, Casopis pé&st. mat. 52 (1922), 51—55.
[4] O &islech derivovanych funkci jedné re4lné proménné, Casopis pést. mat. 53 (1923), 98— 101.
[5] a) O derivaci funkci jedné proménné, Rozpravy 32 (1923), & 5, 8 stran.
b) Sur la dérivée des fonctions d'une variable. Bulletin 1923, 4 strany.
[6] a) O rozsifeni defini¢niho oboru funkcf jedné proménné, pii némz zlstdva zachovana
derivabilita funkce, Rozpravy 32 (1923), & 15, 15 stran.
b) Sur I’'extension du domaine de définition des fonctions d’une variable qui laisee intacte
la dérivalibilité de la fonction, Bulletin 1923, 5 stran.
[7] a) O miiZzovych bodech v roving, Rozpravy 33 (1924), &. 36, 23 strany.
b) Sur les points & coordonnées entiéres dans le plan, Bulletin 1924, 12 stran.
[8] a) Né&kolik pozndmek o mifZovych bodech v kruhu, Rozpravy 34 (1925), & 27, 13 stran.
b) Quelques remarques sur les points & coordonnées entiéres a I’intérieur d’un cercle, Bulletin
1925, 3 strany.
91 Uber die Gitterpunkte auf konvexen Kurven, Math. Z. 24 (1925), 500— 518.
[10] a) O funkcich prvni tfidy Baireovy, Rozpravy 35 (1926), &. 2, 13 stran.
b) Sur les fonctions de la premiére classe de Baire, Bulletin 1926, 11 stran.
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[11] Ubeg bedingt konvergente Reihen, Math. Z. 24 (1926), 715—732.

[12] Uber die Gitterpunkte auf homothetischen Kurven, Math. Z. 26 (1927), 445—459.

[13] Umordnungen von bedingt konvergenten Reihen, Math. Z. 28 (1928), 360— 371.

[14] Uber die Umordnung unendlicher Reihen, Véstnik 1927, &. 8, 45 stran.

[15] O integrovani nekone&nych fad, Casopis p&st. mat. 57 (1928), 103—113.

[16] O miizovych bodech ve vicerozmérnych koulich, Casopis pést. mat. 57 (1928), 123—128.

[17] a) O mfiZzovych bodech ve vicerozmérnych elipsoidech, Rozpravy 37 (1928), ¢&. 27, 19 stran.
b) Sur les points 4 coordonnées entiéres dans les ellipsoides a plusieurs dimensions, Bulletin

1928, 10 stran.

[18] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Ann. 100 (1928), 699—721.

[19] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Abhandlung, Math. Ann. 10/
(1929), 136— 146.

[20] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Z. 27 (1927), 154—160.

[21] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 2. Mitteilung, Math. Z. 28 (1928),
311—316.

Poznamka. Prace [18], [19] jsou zcela odlisné od praci 20, 21 pres stejny nazev. Totéz
plati o jinych pracich stejného nazvu, pokud jsou uvedeny pod riznymi pofadovymi &isly.

[22] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Tohoku Math. J. 30 (1929), 354—371.

[23] Bestimmung einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen Reihen.
Annali di matematica pura ed applicata, ser. 4, sv. 6 (1928—29), 7 stran. Spole¢né€ s K
Grandjotem, E. Landauem a J. E. Littlewoodem.

[24] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, Math. Z. 30 (1929), 768— 786.

[25] Uber das Riemannsche Integral, Véstnik 1929, &. 1, 14 stran. .

[26] Zur metrischen Tehorie der diophantischen Approximationen, Prace matematyczno-fizyczne
36 (1928—29), 16 stran.

[27] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Z. 32 (1930), 152—160. Spo-
le¢né s A. Walfiiszem.

[28] a) Né&kolik poznamek o Hausdorffové mife. Rozpravy 40 (1930), &. 9, 8 stran.
b) Quelques remarques sur la mesure de M. Hausdorff, Bulletin 1930, 6 stran.

[29] O jistém problému minimalnim. Prace moravské pfirodovédecké spole&nosti, sv. 6, spis 4,
1930, 57—63.

[30] Diophantische Approximationen und Hausdorffsches Mass. Math. Sb. 36 (1929), 371—382.

[31] Sur les points 4 coordonnées entiéres dans les ellipsoides a plusieurs dimensions, Véstnik
1930, &. 6, 11 stran.

[32] Sur une fonction arithmétique. Véstnik 1930, &. 7, 13 stran.

[33]1 Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre, Math. Z. 33 (1931), 62— 84.

[34] Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre. 2. Abhandlung, Math. Z. 33 (1931), 85—97.

[35] Uber die simultanen diophantischen Approximationen, Math. Z. 33 (1931), 505— 543.

[36] Ein Existenzsatz aus der Theoric der diophantischen Approximationen, Prace matematyczno-
fizyczne 39 (1932), 135—144.

[37]1 Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Monatsh. Math. 39 (1932), 403—438.

[38] Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre, Véstnik 1931, &. 20, 17 stran.

[39]1 Uber die Differenzierbarkeit stetiger Funktionen, Fund. Math. 27 (1933), 48— 58.

[40] Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre. 3. Abhandlung, Math. Z. 36 (1933), 581—617.

[41] Uber die Menge der Punkte, in welchen die Ableitung unendlich ist, Tohoku Math. J. 37
(1933), 248—253.

[42] O jedné t¥id& funkci spojitych, Casopis pést. mat. 63 (1934), 135—146.

{431 O minimalnich grafech, obsahujicich » danych bodd, Casopis 63 (1934), 223—235. Spolu
s M. Kosslerem.
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[44] Sur la dérivabilité des fonctions continues, Spisy pfirodov. fakulty univ. Karlovy, ¢. 129
(1934), 7 stran,

[45] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden: eine Anwendung des Hausdorfschen
Massbegriffés, Math. Z. 38 (1934), 217—256.

[46] Sur les nombres dérivés approximatifs, Fund. Math. 22 (1934), 4—16. )

[47] Uber die stetigen Abbildungen der Strecke, Monatsh. Math. 41 (1934), 408—423.

[48] Sur la dérivée approximative unilatérale, Véstnik 1934, ¢. 9, 10 stran.

[49) Untersuchungen iiber einen van der Corputschen Satz, Math. Z. 39 (1935), 745—767.
Spole¢né s E. Landauem.

[50] Sur I’approximation des fonctions contiunes par les superpositions de deux fonctions,
Fund. Math. 24 (1935), 206— 208. Spole¢né s V. Knichalem.

[51] Sur les superpositions des fonctions continues non décroissantes, Fund. Math. 25 (1935),
190—197. Spole¢né s V. Knichalem.

[52] Remarque sur les nombres dérivés, Fund. Math. 23 (1934), 1—8.
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