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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 104 (1979), Praha

JESTE O KOSTRACH SOUVISLYCH GRAFU

Jikf SEDLACEK, Praha
(Doslo 10. srpna 1977)

Necht G je konedny neorientovany graf bez smyéek a ndsobnych hran a necht
k(G) je po&et jeho koster.!) Necht je dano ptirozené &islo n. V praci [12] jsme defino-
vali 4, jako mnoZinu vSech pfirozenych &isel m takovych, Ze existuje souvisly graf G
na n uzlech majici k(G) = m. Ukézali jsme, Ze

Al =l =1, |4 =2, |a]=5. |a]=15
a v daliim pfispévku [13] jsme nasli odhad
|4, = 4(n* — 3n + 4).

L. NEBESKY pozdéji sestrojil mnoZinu Ag (ncpublikove’mo) a jak uvadi J. W. MooN
v kniZce [11], studoval odhady ¢&isla IA,,I také G. BARON na grafové konferenci
v Oberwolfachu (1969).

V praci [13] jsme d4le zavedli (pti danych pfirozenych &islech n, t) mnoZinu B’
takto: je to mnoZina vSech pfirozenych &isel y takovych, Ze existuje souvisly pravi-
delny graf G stupn& ¢ na n uzlech spliiujici vztah k(G) = y. V &lanku [13] jsme se
zabyvali p¥ipadem t = 3 a ukdzali jsme, Ze |B})| roste nade viechny meze spolu
s &islem a, coZ se dd intuitivné tusit. P¥isp&vek [15] se vraci k této problematice
a fesi pfipad obecného t.

Vysetfovani kubickych grafii (tj. pravidelnych grafi 3. stupng) je technicky ndro&na
zéleZitost. Ozna&me N(n) poet (neizomorfnich) souvislych kubickych grafii na n
uzlech. Jak se najde ve [3], plati

N@4)=1, N(6)=2, N(@B) =5, N(10) =19,
N(12) = 85, N(14) = 509.
Je vidét, Ze je
(1 82| 5 N2),

1y Pojmy, jez v tomto p¥spévku nejsou definovany, se najdou napf. v knizce [18].
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pfitemZ se miZeme pfesv&dcit, Ze pro a = 2,3,4,5 plati v (1) rovnost. Lze zde
vyuZit vysledki z prace [3], kde se mj. najde tabulka viech souvislych kubickych
grafli s nejvySe-12 uzly. Pro 12 uzl je moZno najit dvojici neizomorfnich souvislych
kubickych grafl, jez maji stejny pocet koster. Na obr. 1 je jedna takova dvojice

Obr. 1

Obr. 2

0
oy
SHRS

Obr. 3

(kazdy z grafd méa 7280 koster), na obr. 2 dvojice druh4 (8100 koster) a kone&n&
na obr. 3 tfeti (8640 koster). Dal3i dvojice v této oblasti nejsou, takZe |B(132’ = 82.
Pro ilustraci zde uvddime viechny prvky mnoZiny B{Y. Jsou to
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2112, 2520, 2640, 2808, 3072, 3584, 3840, 4080, 4096, 4360, 4480, 4500, 4608, 4720,
4875, 4992, 5016, 5104, 5130, 5184, 5250, 5368, 5535, 5544, 5632, 5712, 5824, 5832,
6000, 6235, 6240, 6320, 6435, 6555, 6580, 6720, 6765, 6771, 6875, 6885, 6912, 7003,
7050, 7140, 7280, 7300, 7344, 7350, 7392, 7424, 7467, 7485, 7520, 7560, 7569, 7797,
7840, 7938, 8100, 8103, 8112, 8131, 8165, 8256, 8284, 8323, 8580, 8640, 8736, 8820,
8901, 8950, 8960, 9000, 9170, 9216, 9240, 9291, 9464, 9568, 9747, 9800.

Tento vysledek dostaneme, uZijeme-li prace [3]. Tam se totiZ najdou téZ charakte-
ristické mnohogleny P(4) uvaZovanych grafi a také vZdy pfisluiné spektrum

A2 A2 A2 24,

Jak znamo, pro pravidelny graf G stupné r-tého na n uzlech plati

©) KG) =

S |-

(- 4)=2P0),

coZ umoZiiuje ur&it podet koster. Ze vzorce (2) je vid&t, Ze (pfi daném poctu uzli)
dostaneme dvojici souvislych kubickych grafi se stejnym podtem koster také tak,

Obr. 4

vezmeme-li dva grafy kospektralni. Pfitom — jak zndmo — dva neizomorfni grafy
se nazyvaji kospektrdlni, maji-li totéZ spektrum. V préci [3] autofi nalezli t¥i pary
kospektralnich kubickych grafii na 14 uzlech a to je tedy pro nas dalsi ilustrace.

D4 se olekavat, Ze u souvislych kubickych grafii s vétsim podtem uzlii lze najit
nejen dvojice se stejnym podtem koster, ale i trojice, &tvefice atd. Oznagme p(y, 2a)
podet viech kubickych grafi G na 2a uzlech, pro n&Z k(G) = y. Necht

p(2a) = max p(y,2a). -
) R

yeB2g
Je vidét, Ze p(6) = p(8) = p(10) = 1, p(12) = 2. Dali v&ta se d4 intuitivn tusit.

Viéta 1. lim p(2a) = co.

a0
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Dikaz. Nechf a je pfirozené &islo =9; poloZme

a-—1
- m =
]
a sestrojme graf G,, na 4m + 12 uzlech, jak ukazuje obr. 4. Konstruujme nyni G¢”
(i =1,2,..., m)takto: Pfi a lichém (resp. sudém) nahradme v G,, podgraf oznaeny

Obr. 5

C,; podgrafem, jen¥ je v obr. 5 znézornén vlevo (resp. vpravo). Pak G je souvisly
kubicky graf na 2a uzlech, o némZ plati?)

) K(GP) = 2112.30°. 1121 7% 8"~

-eeif]

Vztah (3) plati pro m hodnot parametru i, takZe p(2a) = m. Odtud uZ plyne
tvrzeni. '

Od kubickych grafi se stejnym podtem uzld, jeZ maji i stejny poet koster, miZeme
pfejit k takovym, jejichZ hodnoty k(G) se od sebe jen malo lisi. Tak na obr. 6 mame
dva kubické grafy, kazdy na deseti uzlech. Graf vlevo md 1599 koster, vpravo 1600

Obr. 6

2y Platnost vztahu (3) si ov&fme, kdyZ si uvédomime, ¥e graf 'z obr. 4 mé 24.8™. 88 koster,
kdeZto podgraf vlevo resp. vpravo v obr. 5§ ma 30 resp. 112 koster.
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koster. Pfia = 3 poloZme

(4) B(zi) = {Yb Y25 Y35 o-0s ys} s

kde

V1 <Y2<)Y3s<...<Y)s,
a v§imnéme si funkce

£(a) = min (3 = y1-1)

(minimum uvaZovéno pfes i = 2, 3, ..., s). Plati napf. f(3) = 6, f(4) = 8, f(5) = 1,
16) = 3

Véta 2. f(a) < 2a proa =3,4,5, ...
Dikaz. Pro Mébiustv Zebtik M,, jsme ve [14] nalezli

a
k(M,,) = 5((2 +3)+(2 -3 +2),
kdeZto N. BIGGs uvadi, Ze graf a-bokého hranolu H,, mi
a
WH:) = 5 (@ + 3+ @ = V3 - 2)

(nepublikovéno). Odtud uZ plyne poZadovany odhad. Konec dikazu.
Pi daném celém &isle a pfijméme oznaceni (4) a poloZme

s
Y1

92 =
Je vidét, Ze
ge = 1,08, gg = 1,5313, g0 = 34722, gy, = 4,6402.

D4 se olekavat, Ze pfi vzristajicich hodnotdch a vzristd nade vSechny meze téZ
42, To plyne tfeba z diikazu vé&ty 3 v praci [13]. Z ni 1ze odvodit existenci konstant
¢y, ¢, tak, Ze pro v§echna dostate¢né velkd a je

clgqa=cia+cy, ¢4 >0.

V dali v&t& upozortiujeme jest€ na jiny typ kubického grafu, u néhoZ lze polet
koster vyjadfit jednoduchym vzorcem. Vétu uvadime bez ditkazu.

Véta 3. Pocet koster grafu z obr. 7 (kden = 0,1,2,...) je

@+ -2 -V,

32

NE
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Nyni k jiné problematice. V pracech [16] a [17] jsme se zabyvali otdzkou, zda G
je jednozna&né rekonstruovatelny ze viech svych koster. Pfitom G byl kone&ny (nebo
nekoneény) soumvisly neorientovany graf bez smy&ek a ndsobnych hran. Pfesnd
definice rekonstruovatelnosti je zcela obdobna jako u zndmé rekonstrukéni domnénky

.......

Obr. 7

Kellyho a Ulama (viz o ni napf. pfehledny &lanek [1]). Je-li G jednozna&n& rekon-
struovatelny ze vSech svych koster, fekneme stru¢ng, Ze je to JRK-graf.?) Vime uZ,
Ze ptiklady JRK-grafli jsou strom, kruZnice, Uplny graf, grafy ,,skoro upIné*, uplny
sudy graf typu (2,m) (m =1,2,3,...) a kolo W, (n = 3,4, 5, ...). Déle jsme se-
strojili pfiklad dvou neizomorfnich grafi, kaZdy na deviti uzlech, jeZ maji vzhledem
k izomorfismu stejnou soustavu koster a nejsou proto JRK. Podobny pfiklad jsme
sestrojili i pro grafy nekone&né. R. D. BoyLE [2] uvadi, Ze kazdy tdplny sudy graf
{m, n) je také JRK.

B. ZELINKA [21] popsal ty grafy, jejichZ viechny kostry jsou navzdjem izomorfni
a ke stejnému vysledku nezdvisle dospivaji [5] a [6] (viz téZ [19], str. 50). B. L.
HARTNELL [9] pak charakterizoval grafy, jejichZ kostry se rozpadaji vzhledem k izo-
morfismu do dvou tfid. Pozndmku, Ze lze studovat grafy, jeZ maji pravé g typt
koster, nachdzime v zav&ru price L. Friesse [6] a vénuje se ji B. L. HARTNELL [8].
Ten spolu s E. R. MEYEREM [10] popsal rovnéZ grafy s jednou kruZnici majici pravé
tfi typy koster.

Z [21] piejimdme n&kolik oznaleni. Necht k je liché pfirozené &islo (k = 3),
necht T je strom a a jeho uzel. Grafem G (k, T, a) rozumime graf sestrojeny takto:
Nechf K je kruZnice délky k, jejiz uzly jsou uy, us, ..., . Nechf Ty, T, ..., T} jsou
stromy vesmé&s izomorfni s T'a nechf a; je uzel stromu T, jenZ v izomorfismu odpovida
uzlu a stromu T. ZtotoZn&nim a;, u; pro kazdé i dostavame G(k, T, a). Tiidu viech
moZnych G(k, T, a) oznagime ;.

Dale necht k je sudé pfirozené &islo (k = 4), necht T”, T” jsou stromy, necht a’
(resp. a”) je uzel stromu T (resp. T”). Nechf kruZnice K délky k m4 uzly uy, U3, ...,
Pro kaZdé liché i (1 £ i < k) budiZ T; strom“), T, = T’, pro kazdé sudé i budiz T,

3) V predchézejicich pracech jsme uZili anglické zkratky URST-graph (Uniquely Recon

structable from all its Spanning Trees).
4) Pifeme G; & G,, jsou-li G, G, izomorfni.
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také strom, T; = T". Pro liché (resp. sudé) i necht a, je uzel stromu T; odpovidajici
v izomorfismu uzlu a’ (resp. a”) stromu T’ (resp. T”). ZtotoZn&nim a,, u,; pro kazdé i
dostaneme graf, jejZ oznatime G(k, T’, a’, T", a”). T¥ida vSech moZnych G(k, T', a’
T, a") budiz ©,.

V [5], [6] a [21] je ukdzéno, Ze nutnou a postadujici podminkou, aby G mél
viechny kostry spolu izomorfni, je, aby G byl bud strom nebo G € &, nebo G € G,.
V lemmatu 7 prace [21] je implicitné obsaZeno, Ze viechny grafy z &, U 6, jsou
JRK. V ptistim ptikladé popiSeme, jak od koster n&jakého G € (6, U B,) dospét
ke grafu G.

P¥iklad 1. Rekonstrukce grafu G € (6, U 6,).

Postup. Necht S je kostra grafu G a necht P je jeji prim&rova cesta (tj. nejdelsi
cesta, jeZ se dd v S sestrojit). Graf G sestrojime takto:

a) Je-li k liché, k = 2m + 1, pak G € G,. Ozname a* prostfedni uzel cesty P
a postupme od a* po P na kaZdou stranu o m hran. DosaZené uzly !a, 2a spojime
(jsou ureny jednozna¢ng) a tim dostavame G.

b) Je-li k sudé, k = 2m, pak G € ®,. Je-li délka cesty P liché &islo, vyhleddme na P
prostfedni hranu a od ni na P odmé¥ime jednim i druhym smérem vidy m — 1 hran.
DosaZené uzly spojime (jednozna&nost); tim je G sestrojen. Mé-li P sudou délku,
vyhleddme na P prostfedni uzel a postoupime po P na kaZdou stranu o m — 1 hran.
Ziskéme tak uzly a4, a4, pfitemz’)

1 + st (al, S) = st (ak_l, S)

aZ na volbu oznadeni uzlii a;. Necht a; (a tedy téz a, - 1) odpovida uzlu a’. Sestrojime
T, a postupné konstruujeme hrany stromu T;_, (Tk_ 1 = Ty = T'). Tato konstrukce
nemusi byt jednoznaénd. Sestrojime-li cely strom 7T, _-;, zbyv4 jedind hrana a,_,a,
nepatfici ani do Tj_,, ani do P. Spojenim a,, a, vznikne G. Uzel g, neni na S uréen
jednoznaéné, ale G vzhledem k izomorfismu je jednoznaény. Rekonstrukce je hotova.

Nyni se pokusme pfevést problematiku JRK-grafii na grafy orientované. Misto
souvislych grafi je pfirozené uvaZovat grafy siln€ souvislé bez smylek. Kterym
pojmem mame nahradit kostru souvislého grafu? Vzpometime na to, co jsme v [4]
nazvali W-stromem a téZ na to, ¢emu jsme ve vztahu k danému orientovanému grafu
fikali W-bize. W-strom je orientovany graf s Jedmym pramenem, ktery se ,,pH
zanedb4ni* onentace stane stromem. 6) W-baz[ grafu G rozumime graf H, jenZ je
podgrafem v G, obsahuje viechny uzly grafu G aka¥da jeho komponenta je W-strom.
Pro u&ely tohoto &lanku budeme souvislou W-bazi nazyvat W-kostra.

Snadno sestrojime riizné t¥idy siln& souvislych grafii bez smycek, jeZ jsou jedno-
znaén¥ rekonstruovatelné ze viech svych W-koster. Stadi vyjit z (neorientovaného)

%) st(x, G) zna¥{ stupeii uzlu x v grafu G.
6) F. HARARY [7] uZiva ndzvu out-tree.
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JRK-grafu a kadou jeho hranu uv nahradit dvéma hranami uv, vu. N4§ p¥iklad
popsany v [16] ukazuje téZ, Ze existuji siln& souvislé grafy, jeZ nelze jednozna&n&
rekonstruovar z jejich W-koster. Jiny pfiklad tohoto typu ukazuje obr. 8. Tu vidime
t¥i siln€ souvislé grafy, kazdy na &tyfech uzlech. Snadno se miZeme pfesvédiit, Ze
viechny tfi maji (vzhledem k izomorﬁsmu) stejnou soustavu W-koster.

Ym

Obr. 8

AR
N

Pfipad siln& souvislych grafii na nejvysSe dvou uzlech je trividlni. Na tfech uzlech
existuje pét silné souvislych grafit bez smyZek’) a snadno se d4 ukazat, Ze vSechny
jsou jednoznaéné rekonstruovatelné ze svych W-koster. Jak je to s grafy o vétsim
poctu uzlt?

Véta 4. Ke kaZdému prirozenému Cislu n = 4 existuje silné souvisly graf na n
uzlech, bez smycek a takovy, Ze neni jednoznacéné rekonstruovatelny ze vsech svych
W-koster.

Dikaz. Sestrojime dva siln€ souvislé grafy
G,=[u,r], i=1,2,

kaZzdy na n uzlech a majici vzhledem k izomorfismu stejnou soustavu W-Koster.
Staéi polozit
U = {ul’ U, u3’ LERTY un}

a zobrazeni I'; definovat takto:
rl(uj) ={uj+l}’ j=1’2’3""9n—2’

Fl(un—l) = {ul’,un} 4

7) Upozortiuji na rozpor ve tiech literarnich pramenech. Podle tabulky uvedené na str. 162
v kniZce [20] existuje na &tyfech uzlech celkem 90 siln& souvislych grafti bez smy&ek. V knize [22]
se na str. 256 uvadi, Ze jich je 83. Probirdme-li kone¥n& tabulku viech orientovanych graft bez
smy&ek na &tyfech uzlech, jeZ je uvedena v dodatku ke knize [7], zjistime, Ze jen 81 z nich je
silné€ souvislych. Posledné zminénd tabulka m4 viak zavadu i v tom, Ze grafy 18 a 22 s osmi
hranami jsou zfejmé& izomorfnf.
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Iy(u,) = {un-2};

Iyu) ={u), j=1,23,...,n-3,
Iy(un-2) = {ttn-1, tn} ,

F2(”n—1) = {uy, ty-2},

FZ(“n) = {“n—z} .

MiZeme se presvédlit, Ze pofet W-koster kazdého z grafi 61, Gyjen+1aize
se W-kostry daji sefadit tak, Ze jsou po dvou izomorfni. Tim diikaz konéi.
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Summary

MORE ON SPANNING TREES OF CONNECTED GRAPHS

Jikf SEDLACEK, Praha

If G is a finite undirected graph without loops and multiple edges denote by k(G)
the number of all its spanning trees. In [13] we defined B{" to be the set of all positive
integers y for which there exists a regular graph G of degree t on n vertices with
k(G) = y. In the present paper the set B{? is determined in detail (see p. 77). If
N(n) is the number of all connected cubic graphs on n vertices it is obvious that

1) |BS| £ N(2a).

From [3] one can conclude that in (1) the equality holds for a = 2, 3, 4, and 5.
On the other hand we have

|B| = 82, N(12) = 85.
Fig. 1 shows two cubic graphs G,, G, on 12 vertices with
k(G,) = k(G,) = 7280,
in Fig. 2 we have Gy, G, with
KGs) = K(G,) = 8100,
and finally in Fig. 3 there are two graphs Gs, G with
k(Gs) = k(Gs) = 8640 .
Let p(y, 2a) be the number of all cubic graphs G on 2a vertices with k(G) = y. Put

p(2a) = max p(y, 2a).

y€B24(3)

It can be shown that p(6) = p(8) = p(10) = 1, p(12) = 2.

Theorem 1. lim p(24) =

a-* o
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In Fig. 6 we have two cubic graphs G,, G4 on 10 vertices each with
k(G;) = 1599, Kk(Gg) = 1600 .
This example leads us to the following observation: For a = 3 let us put

Bgl) = {yla Yas V35 eees ys}
where

Vi<V, <y3<...<Ys
and let

f(a) = min(y; = yiey), (i=23...9).
Theorem 2. For a = 3,4, 5, ... we have
f(a) < 2a.

Theorem 3. For the graph G illustrated by Fig. 7 we have
32 n+2 n+2
k(G)=:/—3((2+x/3)» -@2=43).

In [16] and [17] we were concerned with the reconstruction of a connected graph
from all its spannig trees. We proved that the complete bipartite graph <2, m) and
the wheels W, are Uniquely Reconstructible from their Spanning Trees (URST-
graphs). We also showed that the reconstruction is not always possible by giving
finite and infinite counterexamples. R. D. Boyle [2] shows that the complete bipartite
graph {m, n) is a URST-graph. In [5], [6], and [21] finite connected graphs G,
with isomorphic spanning trees are characterized. It can be seen that G, are URST-
graphs, too. Example 1 shows how to reconstruct G,. '

The last problem we are concerned with is that of reconstructing strong digraphs D
from their spanning out-trees. An out-tree is a digraph with a source having no
semicycles. Fig. 8 shows that D need not be uniquely reconstructible.

Theorem 4. If n is a positive integer, n = 4, then there exists a strong digraph
not being uniquely reconstructible from its spanning out-trees.
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