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&asopis pro péstovani matematiky, ro&. 107 (1982), Praha

O KUBICKYCH GRAFECH

Jiki SEDLACEK, Praha

(Doslo dne 4. ervna 1981)

Tento ¢ldnek navazuje na jeden vysledek z autorovy prédce [6] Pifedmétem uvahy
jsou i zde neorientované grafy G bez smy&ek a ndsobnych hran. Jsou-li G, H dané
grafy, pak G =~ H necht znamend, 7e G je izomorfni s H, zatimco G ~ H necht
znaci, Ze G je homeomorfni s H. Zépis K, resp. K, , md obvykly vyznam (uplny
graf resp. Gplny sudy graf ) a G znadi graf komplementdrni ke G. Pojmy, jeZ zde nejsou
definovdny, se najdou napf. v kniZce [7].

Necht G je graf a u jeho uzel aspofi 1. stupn&. Okolim N,(u, G) (nebo strutnd
N,y(u)) jsme v prdci [6] rozuméli podgraf grafu G indukovany na mnoZin& viech
uzld sousednich s u. Soustfedime zde pozornost na koneéné souvislé kubické grafy
a tfidu téchto grafii oznaéime K.

Dédme-li stranou graf K,, pak v kazdém souvislém kubickém grafu jsou okoli
trojiho typu: bud N,(u) = K, , nebo N,(u) = K; , nebo N;(u) = K;. Kazdému
grafu G € K s aspoii Sesti uzly jsme v préci [ 6] pfifadili trojici (x, y, z) celych nezépor-
nych &isel, pfiemz x, y, z znadi po fad€ polet uzll prvniho, druhého a tfetiho typu.
Rikdme stru¢né, Ze G je typu (x, y, z). Ve &ldnku [6] jsme charakterizovali, jakého
typu jsou grafy G € K. Pro grafy s malym poc¢tem uzl jsme typy podali vyétem a pak
jsme ukdzali, Ze pro grafy s aspoii deseti uzly plati tato jednoduchd véta:

Véta 1. Nechr n je sudé prirozené &islo, n = 10, a nechf (x, ¥, z) Jje trojice celych
nezdpornych Cisel. Potom existuje graf G € & na n uzlech, ktery je typu (x, y, z),
prdvé tehdy, existuji-li celd nezdpornd ¢isla r, s tak, Ze

1) x=2r, y=2r+3, z=n—4r — 3s.

V tomto &lanku vysledek ,,zjemnime* tim, Ze se budeme zajimat zvld$t o grafy
nerovinné a zvld3t o rovinné. Pro stru¢nost vyjadfovdni necht 9t (resp. R) je tfida
viech kone¢nych souvislych kubickych grafii, které jsou nerovinné (resp. rovinné).

V grafové literatufe se &asto vyskytuje pojem kontrakce (ne nutng kubického)
grafu G podle jeho podgrafu T (viz napf. [2], str. 28, contraction d’un ensemble,
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nebo [3], str. 7, contracting a subgraph to a vertex, nebo [5], str. 212 a 213, Kon-
traktion, Vergrobung eines Graphen). Kontrakci k(G, T) rozumime graf, ktery
vznikne z G tim, Ze podgraf T nahradime jedinym uzlem ¢ a spojime jej hranou se
viemi uzly grafu G nepatticimi do 7"a sousedicimi aspoii s jednim uzlem podgrafu T.
Zde budeme poii‘ebovat jen specidlni druh kontrakce k(G, T), kdy totiZ T je troj-
thelnik. Je ziejmé toto: Je-li G € K a je-li T jeho trojiihelnik, jehoZ vSechny t¥i uzly
jsou typu K, ,, pak k(G, T)e K.

Nechf G je graf a nechf t je jeho uzel 3. stupng; pak definujme graf k™ !(G, t) takto:
Vyhledejme ty tfi uzly wy, w,, w,, jeZ v G sousedi s t, nahradme uzel ¢ trojihelnikem T
a spojme po fad€ kaZdy uzel trojihelnika T s jednim z uzlh w,, w,, w;. Je vidét,
Ze pro G e 9N plati k™1(G, t) e M, kde ¢ je libovolny uzel grafu G. Obdobné tvrzeni
plati i pro tfidu R.

Posledni operace, kterou budeme potfebovat, je tato: Nechf h je hrana grafu G.
Ozna¢me (G, h) graf, jenZ vznikne z G tak, Ze hranu h (spolu s jejimi koncovymi

?

o Obr. 1.

uzly) nahradime podgrafem, jak to schematicky ukazuje obr. 1. Opét je vidét, Ze
G € N pro kaZdou hranu h grafu G implikuje (G, h) € N a podobné pro t¥idu R.

Véta 2. Necht n je sudé prirozené &islo, n 2 6, a necht (x, y, z) je trojice celych
nezdpornych éisel. Potom existuje graf G € M na n uzlech, ktery je typu (x, y, z),
prdvé tehdy, existuji-li celd nezdpornd &isla r, s tak, Ze plati (1) a soucasné

) 4r+2s<n—6.

Dukaz. I. Nechf G existuje. Pro n = 6 je G = K 5 a pfislu¥nd trojice (0, 0, 6)
vyhovuje podminkdm (1), (2). Pfi n = 8 mdme pro graf G dv& moZnosti, jimZ odpo-
vidaji trojice (0, 0, 8) a (0, 3, 5); i tyto trojice spliiuji podminky (1), (2). Necht tedy
n 2 10, n sudé. Z vty 1 vyplyvd, Ze x, y, z vyhovuji podmince (1). Ov&fme jestd
podminku (2). '

Necht

Qh QZ’ QBS s Qr (r ..2_ l)

jsou viechny ¢&tvefice uzl grafu G, na nichZ G indukuje podgraf izomorfni s K, — h,
kde h je hrana grafu K. Pi§me r = 0, neexistuje-li Zddn4 takovd &tvefice. Ddle necht
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Ay, A3y Ay 4 (s 2 1)

jsou viechny trojice uzll grafu G, na nichZ G indukuje trojuhelnik, pfiCemZ pfir = 0
neni 4; = Q; pro Z4dné dva indexy i, j. (VSechny uzly z trojice 4, jsou tedy typu
K, ,.) Opét pidme s = 0, neexistuje-li Zddnd takovd trojice 4;. Pfi r + 0 poloZme

r
2=09;.
i=1
Z grafu G sestrojime novy graf G’ takto:

a) Je-li r = s = 0, pak necht G’ = G.

b) Je-li r + 0, s = 0, mohou pro jednotlivé &tvefice Q; nastat tfi pfipady, jez
zachycuje obr. 2. Sestrojme graf G* = G — Q, pfi¢emZ v pfipadé, Ze v G existuji
té% &tvefice Q, typu B), dopliime G* jestE vidy hranou pg. Tak necht vznikne G'.

Obr. 2.

c) Pfir = 0, s + 0 sestrojme po fad€ kontrakce
iG=k("'G,T), j=12,...,s,

kde T; je trojihelnik grafu G indukovany na trojici uzli 4; a %G = G. D4 se ukdzat,
e 5G nezdvisi na pofadi, v némZ kontrakce provddime. PoloZme G’ = °G.

d) Prir # 0, s # 0 provedme nejprve konstrukci popsanou pod b) a pak konstruk-
ci popsanou pod c). Tim necht vznikne graf G'.

Ovéiime, Ze ve viech pfipadech G’ je nerovinny. Pro a) je to jasné, pro ostatni pfi-
pady si smluvime toto oznaleni:

Necht G; ~ K3 5 je podgraf grafu G, jehoZ existence plyne z nerovinnosti*) podle
Kuratowského véty. Oznatme uy resp. vi (k = 1,2,3) uzly grafu K, 3, jeZ jsou
1. resp. 2. t¥idy, a necht u, resp. v, jsou uzly grafu G, jeZ jim odpovidaji v homeomor-

*) Rovinnost (resp. nerovinnost) kubického grafu byla neddvno zkoumdna i z jiného hlediska

(viz [4)).
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fismu. Necht c(u,, v;) je cesta v G, spojujici uzly u,, v, a kone¢n& polozme
U = {ula Uy, Us, Vg, U3, 03} .

V piipadé b) sestrojime v grafu G’ podgraf G, ~ K 3 takto: Nejprve si uvédo-
mime, Ze |Q N U| = 0 a Ze Z4dné dv& riizné**) cesty c(uy, v;), c(uys, v;+) nemohou mit
s tymZ Q; neprdzdny prinik. Je-li Q, typu «), nemd (i, v,) s Q; Zddny spoleny
uzel. Je-li Q; tvaru B) nebo y) a neni-li Q; s c(u,, v;) disjunktni, upravime kazdou
cestu c(uy, v;) tak, Ze vynechdme &dst mezi p a g a novou cestu (leZici v G') vedeme
pres hranu pq. Po viech téchto Gipravdch vznikne z G, graf G, a G’ je tedy nerovinny.

V pfipadé c) je zifejmée IA in UI < 1 pro kaZdé j. Maji-li dv& riizné cesty c(u,, v,),
(s, Uys) s tymZ 4, grafu G neprazdny priinik, pak (po eventudlni zm&n& oznadeni)
musi byt

Uy = Ugs, UEA;.

Existuji-li indexy j, pro n&z |4; n U| = 1, miZeme predpoklddat, Ze jsou to &isla
1,2,..., 5o a sestrojime kontrakci *G. V grafu G, se pfi zméné G v graf *°G zméni
n&které (ptipadn& viechny) uzly z mnoZiny U a z G, vznikne opé&t graf homeomorfni
s K3, 3. Daldi kontrakce odpovidajici indextim s, + 1, so + 2, ..., s ponechdvaji uz
na kaZdé cests c(uy, v,) beze zmény pocdteéni a koncovy uzel a zkrati ji vZdy o Zddnou,
o0 jednu nebo dv& hrany. Vlastnost ,,byt cestou* se viak neporusi. Celkem tak z G,
ziskdme G, ~ Kj 3.

Kone&nd v ptipadé d) projdeme nejprve postupem popsanym pod b) a pak postu-
pem popsanym pod c), &imz G mcdifikujeme na G’ a G; na G, ~ Kj s.

Graf G'. md o 4r + 2s uzli méné neZ graf G a z nerovinnosti plyne, Ze md aspon
Sest uzlii. Z toho uZ vychdzi vztah (2).

II. Necht obrdcené je dédna trojice (x, y, z) spliiujici podminky (1), (2). Existenci
grafu G € ¢ na n uzlech dokdZeme matematickou indukci podle n. Pro n = 6 pfi-
chdzi v uvahu jen trojice (0, 0, 6) a pro n = 8 dv& trojice (0, 0, 8) a (0, 3, 5). Pohled
do tabulky v prdci [1] nds pfesvédei, Ze kaZdd z t¥chto tii trojic se dd realizovat
grafem G € M na Sesti resp. osmi uzlech. Necht n je sudé, n = 6, a nechf se kazdd
piipustnd trojice se soutem n nebo n + 2 dd realizovat grafem G e N. Budiz
(05 Yo» zo) PHipustnd trojice se souttem n + 4.

Je-li xo < yo, pak (xo, ¥o — 3, zo + 1) je pFipustnd trojice se soudtem n + 2
a d4 se tedy poklddat za typ n&jakého grafu G’ € it na n + 2 uzlech. Aspoti jeden
jeho uzel t je typu K;. Graf G® = k~!(G'"), f) md o tfi uzly typu K, , vice a 0 jeden
uzel typu K5 mén& neZ graf G*). Graf G® na n + 4 uzlech je tedy typu (xo, Yo Zo)
a patfi do N. ‘

Jelixg = yo > 0,pak (xo — 2,y — 2, zo) je zfejm& piipustnd trojice pro soudet n
a miiZeme ji tedy poklddat za typ jistého grafu G e 9t na n uzlech. V G® Ize zfejmé
zvolit hranu h neleZici v trojuhelniku. Graf w(G®, h) je na n + 4 uzlech, je typu

(0 ¥0» 2o) @ pati do N.

*#+) Zarizné tu nepoklédé}ne dvé& cesty, jeZ se li8i jen orientaci.
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Je-li konedng x, = y, = 0, pak uvaZovanou trojici realizujeme napf. Mobiusovym
Zebfikem M, 4 (viz [7], str. 118). Tim dikaz kon&i.

Obratme se nyni ke grafiim na n uzlech, jeZ patti do R. Pro n = 6 existuje jediny
a ten je typu (0, 6, 0), pro n = 8 jsou tfi a ty jsou po fad¥ typi (0,0, 8), (0,6, 2)
a (4, 4,0) a pro n = 10 je takovych grafti devét a maji typy

(0,0, 10), (0, 3,7), (0, 6,4), (0,9, 1), (2,5,3), (2,8,0), (4, 4,2),

pfiemZ prvnimu a tfetimu typu odpovidaji dva grafy ze tftidy R. Pro n = 10 tedy
chybi trojice (2,2, 6), abychom mohli fici, Ze viechny typy spliiuji podminku (1).
Teprve pro n = 12 mdme tuto piehlednou vétu:

Véta 3. Nech? n je sudé pFirozené Cislo, n 2 12, a necht (x, y, z) je trojice celych
nezdpornych Cisel. Potom existuje graf G € R na n uzlech, ktery je typu (x, y, z),
pravé tehdy, existuji-li celd nezdpornd disla r, s tak, Ze plati (1)

Diikaz. Vzhledem k vété 1 stadi dokaizét, Ze kazdd trojice (x, y, z) se souctem n
spliiujici podminku (1) je typem n&jakého grafu na n uzlech patficiho do R. To
dokdZeme matematickou indukci podle n. Pro n = 12 jsou pfipustné trojice

(0,0, 12), (0, 3,9), (0, 6, 6), (0,9, 3), (0,12,0), (2,2,8), (2,5,5),
(2,8,2), (4,4,4), (4,7, 1), (6,6,0)
a lze je realizovat po fad& napt. grafy, jejichZ o&islovdni ve shod& s praci [1] jé
66, 38, 11, 12, 14, 25, 2, 3, 5, 1, 22.

Podobné se piesvédéime, Ze se pro n = 14 viechny pfipustné trojice daji poklddat
za typ né&jakého grafu ze t¥idy R.

Necht n je pfirozené a sudé, n = 12, a necht kaZdou pfipustnou trojici (x, ¥y, z)
se soutem n nebo n + 2 miZeme poklddat za typ vhodného grafu ze tf¥idy R.
Oznadme (xo, Yo, Zo) PEipustnou trojici se souttem n + 4.

Je-li xo < yo, pak tivaha o trojici (xo, Yo — 3, Zo + 1) nds obdobn& jako v ditkaze
véty 2 vede ke grafu G e R na n + 2 uzlech. BudiZ t uzel grafu G a nechf ¢
je typu K;. Graf k™1(G™, t) md n + 4 uzly, je typu (xo, Yo, zo) a patii do R.

Je-li xo = yo > 0, pak ndm zase pomiZe trojice (xo — 2, yo — 2, 2,). Graf, jehoZ
je tato trojice typem, upravime zase operaci w a sestrojime tak potfebnou realizaci
trojice (xo, Yo Zo) grafem ze tfidy R.

Konectné pfipad xo, = y, = 0 lze realizovat grafem m-bokého hranolu pro m =
= 4(n + 4). Konec dikazu.
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Summary

‘ ON CUBIC GRAPHS
Jiki SEDLACEK, Praha

The neighborhood of a vertex u in a graph G is understood to be the subgraph
Ni(u, G) of G induced by all vertices adjacent to u. Let & be the class of all finite
connected cubic graphs with more then four vertices each. If G e & then N 1(u, G)
is isomorphic either to K, , or to K, , or to K;. Construct the triple (x, y, z), where
X, ¥, and z are the numbers of vertices of the first type, of the second type, and of the
third type, respectively. The triple (x, y, z) is called the type of G. In [6] the types of
all graphs from K were characterized.

Let 9t be the class consisting of all nonplanar graphs from K. In the present note
the following two results are obtained:

A) Let n be an even integer,n 2 6. Let (X, y, z) be a triple of nonnegative integers.
Then there exists a graph G € N on n vertices which is of type (x, y, z) if and only
if there exist nonnegative integers r, s satisfying

1) x=2r, y=2r+3s, z=n—4r —3s

and simultaneously »
r +2s<n—6.

B) Let n be an even integer, n 2 12. Let (x, y, z) be a triple of nonnegative in-
tegers. Then there exists a graph G e & — N on n vertices which is of type (x, y, z)
if and only if there exist nonnegative integers r, s fulfilling (1).
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