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1961 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS.
FACULTAS RERUM NATURALIUM TOM 7.

Katedra algebry a geomstrie pfirodovédecké fakulty.
Vedouci: Prof. RNDr. Josef Metelka.

GRUPOIDY A GRUPY S OPERATORY.

LADISLAV SEDLACEK
(Doslo 11. fijna 1960)

Uvod

Ve své pram vychdzim z knihy Otakara Bortvky ,,Uvod od theorie grup®.
ProtoZe v této monografii j jsou vlastnosti grup studoviny na zikladé grupoida
v $ir§im smyslu, a tedy pojeti je od )mych podobnych spist odli§né, proto se
také mO]e prace 1i3i se od jinych praci, jeZ se tykaji tohoto thematu, a to hlavné
v prvni poloviné.

Nejdiive jsou studoviny mnoZiny s operétory a prlpustne rozklady v techto
mnoZinich. Pak se pfechazi k pojmu grupoidu s operitory a k pfipustnému
faktoroidu v tomto grupoidu. Konecné jsou zkoumany vlastnosti grup a fakto-
rovych grup s operatory.

PonévadZz vychazim ze zminéné knihy, pouZivim také — aZ na nepatrné vy-

jimky — ndzva a oznadeni tak, jak jsou uvedeny v této knize. Odvolini na zmi-
nénou knihu oznacuji napfiklad takto:
B,8.1.2./72, coZ znamena: odstavec 8.1.2, str. 72 zminéné knihy, vydani z r. 1952.
Véty oznacuji velkym pismenem V, takZe V1/II znamend vétu 1 z kapitoly I
Definice znac¢im velkym D. Definice, disledky, pozndmky a umluvy jsou &islo-
vany analogicky jake véty. Véty, definice, dusledky, poznimky a umluvy jsou
Cislovany jen tehdy, nejsou-li uvedeny v citované knize nebo jsou-li pro dalsi
vyklad zdsadni duleZitosti a nejsou v ostatni literatufe béZné.

Ve své prici uZivim nékterych symbolli a ndzvii podle knihy ,,Grundlagen
der Gruppoid — und Gruppentheorie od tého? autora (vyd. r. 1960), jeZ se
lidi od symbolu a nazvu, )ei jsou uzivany v c1tovane kmze (vyd. r. 1952). Tak
pro souet mnoZn uZivim symbolu ,,U* misto ,V*, pro soucet systému
mnozin symbolu U mlsto ,,Z“ a pro prunik systému mnoZzin uZivim symbolu
»N*“ misto symbolu ,,7%. Misto ,jednotka® grupoidu fikim ,jednotkovy
prvek grupoidu.
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I. MNOZINY A OPERATORY

§ 1. Zakladni pojmy a vity

Mnosiny budeme znalit velkymi latinskymi pismeny A, B, C,.. ., jejich
prvky malymi latinskymi pismeny a, b, c,. ... Jestlize prvky dané mnoZiny jsou
opét mnoziny, pak mluvime o systému mnoZin. 4 = B znamend rovnost dvou
mnozin, A4 C B znadi, Z¢ 4 je podmnoZinou v B nebo Ze B je nadmnoZinou na A.
Je-li prvek @ z mnoZiny B, znalime to @ € B, neni-li @ prvkem mnoZiny B,
piSeme a e B.

Souctem mnoZiny A a mnoZiny B rozumime mnoZinu viech prvki, které patfi
do mnoZiny A nebo B a znaime jej symbolem 4 U B. Souctem libovolného
systému mnozin 4 rozumime mnoZinu viech prvkd, které patii aspoii do jedné
z mnozin, které jsou prvky systému A a oznalujeme jej zpravidla symbolem sA.
Jeslize jsme prvky systému A oznalili pismeny Gy, @y, dy, - - -, tj. jestlize 4 =
= {d, dy, dy, . « .} » 0Znalujeme soudet systému A symbolem @, Ud,Ud,U ...
nebo struénéji U 4.

Prinik_dvou mnoZin A, B znatime A n B. Prunik libovolného systému
mnozin A znadime pA. V ptipadé, Ze jsme oznadili prvky systému A pismeny
@y, dyy A - - . » znalime jeho pranik @ n dy n d; n . . . nebo struénji N 4.

D 1/I: Budiz déna neprdzdnd mnoZina 4 = {a,b,c, ...} a neprdzdnd mno-
Zina Q = {«, f§, 9, ...} jistych symbold, jeZ budeme znacit malymi feckymi
pismeny. Jestlize kazdé uspofddané dvojici (a, @), a € 4, « € 2, je pifitadén
urity prvek b z mnoZiny A, coZ zapisujeme symbolem

(L,1) ae=1b,

pak fikime, Ze mnoZina £ je oborem operdtori pro mnozinu A nebo Ze A je mno-
zifa s oborem operatorti £2, a znadime to symbolem A/Q2. Prvky z £ nazyvime
operdtory. Ptifazeni prvku b uspofddané dvojici (a,«) nazyvame operaci, ax
nazyvame operdtorovym soucinema operaci pti tomto zpusobu zipisu nazyvame
operdtorovym ndsobenim.

Ponévad? v (1,1) stoji operdtor « vpravo, nazyvime tento piesnéji pravy
operator. Analogicky se zavadi pojem levého operatoru. Je ziejmé, Ze vSechny
véty platici pro pravé operatory jsou také spravné pro levé operatory. V daliim
budeme uvaZovat jen pravé operdtory. Z nasi definice D 1/I je ziejmé, Ze uZiti
operatoru o ¢ 2 na prvky z A definuje zobrazeni mnoziny 4 do sebe. Dvéma
riznym operatorim «, fi € 2 odpovidd totéZz zobrazeni do sebe, jestlize plati
ac = aff pro kazdé a € 4.

Umluva 1/I: Viude v daldim pfedpokliddme, %e uvaZované mmnoZiny a
obory operdtorit nejsou prazdné.

D 2/I: Operétor ¢ z 2 nazyvime identickym operdtorem pro mnoZinu A,
je-li vzdy

2,1) ac = a
prokazdéa € 4.

Ztejmé se muZe v 2 vyskytnout vice identickych operétor.

Umluva 2/I: KdyZ @ je obor operitori pro mnoZinu A a B ¢ A, B # 0,
pak mnoZinu viech operdtorovych souéinG aw, kde a ¢ B, « ¢ £, oznaCime
symbolem BQ.
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Pozn. 1/I: Zfejmé pak plati BQ ¢ AR, a ponévadz AR < A, je také BQ c A.
Jestlize plati vztah 4Q c A, pak také A{«} c A pro kazdé « « 2 a obricend.
Misto A {e} piSeme struénéji Ao.

D3/I: Neprazdnd podmnoZina B mnoZiny A/Q se nazyva piipustnou pod-
mnoZinou pro obor operatort £2, kdyZz plati

(3,1) bo € B pro kazdé b €« B a kazdé « € 2, tj. kdyZ
(3,1) BQcB.

Pozn. 2/I: Na pfipustnou podmnoZinu B dané mnoZiny 4 s oborem ope-
ratort 2 se tedy muzeme divat jako na mnoZinu s timZ oborem operatord £,
tj. B/Q.

Umluva 3/I: Mluvime-li o pfipustnych podmnoZinich, pak to znamend,
pokud neni fe¢eno jinak, Ze jde o neprdzdné ptipustné podmnoZiny jedné a téze
mnoZiny s danym oborem operatora Q.

V 1/I: a) Soucet libovolného neprizdného systému pfipustnych podmnoZin
je pfipustnd podmnoZina.

b) Pro operatorové nisobeni vzhledem k neprizdnému soutu neprazdnych
podmnozin mnoziny B/f2 plati zdkon distributivni, tj.

(@U@ Ua,U..)a=agaVUduUdsaV... pro kazdé « « Q.

Dikaz: Necht 4 je neprézdny systém piipustnych podmnoZin mnoZiny
BJQ, tj. necht plati g € a;, ;< B, 1= 1,2,3,... a pro kazdé ae 2. Necht
sd = a,U a,U d, U .... ProtoZe kazdy prvek a e s4 patfi do nékteré z pii-
pustnych podmnoZin, tfeba do @;, pak pro kazdy operdtor « e plati ax ¢ 4o € a;,
 a tedy také ax e sd, tj. (sA)x C s4 pro kazdé « € 2, a s4 je ptipustnd pod-
mnozina.

b) Kazdy prvek ax « (sd)« patii alespofi do jedné z podmnoZin d;x, nebot
a patfi aspoii do jedné podmnoZiny g, tj. plati

4,1) (@;Ua,UaVU ..)a CgaVUdaUdaV...
pro kazdé o € 2. UvaZujme nyni prvek a, eqaUdyzU.... Pak prvek a,
patii aspofi do jedné z uvedenych podmnoZin, napf. do @;x. PodmnoZina a;«
je tvofena viemi prvky ax, kde @ € d;, @; C sd, a tedy v 4, existuje aspoti jeden
prvek a tak, ¥e a, = ao, tj. ax e (sd)a. Plati tedy

5,1) (@,Vd,Va;u...)a> GaUd,eUdgeU. ..
pro kazdé o € Q. Pak (4,1) a (5,1) davaji vztah

Vo (6,1) (4,UdUdU.. ) e =dgaUduUdaU...,
pro kazdé o ¢ 2. Podle umluvy 2/I miZeme tedy psat
(@VUd,Ua,VU..)R0=aRuaRuan....

Umluva 4/1: Cislice 1,2,3, . . . v ditkazu V 1/I a vSude jinde v praci, kde jsou
pouZivany jako indexy, slouZi jenom k oznaCeni ruznych prvki a nikterak to
neznamena, Ze by mnoZina, jejiz prvky maji za indexy Cislice, musela byt spo-
Cetnd.

V 2/I: Neprizdny pranik libovolného systému piipustnych podmnoZin je
piipustnd podmnoZina.

Dikaz: Necht 4 je peprizdny systém piipustnych podmnoZin d,, dy, dy,. . -
mnoZiny B/, tj. necht plati

(7,1) d;.o c d, pro kazdé d; ¢ A a kazdé « « Q.



Oznatme P=a,nd,ndsn..., pak Pax= (@, ndn...)x. Kazdy prvek
a e P patfi soulasné do viech podmnoZin @, ds dj ... daného systému A.
Podle predpokladu alespoil jeden takovy prvek existuje. Pak podle (7,1) patii
prvek ao soudasné do viech podmnozin d;x. Patii tedy ax ¢ Px do prinika
aoVUdyandyen ..., tj. plati

8,1) Pex=(d,nd@Nndsn..)x CEHIANAGENTEN . -

a tedy vzhledem k (7,1) je Px cP pro kaZdé « € Q. Je tedy P piipustna pod-
mnozina v B[Q.

Pak podle umluvy 2/1 maZeme psét
PQ = (@nd:ndn..)2Calna2nd;ln. ...

V. 3/I: Necht pfipustné podmnoZiny B, C mnoziny A/Q jsou incidentni
(disjunktni). Pak také podmnoZiny BR, C{, mnoziny AL jsou incidentni
(disjunktni).

Dikaz: Necht B, C jsou incidentni, tj. necht P = B n C # 0. Pak podle
V2/I BQnCQ2 > PQ # 0, nebot P= Bn C +# 0 je pfipustnd podmnoZina.
Jsou-li B, C disjunktni, tj. je-li Bn C = 0, pak tim spife BQ2n CR =0,
nebot B2 c B, CQ c C.

V 4/I: Nutni a postalujici podminka k tomu, aby neprdzdnd podmnoZina
B # G v mnoziné G/2 byla pfipustnd, je, aby B byla prinikem (aspoit) dvou
navzijem raznych pfipustnych podmnoZin 4, C mnoZiny G/2. i

Dikaz: Jsou-li 4, C pfipustné podmnoziny v G/f2, pak AnC = B je
pfipustnd podmnoZina podle V 2/L JestliZze B = A # G, pak stali poloZit
C = G a véta je dokdzana.

Pozn. 3/I: Ziejm¢é vSak podmnoZina nepfipustné podmnoZiny muZe byt
piipustnd. )

Piiklad : BudiZ G mnoZina vSech zbytkovych t¥id mod 32, tj. G = {0,1,2, . . .,
31} aobor operatorii {2 necht je mnoZina pfirozenych &isel 1, 2, 4, tj. 2 = {1,2,4}.
Operatorové ndsobeni necht je definovdno jako pfirozeny ndsobek zbytkové
tfidy, tj. pro

aeG,ael jear=axa=ata+...+a.

o -krate
Pak ptipustné podmnoZiny riizné od G jsou zfejmé¢ A4 = {0,4,8,...,28},
F = {08,16,24}, B = {0,16}. Je B= A C, resp. B == FnC,C = B. Pod-
mnozina D = {0,1,3, ..., 29,31} je nepfipustnd, ale E = {0}, jeZ je podmno-
Zinou v D, je pfipustna.

§ 2. P¥ipustné rozklady

Umluva 5/I: Necht G znadi viude neprazdnou mnoinu.

D 4/1: Rozkladem A v mno%iné¢ G rozumime kazdy neprizdny systém ne-
prazdaych podmnoZin v G, z nich? kazdé dvé jsou disjunktni. KdyZ rozklad 4
je takovy, %e kazdy prvek z G je v nékterém prvku rozkladu 4, pak fikime, Ze
A je rozklad na mnoZiné G, nebo %e pokryva mnoZinu G nebo Ze je rozkladem
mnoZiny G. '
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D 5/I: Necht 4 je rozklad v (na) mnoZiné G/£2. Necht kazdy prvek a rozkladu
m4 tu vlastnost, Ze pro kazdé libovolné (pevné) « € 2 plati

(1,2) ducb,

kde b € 4, tj. ax b pro kaidé a ed. Piifadime-li ka?dé uspofadané dvojici
(@), @ € A, x « Qonen prvek b ¢ A, pro n&j% plati (1,2), pak tikime, 2e 4 je
pripustny rozklad v (na) mnoziné G/Q. To, e prvku ¢ je operaci piifazen prvek
b piSeme
(2,2) a* o= b (tetka nahofe).

Pozn. 4/I: a) Ve vzorci (2,2) pfi operdtorovém nésobeni piSeme mezi @ a «
te¢ku nahote, abychom naznatili, Ze @ uvaZujeme jako prvek rozkladu A4 a ni-
koliv jako podmnoZinu v G. Pak totiz plati podle (1,2) jen d@a c b.

b) Je-li A ptipustny rozklad v (na) G/, pak zfejm& m4 rozklad 4 mnoZinu 2
za obor operitorii, co? pieme A/Q. Symbolem A« oznaluji analogicky jako
v umluvé 2/I a pozn. 1/1 mnoZinu viech soulint @ * o, d@ ¢ 4, « « 2, podobné
AQ. Plati tedy vidy Ae ¢ A, AQ c A. Ptitom je zfejmé A« rozklad v G/Q
pro kazdé « € Q.

c) Soucet s4 systému 4 je zfejmé piipustnd podmnozina v G/f2 vzhledem
k (1,2), tj. (sA)ex c¢ s pro kazdé o « Q.

" d) Je-li 4 rozklad v (na) mno%iné G/Q a je-li kazdy prvek @ rozkladu 4
piipustnd podmnozina v G, pak zfejmé A je pfipustny rozklad v (na) G a kazdy

_ operitor z £ je identicky. Plati totiZ 4 « = @ pro kazdé d « 4 a kazdé o « Q,
nebot podle pfedpokladu je vzdy do c 4.

Dilezitymi rozklady na mnoZiné G jsou oba tzv. krajni rozklady mnoZiny G.
Nejvétsi rozklad mnoZiny G, ktery oznaCujeme G o Se skldd4 z jediného prvkuG.
Nejmensi rozklad, Gins j€ systém viech mnozin sklidajicich se vZdy z jednoho
prvku mnoziny G. Zfejmé je libovolny rozklad 4 v mno%iné G rozkladem na
mnoziné sA.

V 5/I: Necht G jemnozina s oborem operatorit £2. Pak nejvétsi rozklad Gpes
je pfipustny.

Dukaz: Rozklad G,,, obsahuje jediny prvek, a to celou mnozinu G. Po-
n&vad? Gx c G pro kazdé « ¢ Q podle predpokladu nadi véty, proto je Gz
piipustny rozklad na G podle D 5/1 a podle (2,2) je (Guaz)® * = Gpas PO
kazdé « € 2.

V 6/I: Necht G je mnoZina s oborem operatorti £2. Pak nejmensi rozklad Gin
mnoziny G je ptipustny a plati (Gy,)o = (G&)ym pro kazdé «- e Q.

Dukaz: Rozklad G,,;, obsahuje jako prvky jednotlivé prvky z G, tj. G,up = G-
Podle ptedpokladu naii véty je ax = b, a,b € G, a tedy G,, je podle D 5/I

ppustny rozklad (@ = a, b = b). Ponévad? G, = G, proto (G« = G

ProtoZe (G®)min j€ systém viech mnoZin sklédajicich se vzdy z jednoho prvku
mnoziny G, tj. (G%)yyn = Ga, proto plati (Gpyn) = (Go)pine

V 7/I: Necht A je ptipustny rozklad v G/Q. Pak 4 je pHpustny rozklad na
mnozing sA/Q. ‘
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Diikaz: Pfedné je A rozklad na s, jak bylo shora fedeno. Podle pozn. 4/I ¢)
je sA piipustnd podmnoZina v G, tj. s4 ma tyz obor operatort 2 jako rozklad 4.
Je tedy A piipustny rozklad na s4.

D 6/I: Necht 4 je rozklad a B podmno¥ina v G. MnoZina viech prvki
d e A incidentnich s B se nazyva obal podmnoziny B v rozkladu A4 a oznalujeme
jej symbolem B L A nebo 4 1 B.

Plati, ¢ B L A = 0 tehdy a jen tehdy, kdyzsd n B= 0. Je-li BL 4 # 0,
je B C A rozkladem v mnoZing-G (B,2.3.1./12).

V 8/I: Necht 4 je ptipustny rozklad a B piipustnd podmnoZina v mnozin&
G/2 a necht B C A neni prazdnid mnoZina. Pak obal B C A je pfipustny roz-
klad v G/2, tj. (B C A4)/Q.

Dikaz: Podle ptedpokladu véty je B L A = C neprazdny systém neprézd-
nych disjunktnich podmnoZin v G, a tedy rozklad v G. Prvky ¢ rozkladu C jsou
ty prvky rozkladu 4, které jsou incidentni s B, tj. prokazdé ¢ e Cplatic n B # 0.
Necht « je libovolny (pevny) operétor z Q. ProtoZe A je pripustny rozklad, pak
ctau=¢e, eed, tj. cace Necht c ecn B, pak ca < e a soulasné ca e Ba.
Protoze Bo c B, je soudasné cx « B. Je tedy prvek e « 4 incidentni s B, a tedy
e=c¢ aeBLC A, tj. pro kazdé ceC =B L 4 a kazdé « ¢ Q plati ¢ a =
=e¢eB[ A. Tim je dokizéno, %¢ B C 4 je ptipustny rozklad v G/, tj.
(B C A)Q.

Dasledek 1/I: Je-li ¢ ¢ 4 incidentni s B, pak také ca je incidentni s Ba.
Diikaz tvrzeni je obsaZen v dikazu piedeslié véty.

D 7/I: Necht 4 je rozklad a B podmnoZina v mno¥iné¢ G. MnoZina viech ne-
prazdnych prinikid jednotlivych prvkii v 4 s podmnoZinou B se nazyva prisek
rozkladu 4 s podmnoZinou B nebo podmnoZiny B s rozkladem A a oznalujeme
jej symbolem 4 M B nebo B M A.

Prisek 4 M B = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz sd n B = 0. Je-li A B # 0,
je A B rozklad v G a dokonce rozklad v B. Kdy# A je rozklad na Ga B # 9,
pak BLC A i AN B jsou neprizdné systémy mnoin, z nich# prvni je pod-
mno¥ina v 4 2 druhy je rozklad na B. Kady rozklad A na G a neprdzdni pod-
mnoZina B v G urluji jednak jistou neprdzdnou podmnoZinu v A4, totiZ obal
B [ 4, jednak jisty rozklad na B, totiz prisek B M A4 (B, 2.3.2/12).

V 9/I: Necht A je rozklad a B podmnozina v G. Pak existuje prosté zobrazeni
obalu B C A4 na priisek B 1 4. Toto zobrazeni je dano incidenci prvkd, jestlize
sA n B #8.

Diikaz: Jestlize A M B == 0, pak také B L A = 0 a obricené a véta je do-
kézéna. Jestlize s4 n B # 0, pak kazdému prvku ¢ ¢ B C 4 piifadime ten
prvek x e B 4, pro néjz plati ¥ = d n B. Ponévad? prvky rozkladu A4 jsou
disjunktni podmnoZiny v G, pak toto zobrazeni je zfejmé& prosté zobrazeni
BLAnaBnAd

V 10/1: Necht 4 je pfipustny rozklad a B pfipustnd podmnoZina v G/
a necht prisek B 4 # 0. Pak priasek B A4 je ptipustny rozklad v G/,
tj. (B 4)/Q.

Dikaz: Podle pfedpokladu prisek B 4 — X je neprizdny systém ne-
prazdnych disjunktnich podmnoZin v G, a tedy rozklad v G. Prvky ¥ rozkladu X
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jsou ty, pro n& plati x =d n B+ 0. Ponévadz 4 je prvek pﬁpustneho roz
kladu 4 a x c 4, pak pro kazdy operator o € 2 plati xx c go a soucasné xo C
C Ba, nebot xc B a B je pfipustnd podmnozina. Je tedy xa #0 a xx c
c do 0 Ba. Protoze 4 je piipustny rozklad, je dx c b, kde b « A. Pon&vad
Bz c B, je také Xxc b n B= ¥, yeBM A. Je tedy splnéna podminka (1,2)
z D 5/I. Oznadime-li pak x * o = y, je B M A4 ptipustny rozklad,tj.(B 1 4o c
cB 4 pro kazdé « € Q, &ili (Bm 4)/0Q.

D 8/I: Necht 4, B jsou libovolné rozklady na G. Necht kazdy prvek rozkladu
A je souétem n&kterych prvki rozkladu B. Pak fikime, %e 4 je zdkryt rozkladu
B a B je % zjemnénim rozkladu A, co% oznatujeme symbolem A = B nebo
B < A. Systém viech podmno¥in v rozkladu B, z nich? kaZdd se sklida ze
viech prvkd rozkladu B, které jsou &asti vzdy téhoZ prvku v 4, je jisty rozklad B
rozkladu B. Rikame, %e tento rozklad B na B vynucuje zdkryt A rozkladu B,
nebo %e zikrytu A rozkladu B pfislusi rozklad B na B.

V 11/1: Necht B je rozklad na G a B rozklad na B. Necht 4 je zakryt rozkladu
B vynuceny rozkladem B. Pak existuje prosté zobrazeni B na A, v ném¥ ka¥-
dému prvku b « B je ptifadén pravé ten prvek @ e A, pro ktery plati, e @ = Ub,
kdeb e b.

Diikaz: Soulet @ = Ub, kde b b, je uren jednoznac¢né, a tedy kazdému
prvku b e B je piifadén pravé jeden prvek d e A a naopak.

V 12/I: Necht B je ptipustny rozklad na G/ a necht p¥ipustny rozklad 4

na G je zakrytem B. Pak rozklad B na B ptislusny zakrytu 4 je pfipustny roz-
klad na B, tj. B/2.

Dikaz: Jak vime, je B rozklad na B. Stadi dokézat, e je piipustny. Kazdy
prvek b ¢ B je mno¥ina viech prvki b € B, pro né plati

(3,2) Ub=ad, kde aded.
Nyni pro ka’dy operitor « ¢ 2 plati go = (Ub)a

Protoze 4 je piipustny rozklad, je dac d@* «=d,
plipustny rozklad, je bx c b - «, a tedy

4,2) . da=UbrcUb-a=¢, kde écG.

o = Uba podle V 1/I b).
d ¢ A. ProtoZe také B je

ProtoZe jednak o c d a jednak du c ¢, pak & a d jsou incidentni, nebot do: # 8,
pii ¢emz

(5,2) écd, 4. Ub-acd.

Proto¥e A = B, pak b « « je podmnoZina pravé jednoho prvku rozkladu A.
Kdyby nyni neplatilo ¢ c d, pak v ¢ existuje aspofi jeden prvek e tak, Ze e ¢ d.

Tento prvek e musi leZet privé v jednom prvku b o rozkladu B. Pak by b * «
nebylo podmnoZinou v d, ptitom viak dx = Ubx c d, a to je spor. Je
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tedy vzdy splnén vztah (5,2). Oznaéme nyni ¢ e B mnozinu viech prvka
¢ € B, pro n&Z plati U¢ = d. Vzhledem k (5,2) pak plati

6,2) brcc,

nebot 71725 je mnozina vSech prvki brabeb. Tedy podle D 5/I miizeme psit
b* o =c, ceB,a B je tedy piipustny rozklad na 6/2, tj. B/Q.

V 13/I. Nechi B je piipustny rozklad na G/£2 a B piipustny rozklad na B.
Pal;lzékryt A rozkladu B vynuceny rozkladem B je piipustny rozklad na G,
tj. A/Q.

Dukaz: Zikryt /T_ je rozklad na G, jak vime. Zbyva dok4zat, Ze je piipustny.
Zakryt A rozkladu B vynuceny rozkladem B na B je systém viech disjunktnich
podmnoZin @ ¢ G, pro néZ plati

(7,2) = Ub, kde beB a soutasné beb,beB.
Proto¥e B je piipustny rozklad, je
(8,2) bra=c, t. brxcc, kde ceB,

a vzhledem k tomu, %e B je rovn& piipustny plati

(9,2) bra=2¢, t. bxcéc, kde ¢eBasoulasné

. cec, ceB.

Uvazujme nyni onen prvek d ¢ A, pro ktery plati d = Ug, kde pro ¢ plati
podminky (9,2). Pak vzhledem k t¢mto podminkdm plati

(10,2) d > Uba. )

Protoze 4 = Ub, pak dx = (Ub)a = Ubx podle V 1/I'b), a tedy ze vztahu
(10,2) nyni plyne d« c d. Pak podle D 5/1 miZeme psit @ * « = d pro kazdé
o € 9. Jest tedy zakryt A piipustny rozklad na G/, tj. A/2.

§ 3. 2 — zobrazeni

D 9/I: Necht G, G* jsou neprizdné mnoZiny s tymZ oborem operdtori Q.
Necht existuje zobrazeni g mnoZiny G do mnoZiny G*, jeZ ma tuto vlastnost:
Je-li a libovolny prvek z G a a* = ga jeho obraz v G*, pak pro kazdy operator
o € 2 plati
(1,3) (ga)e = glax), . a*ax= (ax)*.

Pak toto zobrazeni g nazyvame Q-zobrazeni mnoZiny G do mnoZiny G*.

Pozn. 5/1: a) Analogicky definujeme 2-zobrazeni mnoZiny G na mnoZinu G*,
prosté Q-zobrazeni mnoziny G do mnoZiny G* respektive na mnoZinu G*.

b) Je-li ax = b, a, b € G, ga = a*, gb = b*, a*, b* ¢ G, pak (1,3) ma tvar
(1',3) a*o = (ao)* = b*.

Necht nyni g znai libovolné zobrazeni mnoZiny G na mnoZinu G*. Pak
systém G viech podmnoZin v G, z nichZ kaZd4 se sklada ze vSech vzori v zobra-
zeni g vidy téhoZ prvku v G*, je rozklad mnozZiny G. O tomto rozkladu pravime,
Ze piislusi nebo patfi k zobrazeni g.

s
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Kdy% kazdému prvku ¢ « G ptifadime onen prvek a* « G*, z jeho% vzorti
se sklada, obdrzime jisté zobrazeni i rozkladu G na mnoZinu G*, a je zfejmé,
%e i je zobrazeni prost¢. Odtud plyne, Ze rozklad G mnoziny G, ptislusny k zobra-
zeni g, a mnozina G* jsou ekvivalentni mnoZiny.

Vsimnéme si zejména krajnich ptipadti: Kdyz G* se sklada z ]ednoho prvku,
pak plislusny rozklad G je Grazs kdy2 g je prosté zobrazeni G 7 na G*, pak
phisluiny rozklad je G, (B, 3.5/29—30).

V 14/I: Necht g, je 2-zobrazeni mnoZiny G,/f2 do mnoZiny G,/f2 a g, necht
je Q-zobrazeni mnoZiny G, do mnoZiny G3/Q. Pak sloZené zobrazeni g == g,8,
je £2-zobrazeni mnoZiny G, do mnoZiny G,.

Dukaz: Pfedné g = g,g, je zobrazeni G, do G, pfi ¢emZ pro kazdé a, « G,
plati ga, = g,\glul\ ag, kde a; € G3 (B, 3.7. 1/30 31). Ozna¢me gla1 = Gy
ap Gz, a0 = = a1, @y = a3, ayx = aj. Pak glal = gl(aloc) = (glal)ot = ayo =
= a3 ga0s = §x(ay0) = (8a@x)x = Ay = aj. Pak gaj == gy(g,a)) = ai, a tedy
gla,x) = agx = (gay)« pro kazdé « ¢ 2. Tim je v&ta dokdzana.

V 15/I: Pro sklddani {2-zobrazeni plati zdkon asociativni.

Dukaz: Necht g; je 2-zobrazeni G;/2 do G,,,/Q,i = 1, 2, 3. Pak pro zobra-
zeni g, £, £ plati (g,8,)8; — :(8:85) (viz B, 3.7.2/31). Aviak podle V 14/
zobrazeni h = g,g, a zobrazeni g = g,8; jsou Q-zobrazeni, a tedy také hgs,
g.8 jsou 2-zobrazeni a véta je dokdzana.

V 16/I: Necht G je mnoZina s oborem operitorll £. Pak existuje prosté
Q-zobrazeni G na G.

Duikaz: Necht i je identické zobrazeni mnoZiny G na sebe. Pak je zfejmeé
0-zobrazenim.

17/1' Necht g je prosté {-zobrazeni G,/Q na G,/. Pak zobrazem g!
inversni k zobrazeni g je prosté £2-zobrazeni G, na G,.

Dukaz: Jesthze g = ay, kde a; € Gl, ay € Gy, pak g'a, = a; (B, 3.4.1/28).
Necht @ = aj, a,x = a;. Pak ga, = g(a,0) = (gay)a = a0 = a3, a tedy
g la; = ay. Pak g(a,2) = glay = ay = a,a = (g~'a,)a. ProtoZe g-! je prosté
zobrazeni G, na Gy, je véta dokézéna.

V 18/I: Necht existuje prosté Q-zobrazeni g, mnoZiny G,/2 na mnoZinu
G,/Q2 a prosté Q-zobrazeni g, mnoZiny G, na mnoZinu G,/R. Pak g = g.g, je
prosté Q-zobrazeni mnoZiny G,/ na mnoZinu G,/2.

Dukaz: Zobrazeni g = g,g, je prosté zobrazeni G, na G, (B, 3.7.1/31)
a podle V 14/I je to £2-zobrazeni. Tim je véta dokazéna.

Shrneme-li véty V 16, 17, 18/I v jednu vétu, mame:

Disledek 2/I: Prosté £2-zobrazeni mnoZiny s oborem operdtortt £ na mno-
Zinu s tymZ oborem operdtort 2 je vztah reflexivni, symetricky a transitivni.

\% 19/1: Necht mnoZiny 4 a B’ maji tyZ obor operatorl 2 a necht A’ je p¥i-
pustnd podmnoZina v 4.

a) Necht existuje prosté £2-zobrazeni g podmnozmy A' na B'. Pak existuje
takovd nadmnoZina B na B’, jeZ pfipousti obor operitort 2 tak, Ze existuje
prosté Q-zobrazeni f mnoZiny A/ na B/Q. Zobrazeni f v sob& obsahme puvodni
zobrazeni

b) Necht existuje prosté Q-zobrazeni g, mnoZiny B’ na podmnoZinu A’. Pak
existuje nadmnoZina B na B’, jeZz pfipousti obor operatorn £ tak, Ze existuje
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prosté Q-zobrazeni f; mnoZiny B na mnoZinu A. Zobrazeni f; v sob& obsahuje
puvodni zobrazeni g,.

Dukaz: a) Necht A* je mnoZina viech prvkit mnoZiny A, které nepatii

do A'. Necht D je mnoZina disjunktni s mnoZinou B’, jeZ je ekvivalentni s 4%,
tj. takovd, e existuje prosté zobrazeni h mnoZiny A" na D. Nyni pfifadime
kazdému prvku a ¢ 4 pravé jeden prvek b ¢ B == B’ UD takto. Je-li a e 4,
pak fa = ga = b, b € B', je-li a € A, pak fa = ha = b, b « D. UZiti operatorii
z 2 na prvky z D definujeme takto. Je-li a € A, ax = a’ ¢ 4 a je-li fa’' = b,
fa = b, b, b' € B, pak definujeme bx = b'. Plati tedy f(ax) = fa’' = b’ = ba =
== (fa)o a tvrzeni a) je dokdzano.
b) Sestrojme mnoZinu B = B'U D jako v pnpade a). Podle V 17/I existuje
zobrazeni inversni g7 = g podmnoZiny A’ na B', jeZ je prostym 2-zobrazenim.
Pak podle a) exxstu]e prosté Q—zobrazem f mnozmy A[£2 na B/2 a podle V 17/1
existuje inversni (2-zobrazenif! = f, mnoZiny B/Q2 na A/Q, které je prostym
zobrazenim a obsahuje v sob& zobrazeni g,. Tim je véta dokdzana.

V 20/I: Necht existuje zobrazeni g mnoziny G/ na mnozinu G*. Pak lze
definovat operdtorové nisobeni prvkii z G* operatory z £ tak, Ze g je £2-zobrazeni
G na G*.

Dukaz: Necht a, b jsou prvky z G, a*, b* prvky z G* 1akove, Ze ga = a*
gb = b*, ax = b, o Q. Definujeme-li nyni operatorovy soudin prvku a*
s operatorem o tak, %e a*x = b*, pak plati jednak G*o« ¢ G* pro kazdé « € 2,
tj. G*/2 a jednak (ga)a = a*o = b* = gb = g(awx). Je tedy splnena podmmka
(1,3) z D 9/I pro kazdé o € 2, a tedy g je Q-zobrazeni G/2 na G*/£.

V 21/1: Necht exnstu;e proste zobrazeni g mnoZiny G/2 na mnoZinu G*.
Pak lze definovat operdtorové nasobeni prvka z G* operdtory z Q tak, Ze g je
prosté Q-zobrazeni G na G*.

Dukaz: Deﬁnu]eme—h nisobeni prvka z G* operatory z Q ;ako v dikazu
predeslé véty, pak g je 2-zobrazeni G na G*, a protoZe g je prosté zobrazeni G
na G*, je véta dokdzéna.

V 22/I: Necht existuje zobrazeni § mnoZiny G na mnoZinu G* s oborem
operitori 2. Pak rozklad G na G pfislu$ny zobrazeni g p¥ipousti obor operatorit
0 tak, Ze existuje prosté Q-zobrazeni i rozkladu G na G*.

Dukaz: Necht d ¢« G je mnozina viech prvki a « G, pro néz ga = a*.
Pak i je takové zobrazeni G na G*, pro které id = a*. Jak jiZ vime, je toto
zobrazeni prosté. Existuje tedy inversni zobrazeni i~ tak, Ze i~'a* = 4. Podle
predchozi véty V 21/I lze definovat ndsobeni prvkd z G operdtory z £ tak,
Ze i~ je prosté 2-zobrazeni G* na G. Pak podle V' 17/1je i rovnéZ prosté £2-zob-
razeni G na G*. Tim je véta dokazana.

V 23/I: Necht existuje zobrazeni g mnoZiny G na mnoZinu G*/Q. Pak lze
definovat operdtorové nasobeni prvku z G operatory z 2 tak, Ze g je 2-zobra-
zeni G na G*. _

Diikaz: Podle V 22/I existuje prosté £-zobrazeni i rozkladu G, pfislusného
k zobrazeni g, na mnoZinu G*. Plati tedy pro 4, b ¢ G, a*, b* ¢ G* vztahy
id = a*, ib = b*, ajestlize @ o = bz pak také a*a = b*. Pfi tom plati ga = a*
pro kazdé a € d, gb = b* pro kazdé b e b. Definujeme-li nisobeni prvku a e a
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operétorem « ¢ £ tak, aby ax byl prvek z b, tj. ax = b, b €b, pak zfejmé jednak -
Gac G a jednak glax) = (ga)x. Jest totiz glax) = gb = b* = a*a = (ga)«
pro ka¥dé a €d, b e b, o ¢ Q. Je tedy splnéna podminka (1,3) z D 9/I, a tedy
g je 2-zobrazeni G na G*.

V 24/I: Necht existuje Q-zobrazeni g mmnoZiny G/£2 na mnoZinu G*/Q.
Pak plati:

a) Rozklad G mnoziny G piisluiny k danému zobrazeni g je ptipustny, tj. G/£.
b) Existuje zobrazeni mnoZiny Go na mnoZinu G*« pro kazdé « ¢ 2. Toto
zobrazeni je puvodni zobrazeni g.

Dukaz: a) Necht Gje rozklad p¥isluiny k zobrazeni g mnoZiny G/ na G*/Q.

Necht g « G je mnozina viech prvki a « G, pro né&* ga = a*. UZijeme-li ozna-
Ceni z pozn. 5/1 b) a D 9/1, pak plati ax = b, g(ax) = gb = b*, a tedy au b,
kde b ¢ G je mno¥ina viech vzort prvku &* v zobrazeni g, tj. dx c b. Podle
D 5/1 definujeme  * « = b a G je ppustny rozklad na G, tj. G/Q.
b) Podle D 9/I plati g(ax) = (ga)x. UZijeme-li oznaceni z pozn. 5/I b), mame
gb = glax) = (ga)a = a*o = b*. Je tedy kaZdému prvku b = qu € Ga zobra-
zenim g pfifaden jediny prvek b* = a*a ¢ G*a, a je tedy g zobrazeni mnoZiny
Ga do G*x. ProtoZe g jc zobrazeni G na G*, pak probihd-li prvek a celou
mnozinu G, probihd prvek a* celou mnoZinu G*, a tedy a*a = b* celou
mnozinu G*a«. Je tedy g zobrazeni Ga na G*«, coZ plati pro kazdé « « Q.

V 25/I: Necht existuje 2-zobrazeni g mnoZiny G/ na mnoZinu G*/£. Pak
existuje prosté Q-zobrazeni i rozkladu G, ptisluiného k zobrazeni g, na mno-
Zinu G*.

Diikaz: Jestlize ka*dému prvku @ « G rozkladu, pfisluiného k zobrazeni g,
pfifadime onen prvek a* ¢ G*, z jehoZ vzorii ée sklidd, dostaneme prosté
zobrazeni i rozkladu G na mnoZinu G* (B, 3.5/29—30). Jsou-li a, b ¢ G, a*,
b* ¢ G*, @, b « G a plati-li ax = b, ga = a* pro kazdé a « d, gb = b* pro kazdé
b b, pak také a*o = (ga)o = g(ax) = gb = b*. Tedy pro zobrazeni i plati
id = a*, ib=b* pii &mZ d-« = b, nebot G je pipustny rozklad. Nyni
mame i(d@* ) = ib = b* = a** o = (id) - @, 1j. i(@" o) = (id) * «.}) To plati
pro kazdé « € 2, a tedy je splnéna podminka (1,3) z D 9/T a i je prosté 2-zobra-
zeni rozkladu G na mno¥inu G*.

V 26/I: Necht rozklad G na G/2 je p¥ipustny a necht existuje prosté 2-zobra-
zeni i rozkladu G na mno¥inu G*. Pak existuje 2-zobrazeni g mno¥iny G/Q
na G*/Q. B B

Diikaz: Necht d, b « G, a*, b* ¢ G*anecht plati @ * « = b, id = a*, ib = b*.
Pak také a*x = b*, nebot a** « = (id) " « = i(d* «) = ib=>b*1). Sestrojme
nyni zobrazeni g mnoZiny G do mnoZiny G* tak, Ze pro kaZdy prvek a ed
plati ga = a*. Pak kazdy prvek z G* ma vzor v G a kazdy prvek z G obraz -
v G*, a tedy g je zobrazeni G na G*. Nyni, protoe d * « = b, je ax € b pro kazdé
ﬁa;gé : t!e?d}jl plati g(ax) = gg = b* = a*« = (ga)x, tj. glax) = (ga)x pro

€ . ! ¥
Gl na G*/_Q,e tedy splnéna podminka (1,3) z D 9/I a g je 2-zobrazeni mnoZiny

*) Viz pozn. 6/1 za v 28/1.
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V 27/1: Necht 4 je ptipustny rozklad a B pnpustna podmnozina v G/2
a necht s4 n B 5 0. Pak existuje prosté £2-zobrazeni i obalu B C A na prasek
B A. Toto zobrazeni je déno incidenci prvkii.

Dukaz: Podle V 9/1 existuje prosté zobrazeni i obalu B L 4 na prisek
B A, jez je déno incidenci prvki. ]sou-h a, b ty prvky z A, které j jsou inci~
dentni s B a oznadime-li ¥ = dn B,y = b n B, pak ¥, y jsou z B 4 a plati

id = X,ib = y. Podle V 8/Ia V 10/1 jsou B C 4 a B ™ A piipustné rozklady,
v G. Necht tedy dile @ * « = b, pak také x * « = ¥, jak plyne z dikazu V 10/I

Nyni plati i(@- o) = (id)* « pro kazdé « £, nebot (G- o) = ib =7y =
= x" o = (i@) * «. ProtoZe prosté zobrazeni i spliuje podminku (1,3) z D 9/1.
je i prosté Q-zobrazeni B 4 na Bm

V 28/I: Necht Bije piipustny rozklad na mnoZiné G/, B pfipustny rozklad
na Ba A zékryt rozkladu B vynuceny rozkladem B. Pak existuje prosté 2-zobra-
zen{ i rozkladu B na rozklad 4, v némz kazdému prvku b « B je pfitadén pravé
ten prvek @ e A, pro ktery plati ¢ — Ub, kde b ¢ B, b €b.

Dikaz: Podle V 11/I existuje prosté zobrazeni i rozkladu B na rozklad 4,
v némZ kazdému prvku b ¢ B je pfifadén onen prvek a e 4, pro ktery plati
a= Ub, b eb, b ¢B. Necht nyni ib = 4, ic = d, b, ¢ « B, d, d « A. Necht dale
b o = c. Podle V 13/I je A ptipustny rozklad na G a plati @ * « = d, jak plyne
z ditkazu V 13/L. Protoze i(b* o) = ic = d = @ a = (ib) * «, proto i(b* «) =
= (ib) * « pro kazdé o < 2. Je tedy spInéna podminka (1,3) z D 9/I a zobrazeni i
je prosté Q-zobrazeni B na A.

Pozn. 6/1: V diikazu V 25/1a V 26/ je operétorovy soulin prvku a* ¢ G*
s operatorem o znafen a* * a, tetka nahote. To j je moZné, nebot na prvek a* se
miZeme divat jako na prvek piipustného rozkladu G*in. Tohoto zplisobu
zapisu budeme pouZivat podle potieby i v dal$im vykladu.

II. GRUPOIDY S OPERATORY

§ 1. Zikladni pojmy a vty

D 1/II: Neprazdnou mnoZinu G, v niz kaZdé uspofadané dvojici (g, b)
prvkl a, b « G je n&akym pravidlem M pfifadén urlity prvek ¢ € G, coZ za-
pisujeme

ab =c,
se nazyva grupoid. Pravidlo M se nazyva ndsobeni v mnoZiné G a mnoZina G
pole grupoidu. Jestlize pro libovolné prvky a, b, ¢ € G plati ab = ba, nazyva se
grupoid abelovsky nebo komutativni, a plati-li a(bc) = (ab)c, nazyva se asocia-
tivni.

Grupoidy budeme oznaCovat velkymi némeckymi pismeny, a to zpravidla
steinymi jako jejich pole. Na piiklad oznatujeme grupoid, jehoZ pole jsme ozna-
¢ili G, pismenem ©, a kdyz jsme n&jaky grupoid oznacili @, pak pismeno G
znadi zprav1dla 1eho pole Z definiceD1/IaD 1 /Il je zfejmé, Ze kazda neprdzdnd
mnoZina G, jeZ ma sebe samu za obor operatord, je grupoid.
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Na grupoidy pfena$ime pojmy a symboly, které jsme definovali pro jejich
pole. Tak napf. mluvime o prvcich grupoidu misto o prvcich pole grupoidu
a piSeme a «® misto a ¢ G, podobné¢ mluvime o podmnoZinich v grupoidu
a piSeme napf. 4 c ® nebo ® o 4. Mluvime o rozkladech v grupoidu a na
grupoidu, o zobrazeni grupoidu do n&jaké mnoZiny, do n&jakého grupoidu nebo
na grupoid atd. ,

Necht A4, B znali néjaké podmnoziny v . PodmnoZina v ®, skladajici se
ze soudinu ab kaidého prvku a € 4 s kazdym prvkem b e B, se nazyva soulin
podmnoZziny A s podmnoZinou B a oznatuje se symbolem AB. KdyZ n&kterd
z podmnozin je prazdnd, rozumime symbolem AB prizdnou mnoZinu.

Pro a €« ® piSeme zpravidla misto {a}4 struénéji a4 a podobné misto A{a}
piseme Aa, misto A4 piSeme A2. Plati-li rovnost AB = BA, nazyvaji se pod-
mnoziny A, B vzdjemné zaménitelné neboli komutativni.

Necht K znaéi néjakou neprizdnou podmmnoZinu v . V tomto piipadé
ndsobeni M v & urcuje jisté, tzv. &asteCné nésobeni My v K, které je definovino
takto: M pfifazuje kazdé uspofddané dvojici prvki a, b € K tyz prvek ab « ®
jako nasobeni M.

D 2/II: Neprazdnou podmnoZinu K grupoidu & spolu s ¢dsteénym nasobenim
M nazyvime komplexem a znalime .

Mnozinu K nazyvime také polem komplexu f. Jestlize nyni ¥ je komplex
v grupoidu ® a jestliZe plati A% ¢ A, pak fikime, Ze 4 je grupoidni podmnoZina
v & nebo Ze U je grupoidni komplex v &. Z uvedené podminky plyne, ze kazdé
uspofadané dvojici prvka a, b € %A je isteénym ndsobenim M, piifazen tyZ
prvek ab €U jako nasobenim M v ®. Pak také Fikime, Ze U je podgrupoid
v ® a ® je nadgrupoid na U a piSeme A c @ nebo & > AL

Podobné jako na grupoidy pfendsime také na komplexy pojmy a symboly,
které jsme definovali pro jejich pole.

V souhlase s tim, Ze na grupoidy a na komplexy pfendsime pojmy a symboly,
které jsme definovali pro jejich pole, mluvime n&kdy napf. o pruniku néjaké
mnoZiny B ¢ ® a podgrupoidu % ¢ & ve smyslu priniku podmnoZiny B a pole 4
grupoidu %A; v podobném smyslu mluvime o soudinu podmnoZiny B s podgru-
poidem nebo komplexem ¥, o sou¢inu podgrupoidu nebo komplexu % s pod-
mnoZinou B, déle o obalu podgrupoidu ¥ v néjakém rozkladu A, o priseku
rozkladu A4 s podgrupoidem ¢&i komplexem 9, atp., a uZivime oznaleni napi.
B n Anebo ¥ n B, BY, B, A L Anebo A I A, A M Anebo A M 4, atp.

Necht %, B jsou podgrupoidy v & a necht pranik 4 n B jejich poli 4, B neni
prazdny. Pak A n B je prupoidni podmnoZina v & a pfisluSny podgrupeid
v ® se nazyvéd prinik podgrupoida 9, B a oznatuje se symbolem An B nebo
B n A Pamatujme si, Ze pojem priniku dvou podgrupoidii v ® je definovan
jenom v pifipadg, Ze pole obou podgrupoidi maji spolecné prvky.

Pojem priniku dvou podgrupoidi v & se dd rozdifit na pojem praniku
systému podgrupoidi v ®. Mame-li néjaky systém {a,, a, 03, .. .} podgrupoidi
v ® a prinik @, n @, ndy n. .. jejich poli neni prazdny, pak tento prunik je
grupoidni podmnoZina v @; piislusny podgrupoid v @ se nazyva prinik systému
podgrupoidd {a;, 0y, a5 ...} a oznaCuje se symbolem a;Ndy N a3 N ...
struéngji Na(B, 5.1, 5.2, 6.1--6.7.2/55—56, 60—64).

D 3/I1: Necht pole G grupoidu ® je mnoZina s oborem operdtora 2 a necht
pro libovolné prvky a, b < ® plati

€D (ab)a = (aa) . (ba)
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pro kazdé « e 2. Pak & se nazjvé grupoid s oborem operatorii £2, coZ zna¢ime
/0.

Obycejné misto (ax) . (be) piSeme struéngji (ax) (be) nebo aa . bo.

Umluva 1/I1: Je-li ® grupoid s oborem operitortt 2 a §t komplex v @, pak
mnoZinu viech operatorovych soudintl ax, kde a « §, « ¢ 2 spolu s p¥isluinym
¢astenym ndsobenim znacime symbolem $£2.

Pozn. 1/II: Ziejmé plati §02 c ®L2, a ponévadz G2 c ©, je také 82 c ©,
Jestlize plati vztah 2 c &, pak také fa ¢ & pro kazdé « < 2 a obricené,

D 4/II: Komplex A grupoidu /2 nazyvdme piipustnym kemplexem pro
obor operatort 2, kdyZ pole A4 komplexu U je piipustna podmnoZina, tj. kdyZ
plati
2,1) Ao <A pro kazdé « € 2, jinak psdno

AQ c A.

Je-1i specialné A podgrupmd pak mluvime o pfipustném podgrupmdu

Pozn. 2/II: Na pfipustny podgrupoxd 2 grupoidu /£ se tedy miizeme divat
jako na grupoid s timz oborem operatort £, tj. /2.

Umluva 2/II Mluvime-li o prnpusmych komplexech resp. pedgrupoidech,
pak to znamend, pokud neni jinak feCeno, Ze jde o piipustné komplexy resp.
podgrupoidy jednoho a téhoZ grupoidu s danym oborem orperitort £2.

V 1/II: Neprazdny pranik libovolného systému pipustnych podgrupoida
v ¢/ je pfipustny podgrupoid.

Dukaz: Podle V 2/I a) je neprizdny prunik poli piipustnych podgrupoidia
pipustnd podmnoZina, a protoZe neprazdny prinik systému redgruroida v &
je podgrupoid v ¢, jsou splnény podminky D 4/II a tvrzeni je dokdzéno.

V 2/II: Necht % je ptipustny podgrupoid v ®/2. Pak %« je podgrupoid v U
i v o pro kazdé « e £2. Specidlné Gu je podgrupoid v ®/Q.

Dukaz: Pfedn& ax € Ax je prvek z A podle predpokladu, Ze o je ptipustny
podgrupoid. Pro libovolné prvky a, & « U plati jednak ab = ¢ ¢ a jednak
(aw) (ba) = (ab)o = ca € Ao, kde ax, ba, cx jsou prvky z U«, pii CemZ cx je
uréen jednoznacné. Je tedy e podgrupoid v ¥, specidlné o podgrupoid
v & pro kazdé o e Q. ProtoZe Ax ¢ Go pro kazdé « e 2 podle pozn. 1/II, je
véta dokazana.

“Dasledek 1/IL: Je-li & piipustny komplex v /2, pak S« je komplex v Ga.
To plyne z dikazu V 2/IL. Pfi tom Casteéné nasobem v Ka je definovéno jako
v Ga, a tedy jako v G.

D 5/II: Necht 9, % jsou komplexy v grupoidu . Komplex €, jehoZ polem
je podmnozma C=AB grupmdu ®, nazyviame soulinem komplextt %, B
a znaCime symbolem € = UAY. Plati-li %% = B9 nazyvime komplexy ‘),I B
navzajem zaménitelné nebo komutativni.

V 3/II: Necht %, B jsou komplexy grupoidu /0.

Pak plati
> (AUB)x = (Aox) (Box)
pro kazdé « € Q.

Dikaz: Podle D 5/II pro pole C komplexu € plati C = AB, kde C je mno-
Zina viech prvkl ¢ tvaru ¢ = ab, a € 4, b ¢ B. ProtoZe prvky a, b jsou z gru-
poidu /2, proto podle D 3/IX plati cox = (a«) (be) pro kazdé « ¢ 2. Pt tom
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ao e Aa, bx € Ba. Pro pole C komplexu € plati tedy Co = (A«) (Be) pro kazdé .
o € 2. Protoze v komplexech %, B, €, A, Ba, €« se podle definice a disledku
1/11 nasobeni zachovava, plati vztah (3,1) pro kazdé « « Q.

V 4/II: Necht 9, 8 jsou piipustné komplexy v grupoidu ®/Q. Pak také
soutin € = AVB je piipustny komplex v G, tj. AB/Q.

Dukaz: Podle V 3/II plati Cx = (o) (Ber) pro kazdé « e 2, tj. ca =
= (aa) (ba), kde aoe Aa, boa e Ba, co € Co. Ponévad? A, B jsou pfipustné
podmnoziny, proto Axc A, Bac B, a tedy Cx = (4a) (Bx) ¢ AB = C pro
kazdé o ¢ 2. Tim je véta dokdzana.

V 5/11: Nutna a postaujici podminka pro to, aby komplex 8 = & v grupoidu
®/£2 byl ptipustny, je, aby B byl neprazdnym prinikem dvou navzéjem riiznych
ptipustnych komplext 9, € v grupoidu &/Q.

Dukaz plyne bezprostiedng z V 4/I a D 4/IIL.

Pozn.: 3/II: Je-li komplex B z piedchozi véty podgrupoid v ®, pak je pfi-
pustny podgrupoid. ’

§ 2. P¥ipustné faktoroidy.

D 6/II: Libovolny rozklad 4 v grupoidu ® se nazyva vyrvoiujici, kdyz soudin
kazdé uspofddané dvojice jeho prvku je &asti prvku téhoZ rozkladu. Jinymi
slovy, kdyZ ke kazdé uspotadané dvojici (@, b) prvki @, b « 4 existuje prvek
¢ e A takovy, %e @b c ¢.

Pozn. 4/11: Rozklady G, 2 G i jsOU Vytvotujict (B, 8.1.1/72).

V 6/IX: Necht ® je grupoid s oborem operatori . Pak nejvétsi rozklad [
je ptipustny vytvofujici rozklad na ®.

Dukaz plyne bezprostiedné z V 6/I a pozn. 4/II. .

V 7/II: Necht & je grupoid s oborem operatortt 2. Pak nejmensi rozklad
G,yin je pHpustny vytvotujici rozklad na ®.

Duikaz: Spravnost tvrzeni plyne bezprostfedné z V 6/I a pozn. 4/I1.

Necht 4 znadi libovolny vytvofujici rozklad v grupoidu . PodmnoZina
sd c ®, tj. podmnozina v &, sklddajici se ze viech prvkil v ®, které jsou v né-
kterém prvku rozkladu A4, je grupoidni. Vskutku, k libovolnym prvkim a,
b e s existuji prvky 4, b, ¢ « 4 takové, %e a < d, b € b, db c ¢, a odtud vychdzi,
Je ab eabc ¢ c sd, takie ab je prvkem v sd. Ptislu$ny podgrupoid v ® ozna-
Cujeme symbolem s?. Je zfejmé, %e 4 je vytvotujici rozklad na grupoidu s%
(B, 8.1.3/72).

V 8/II: Necht 4 je ptipustny vytvotujici rozklad v grupoidu ®/£. Pak s je
piipustny podgrupoid v & a 4 je piipustny vytvofujici rozklad na piipustném
podgrupoidu si.

Diikaz: Podle ptedeslého je 4 vytvotujici rozklad na podgrupoidu s¥. Pod-
grupoid s¥ je ptipustny, nebot jeho pole s je ptipustni podmnoZina v /2
podle pozn. 4/I c). Podle V 7/I je 4 ptipustny rozklad na mno%iné s4. Tim je
véta dokdzana. '

V 9/II: Necht A je libovolny pfipustny vytvofujici rozklad a B libovolna pfi-
pustna grupoidni podmnoZina v ®/2 a necht s4 n B # 0. Pak
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a) obal B L A podmnoziny B v rozkladu A4 a
b) prisek B 1 A podmnoziny B s rozkladem A4
jsou piipustné vytvofujici rozklady v &.

Dukaz: Obal BL 4 a priisek B M A jsou vytvotujici rozklady v & (B,
8.1.3.2/72—173), jeZ jsou piipustné podle V 8/I a V 10/1.

D 7/I1: Necht 4 j je lxbovolny vytvotujici rozklad v grupoidu ®. Grupoid 9,
jehoZ polem je vytvofujici rozklad 4 a jehoZ nisobeni je déno pravidlem, ze
soutin libovolného prvku @ ¢ 4 s libovolnym prvkem & « 4 je onen prvek
¢ e 4, pro n&j? plati @b c ¢, nazjvime faktoroid v grupoidu . Nisobeni znatime
te¢kou nahote, tj. G- b = c.

Pozn. 5/I1: V ptipadd, %e rozklad A je na grupoidu ®, nazyvime 9 faktoroid
na grupoidu nebo faktoroid grupoidu ®.

Kazdy vytvotujici rozklad v grupoidu & urluje tedy jisty faktoroid v ®, a to
onen, jeho? je polem; pravime, Ze kazdému vytvofujicimu rozkladu v ® pfislusi
neboli patii jisty faktoroid v ®.

Viimnéme si, ze na grupoidu ® existuji alespori dva faktoroidy, a to tzv.
ne)vétﬁi faktoroid ®,,qz ktery pfislui k nejvétSimu vytvofujicimu rozkladu

Guas @ nejmensi faktoroid ©,,;, ptisluiny k nejmensimu rozkladu G,
(B, 8.2/75—-176).

V 10/II: Necht U je faktoroid v grupoidu ®/2, jehoZ pole 4 je pipustny
(vytvotujici) rozklad v ®. Pak pro kazdé « e Q plati, Ze % je faktoroid v ® a jeho
polem je (vytvofujici) rozklad

Diikaz: Podle pozn. 4/I b) je Ao' rozklad v G/ pro kazdé « « 2. Protoze A
je vytvotujici rozklad v G, pak pro kazdé dva prvky 4, b rozkladu 4 plati abcc,
kde ¢ « A Protoze A je ptipustny rozklad, proto plati @« c @', bx cb’, ¢x c &,
kde a’, ', ¢’ jsou prvky rozkladu 4. Podle V 3/II plati (ab)x = (a=) (bx) pro
kazdé o e .() Aviak g c @, bac b, abc ¢, d b =7¢a tedy jednak (ab)zx c
céo c &\tj. (@ b) o= ¢+ o= ¢, ajednak (dx) (b) c @b’ 4. (@ &) (b )=
=a- b'. Pondvadz @', b jsou prvky vytvofujiciho rozkladu A, je @'b’' c d,
kde d € 4, tj. @’ - b’ = d'. Proto¥e viak ka¥dé dva prvky rozkladu A4 jsou bud
totoZné, )sou-ll incidentni, nebo disjunktni podmnozmy vGa (ab)oc = (dx) (ba),
je nutng d = ¢'. Je tedy kazdym dvéma prvkum @ =d b =02z A«
jednoznaéng jako jejich soudin pfifazen prvék-¢’ = ¢ - o. Je tedy Ao vytvofujici

rozklad v ©, tj. %« je faktoroid v & pro kazdé « « 2.
Disledek 2/II: Je-li ptipustny rozklad 4 polem faktoroidu % v ®/2. pak pro

d, b % aprokazdé o ¢ 2 plati vatah (¢ b) - oo = (G- &) - (b ).
Miuzeme tedy definovat:

D 8/II: Necht ¥ je faktoriod v ¢/2 a necht jeho pole 4 je ptipustny (vytvo-
fujici) rozklad. Pak fikdme, Ze faktoroid ¥ pfipousti obor operdtori 2 nebo ze
je ptipustny, coZ znafime symbolem /0.

Pozn. 6/I1: Pro kazdé dva prvky @, b < % a kazdé « < Q plati

1,2) (@-8)-a=(@@ a)- @b .
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Telky nahote znadi, ¥e d, b uvajujeme jako prvky z % a nikoliv podmnoziny
z ®. Vztah (1,2) ukazuje, %e pro prvky z % je plnéna podminka (1,1) z D 3/IL.

Disledek 3/II: Piislui tedy ka%dému pfipustnému vytvofujicimu rozkladu
Av 05/.9 jxsty pnpustny faktoroid %/Q v ®/£2, a to onen, jehoZ polem je pn-
pustny vytvotujici rozklad 4. Specidlné na kazdém grupoidu ®/2 existuji aspoil
dva pnpustne faktoroidy, tzv. nejvétsi faktorid ®,,,, 2 nejmensi faktoroid ®,,;,,
jak plyne pfimo z V 6/II a V 7/IL

D 9/I1: Necht ¥ znadi libovolny faktoroid v &, % libovolny podgrupoid v &
anecht B n s4 +# 0. Pak faktoroid, ktery piislusi v vytvoru)lcimu rozkladu B C 4,
nazyvéme obalem podgrupoidu % ve faktoroidu 9l a znadime B C A nebo o I B.
Faktoroid piisluiny k vytvofujicimu rozkladu B M A4 nazyvame priisek fakto-
roidu ¥ s podgrupoidem % nebo priisek podgrupoidu 9 s faktoroidem 9 a zna-
&ime % M'B nebo B M A, (B, 8.4/76—177).

V 11/I1: Necht % je pkipustny faktoroid a ¥ pfipustny podgrupoid v ¢/2
a necht B n sd # 0. Pak obal 8 C ¥ podgrupoidu % ve fakroroidu 9 je pfi-
pustny faktoroid v /2, tj. (8 L A)/L.

Dikaz: Pon&vadz jsou splnény predpoklady V 8/1, je obal BL 4 piipustny
rozklad v &; tento rozklad je vytvofujici (B, 8.1.3.2./72—73). Je tedy B C U
piipustny faktoroid podle D 8/IL.

V 12/I1: Necht % je pfipustny faktoroid a % ptipustny podgrupoid v /%2 a
necht B n sA4 +# 0. Pak prisek 8 MY podgrupoidu B s faktoroidem 9 je pti-
pustny faktoroid v ®/2, tj. (3 M A)/Q.

Dikaz: Ponévad? jsou splnény piedpoklady V 10/, je prisek B M A pri-

pustny rozklad v ®, jen? je vytvotujici (B, 8.1.3.2/73), a tedy % M9l je p¥ipustny
faktoroid podle D 8/II.

Kdy? B je vytvotujici rozklad faktoroidu S a 4 z4kryt vytvotujiciho rozkladu
B, jen? je polem faktoroidu B, vynuceny rozkladem B, pak A je vytvoru)xCl
rozklad na grupoidu ®. Také naopak plati, e kdy? rozklad 4 grupoidu ®, jenz
je zékrytem vytvotujiciho rozkladu B, je vytvoiujici, pak totéz plati o rozkladu B.
Vidime tedy, Ze oba rozklady A, B jsou vytvoiujici soutasné tj. kdyz ;eden
z nich je vytvotujici, pak je vytvotujici také druhy. KdyZz jsou vytvoiujici, pak
k rozkladu A ptilusi jisty faktoroid % na grupoidu ® a podobné k rozkladu B
prilusi jisty faktoroid ¥ na faktoroidu B.

D 10/I1: Faktoroid 9 se nazyvi zdkryr faktoroidu B vynuceny faktoroidem by
a faktoroid B se nazyvéd zjemnén! faktoroidu U; oznaleni % = B nebo B < A.
Rikame také, e faktoroid 9 je p¥islusny k zakrytu % faktoroidu 8.

Kazdy faktoroid na libovolném faktoroidu % grupoidu @ vynucuje tedy jisty
zékryt faktoroidu B a naopak, kazdy zdkryt faktoroidu B je vynucen jistym fakto-

roidem na 8. Zfejmé plati vztahy ,,,, = B = [C. pro kazdy faktoroid % na
grupoidu & (B,8.5/78—79).
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V 13/I1: Necht % je ptipustny faktoroid na grupoidu &/ a necht ptipustny
faktoroid o na @ je jeho zékrytem. Pak faktoroid % na faktoroidu %, p¥islusny
k zékrytu 9, je rovné ptipustny, tj. 8/02.

Diikaz: Podle pfedchoziho je pole B faktoroidu % vytvoru)lcn rozklad, pfi
Cemz tento rozklad je piisludny k pfipustnému rozkladu A, jenZ je zakrytem
piipustného rozkladu B. Podle V 12/1 je B ptipustny rozklad na B a véta je do-
kazana.

V 14/I1: Necht % je ptipustny faktoroid na grupoidu /2 a necht 9 je pii-
pustny faktoroid na %/£2. Pak faktoroid 9, jen je zékrytem faktoroidu & vy-
nucenym faktoroidem B, je piipustny, 4. s),1/52

Dikaz: Podle ptedpokladu jsou pole B faktoroidu % a pole B faktoroidu®
piipustné rozklady. Pak podle V 13/I je zakryt A rozkladu B, vynuceny roz-
kladem B, piipustny rozklad na ®/Q. Podle ptedchoziho je A vytvotujici roz-
Klad, tj. 4 je polem faktoroidu %, jenZ je piipustny.

§ 3. Q — deformace

Necht ®, ®* znadi n&jaké grupoidy. Jak jsme se jiz zminili, rozumime zobra-
zenim grupoidu ® do ®* zobrazeni pole G grupoidu ® do pole G grupoidu &*,
a podobné pfend$ime na grupoidy vSechny dal$i pojmy a symboly z teorie zo-
brazeni mnoZin. Podle této definice tykd se tedy pojem zobrazeni grupoidu &
do grupoidu ®* jenom poli a nikterak nezévisi na ndsobeni obou grupoidi.
Neéktera zobrazeni mohou oviem miti n&jaky vztah k nisobeni v grupoidu
a @*. Pro teorii grupoidd jsou nejdalezit&jsi tzv. homomorfni zobrazeni.

D 11/II: Libovolné zobrazeni d grupoidu & do &* se nazyva homomorfni,
kdyZ soucin ab libovolného prvku a e ® s libovolnym prvkem & « ® je zobrazen
na soulin obrazu prvku a s obrazem prvku b v zobrazeni d, tj. kdyZz pro a,
b «® plati rovnost d(ab) = (da) (db).

Homomorfni zobrazeni grupoidu ® na grupoid ®* se nazyva také homomor-
Jfismus. Nazev homomorfni zobrazeni je v literatufe ustdlen, ale je dlouhy, a proto
budeme zpravidla misto n¢ho uZivat nazev deformace.

Nemusi vzdy existovat deformace grupoidu & na &*. Jestlize néjakd defor-
mace grupoidu ® na ®* existuje, pak pravime, %e grupoid ®* je homomorfni
s grupoidem ©.

Necht d znaci libovolnou deformaci grupoidu & do ©@*. Necht 4, B, C c ®
znadi libovolné neprazdné podmnoziny. Jestlize symbolem dA4 oznalujeme obraz
mnoziny A v rozsifeném zobrazeni d, tedy podmnoZinu v ®,* ktera se skldda
z obrazit v deformaci d jednotlivych prvka mnoziny A, pak plati rovnost
d(AB) = (dA) (dB). Jestlize AB c C, pak také d4 . dB c dC. Dale plati, Ze
obraz dA4 pole A podgrupoidu % v rozsifeném zobrazeni d je grupoidni podmno-
Zina v ®*. Podgrupoid v ®*, jehoZ pole je dA, se nazyva obraz podgrupoidu %
v deformaci d a oznauje se symbolem d¥l. Je zfejmé, Ze d je deformace pod-
grupoidu ¥ na podgrupoid d¥, takZe podgrupoid d¥ je homomorfni s podgru-
poidem 9. Jde-li specidln o pole G grupoidu @, pak plati, Ze obraz d& grupoidu
© )e podgrupoid v @* homomorfni s . KdyZ d je deformace grupoidu @ na &*,
mame oviem G* = d©.
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D 12/I1: Prostou deformaci d grupoidu ® do grupoidu ®* nazyvame iso-
morfni zobrazeni grupoidu ® do ®*. Isomorfni zobrazeni grupoidu ® na grupoid
®* se nazyva také isomorfismus.

Ke kazdé prosté deformaci d grupoidu ® na ©* existuje oviem inversni zo-
brazeni d-! grupoidu ®* na ®, které je pros-ou deformaci. KdyZ tedy existuje
néjaky isomofismus d grupoidu @ na ®*, pzk existuje isomorfismus d-! gru-
poidu ®* na @; v tomto piipadé pravime, ze grupoid & (&*) je isomorfni s G*
(®) nebo Ze grupoidy &, ©* jsou isomorfni a piseme & o2 &* (B, 7.1—7.4.2/67—
70).

'V 15/I1: Necht existuje zobrazeni d pole G grupoidu ® na mnoZinu G*. Pak
1ze v G* definovat nisobeni tak, Ze G* je polem grupoidu ®* a %e d je deformace
®na ®*, kdyz rozklad G na G piislu$ny d je vytvoiujici.

Dutkaz: Nechta,b, ce ®, a*, b*, c* ¢ G*, necht da = a*, db = b*, dc = c*
a necht ab = c¢. Definujeme-li ndsobeni v G* tak, %e a*b* = c*, pak G* je
zfejmé& polem grupoidu ®* a plati dab = da - db, a tedy zcobrazeni d je defor-
mace ® na G*.

V 16/I1: Necht existuje prosté zobrazeni i pole G grupoidu ® na mnoZinu G*.
Pak v G* lze definovat nisobeni tak, e G* je polem grupoidu ®* a Ze i je iso-
morfni zobrazeni ® na G*.

. Diikaz: Definujeme-li ndsobeni v G* zplisobem uvedenym v ditkazu V 15/II,
je véta ziejmé spravna.

D 13/II: Necht grupoidy & a ®* maji tyZ obor operitorti £ a necht existuje
homomorfni zobrazeni d grupoidu ® do grupoidu ®* takové, Ze plati

(1,3)  d(ae) = (da)x

pro kazdé a «® a kazdé o Q. Pak fikdme, Ze d je operdtor-homomorfni zobra~
zeni & do G*.

Misto operdtor-homomorfni zobrazeni budeme fikat 2-homomorfni zobra-
zeni, misto operator-homomorfismus kratéeji £2-homomorfismus a analogicky
Q-deformace.

D 14/II: Prostou Q-deformaci d grupoidu & do grupoidu ®* nazyvime
operdtor-isomorfni zobrazeni ® do ®*. Operator-isomorfni zobrazeni grupoidu®
na grupoid &* nazyvame také operdtor-isomorfismus.

Kratéeji budeme fikat Q-isomorfni zobrazeni a £2-isomorfismus.

Pozn. 7/11: PiSeme-li da = a*, kde a* « ®*, pak vzorec (1,3) mi tvar(ao)*=
= a*a.

Vezmeme-li v Gvahu definici D 9/I, mtZeme definici D 13/II vyslovit také
takto:

D 13//II: Necht grupoidy ® a * maji ty% obor operdtort Q. Jestlize defor-
mace d grupoidu & do ®* je soutasné {2-zobrazeni pole G do G*, rak fikime,
Ze d je 2-deformace.

Pozn. 8/II: Analogicky lze definovat Q-isomorfni zobrazeni.

V 17/11: Necht d, je 2-deformace grupoidu &,/ do grupoidu ®,/f2 a necht
d, je 2-deformace ®, do grupoidu ®,;/Q2. Pak d = d,d, je 2-deformace ®,
do ®,.

Diikaz: Podle V 14/I zobrazeni d = d,d, je £2-zobrazeni ®; do ©; a toto
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zobrazeni je deformace (B, 7.3.4/69). Jsou tedy splnény podminky D 13’/11
a véta je dokdzana.

V 18/I1: Pro sklddéni 2-deformaci plati zdkon asociativni.
Dukaz plyne bez prostfedné z V 15/I a vlastnosti deformace.

V 19/I1: Necht ¢ je grupoid s oborem operétorit 2. Pak existuje Q2-isomor-
fismus & na .

Dikaz: Necht i je identické zobrazeni pole G grupoidu ®. Pak i je ziejm&
deformace a podle V 16/1 je to 2-zobrazeni. Tim je véta dokdzana.

V 20/II: Necht d je 2-isomorfismus ®,/{2 na®,/Q2. Pak zobrazeni d~' inversni

d je 2- isomorfismus ®, na ®,.

Dukaz: Zobrazeni d-* inversni k d, je isomorfismus ®, na &, (B, 7.4.2/70),
jenZ je podle V 17/I Q- zobrazenim.

V 21/I1: Necht existuje L-isomorfismus d, grupoidu ¢,/2 na 8,/2 a Q-iso-
morfismus d, grupoidu &,/2 na &;/Q. Pak d = d,d, je Q-isomorfismus gru-
poidu ¢, na ©.

Dikaz: Deformace d = d,d, je isomorfismus ¢, na &, (B, 7.4.2/70) a toto
zobrazeni je 2-zobrazeni podle V 18/I.

Shrneme-li V 19/I1, 20/II 22/II, dostavame dusledek 4/II: Q-isomorfismus
grupoidt s tymZ oborem operétori je vztah reflexivni, symetricky a transitivni.

V 22/II: Necht & je grupoid s oborem operdtort £2. Pak kazdému operatoru
o e 2 piisludi urity faktoroid ® na grupoidu ®, ktery je isomorfni s Ge.

Dukaz: UZiti operatoru « na prvky z ® je zobrazeni grupoidu ® na ®a,
kde ®= je grupoid podle V 2/II. UZiti kazdého operatoru o na prvky z & pii-
slusi tedy urCity fakroroid ©, nebot toto zobrazeni je deformace vzhledem
k D 3/II a D 11/IL Pii tom kazdy prvek 4 « & je mnozina vSech prvkii @ « ),
které zndsobeny operatorem o« dédvaji tyZ operatorovy soufin ax. Je tedy ®
isomorfni s o (B, 9.1/82—83).

V 23/II: Necht grupoid /2 je pologrupa. Pak ®u je rovnéZ pologrupa pro
kazdé o € Q.

Dukaz: Necht a, b, ¢ jsou prvky z &. Pak podle predpokladu plati (ab)c =
= a(bc). Pro prvky z ®a plati podle D 3/II a s pouzitim asociativniho zékona
[(a) (b)) (c2) — [(ab)a] (c0) — [(ab)e) — (b — (anl(be)o] =

= (ax) [(b2) (co)] -

V 24/II: Necht /£ je pologrupa. Pak kazdad uspofddana skupina né¢kolika
prvkia v ®o, kde « je libovolny operator z £, ma jenom jeden soudin.

Dukaz: Podle V 23/II je ®« pologrupa pro kazdé « « 2 a pak kaZd4 uspo-
fadana skupina nékolika prvk v o ma jenom jeden soucin (B, 10.2.2/89—90).

Disledek 5/II: Necht ©/£2 je pologrupa. Pak faktoroid ® pfislusny libovol-
nému (pevnému) operatoru «: 2 je pologrupa.

Spravnost tvrzeni plyne z V 22/I1 a V 23/II.

V 25/I1: Je-li ®/2 grupoid s délenim, je ®« také grupoid s délenim pro kazdé
o e,

Dukaz: Necht a’, b’ jsou libovolné prvky z ®o. Pak v & exnstuu prvky a, b
tak, %e ax = a’, b = b'. ProtoZe ® je grupoid s délenim, existuji prvky x, y «®
tak, e ax — b, ya = b. Nyni plati b’ = ba = (ax)x = (ao) (xa) = a'(xa) a
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b’ = bx = (ya)a = (ya) (ax) = (y«)a’. Oznalime-li x’ = xa, y' = yo pak v G«
existuji prvky x', y' tak, Ze a’x’ = b, y'a’ = b’. Tim je v&ta dokdzéna.

Diisledek 6/II: Necht &/ je grupoid s dé¢lenim. Pak faktoroid @ pfislu$ny
libovolnému (pevnému) operdtoru o € 2 je rovnéz grupoid s délenim.

Spravnost tvrzeni plyne z V 22/II a V 25/IL

Pozn. 9/II: Jednoznalnost déleni se (obecn€) pii uZiti operdtoru na prvky
grupoidu nezachovavi, tj. je-li /£ quasigrupa, pak Go« neni obecné quasigrupa.

JestliZe uZiti operatoru o na prvky quasigrupy ®/2 nedefinuje meromorfni
nebo automorfni zobrazeni na ®, pak existuji aspofi dva prvky a, # a z ©,
pro né&Z a;o = ao = a'. Jestlize dale bo = &', xo = x’, x;0 = x;, p¥i CemZ
ax = b, a;x; = b, pak je x # x;, a tedy také (obecnd) x' + x, pfi CemZ plati
jednak a’x’ = b’ a jednak a'x; = b

V 26/II: Obsahuje-li grupoid ®/2 jednotkovy prvek I, pak G« je rovnéz
grupoid s jednotkovym prvkem. Jestlize I e o, pak I = 1 a I je jednotkovym
prvkem v Go. To plati pro kazdé « « 2.

Dikaz: Necht Ix = e, a’ je libovolny prvek z ®a, « ¢ 2. Pak v & existuje
prvek a tak, Ze a' = ax. Nyni a'e = (ax) (1o) = (al)a = ax = a’, ea’ =
= (1) (ax) = (la)x = ax = a’, a tedy e = la je jednotkovym prvkem v ®o.
Jestlize 1 € Ga, pak I je jednotkovym prvkem v o ¢ ®. Pfi tom ®o je grupoid
podle V 2/II a ten miize obsahovat nejvyse jeden jednotkovy prvek (B, 10.4/94).
Jetedy e = 1, tj. 1o = 1. To plati pro kazdé o € 2.

Disledek 7/I1: Necht /2 je grupoid s jednotkovym prvkem. Pak faktoroid &,
pfislusny libovolnému operdtoru « obsahuje rovnéZ jednotkovy prvek.

Spravnost tvrzeni plyne z V 22/IT a V 26/I1.

V 27/II: Necht existuje zobrazeni d pole G grupoidu ®/2 na mnoZinu G*.
Pak v G* lze definovat ndsobeni a na prvky z G* uZiti operatort z Q tak, Ze
G* je polem grupoidu ®* s oborem operdtort 2 a Ze d je 2-deformace © na ©*,
kdyZz rozklad G na G pfislusny d je vytvotujici.

Dukaz: Podle V 15/I1 Ize v G* definovat nasobeni prvki tak, Ze G* je polem
grupoidu G*, pfi ¢em? d je deformace & na ®*. Podle V 20/I 1ze definovat ope-
rétorové ndsobeni prvki z G* operitory z £2 tak, Ze d je Q- zobrazeni. Pak d
podle D 13'/II je ©2-deformace & na G*.

V 28/II: Necht existuje prosté zobrazeni i pole G grupoidu ®/2 na mno-
Zinu G*. Pak v G* lze definovat ndsobeni a na prvky z G* uZiti opertora z 2
tak, Ze i je 2-isomorfni zobrazeni ® na grupoid ®*.

Dikaz je analogicky dikazu V 27/II a plyne bezprostfedné z vét V' 16/I1,
V 21/1, z definice I 14/1I a pozn. 8/IL.

V 29/II: Necht existuje deformace d grupoidu ® na grupoid &*/2. Pak
faktoroid ® na ® piislusny deformaci d p¥ipousti obor operatori 2 tak, ze
®* a ® jsou operator-isomorfni.

Ditkaz: Rozklad & na ® pfisluSny deformaci d je vytvotujici (B, 8.1.2/72)
a je isomorfni s ®* (B, 9.1/82—83). Existuje tedy prosté zobrazeni i grupoidu &*
na . Pedle V 21/1 Ize definovat operatorové nasobeni prvki z ® operdtory z 2
tak, Ze i je £2-zobrazeni * na ®. Tedy podle D 14/II a pozn. 8/II jsou ©* a &
operator-isomorfni.

V 30/I1: Necht existuje deformace d grupoidu @ na grupoid ©*/Q. Pak lze
definovat operatorové nasobeni prvki z ® operatory z Q tak, Ze d je 2-zobrazeni

53



& na ®*. Lze-li operitorovi nasobeni definovat tak, Ze plati B 3/II, pak d
je 2-deformace.

Dkaz plyne bezprostfedné z V 23/Ta D 13'/1.

V 31/II: Necht existuje £2-deformace d grupoidu ¢/ na grupoid */Q.
Pak plati:

a) Vytvotujici rozklad G grupoidu &, patfici k 2-deformaci d, je piipustny.

b) Existuje deformace grupoidu G« na grupoid ®*a pro kazdé « « Q. Tato
deformace grupoidu B« na &*o je ptuvodni deformace d.

Dikaz: a) Rozklad G grupoidu & patfici k deformaci d grupoidu & na G*
je vytvorujici (B 8.1.2/72). Protoze 2-deformace je £2-zobrazeni pole G na G*,
pak rozklad patncn k tomuto 2-zobrazeni je pnpustny podle V 24/ I a).

b) Podle V 24/I b) existuje zobrazeni mnoZiny Go na mnoZinu G*x pro
kazdé o e 2. Toto zobrazeni je piivodni zobrazeni d. ProtoZe Gx a G*u jsou
podle V 2/II pole grupoidil ®x a ®*« a je o c &, *a ¢ G* pro kazdé o 2,
proto zobrazeni d je deformace grupoidu Go na B*a pro kazdé o « 2.

V 32/II: Necht grupoidy % a %’ maji ty% obor operatorii 2 a necht U’ je
pfipustny podgrupoid v .

a) Necht existuje Q-isomorfismus g podgrupoidu ¥’ na B’'. Pak existuje
nadgrupoid B na %', jenZ pfipousti obor operatoru 2 tak, %e existuje £2-isomor-
fismus f grupoidu A/2 na B/Q. Isomorfismus f v sobé obsahuje pivodni iso-
morfismus g.

b) Necht existuje Q-isomorfismus g, grupoidu B’ na podgrupoid ', Pak
existuje nadgrupoid B na %', jenZ pfipouti obor operatoru Q tak, Ze existuje
0-isomorfismus f, grupoidu SB na grupoid 2. Isomorfismus f; v sobé obsahuje
puvodni isomorfismus g,.

Dukaz: a) Utvofime mnoZinu B Jako v ditkazu V 19/1 a), pak existuje prosté
0Q-zobrazeni f mnoZiny A na B, jeZ v sobé obsahu)e puvodru zobrazeni g.
Nasobeni v B definujeme tak, Ze, kdyZ fa = o', fo = b', fc = 'y a, b, c € 4,
a',b',c eB, pak a'b’ =¢/, jestliie ab =c. Zfejmé se zachovévé nésobeni v SB
a fje tedy deformace %A na B, jeZ v sob& obsahuje puvodni isomorfismus g a
tvrzeni a) je dokdzano.

b) Mnozinu B vytvoiime jako v dikazu V 19/I b). Podle této véty existuje
prosté Q-zobrazeni f, mnoZiny B na A, a tedy podle V 17/I také prosté Q-zobra-
zeni f;' = f mnoZziny 4 na B. Definujeme-li nasobeni v B tak, jak jsme uvedli
v dikazu &asti a) nadi véty, pak f je Q-isomorfismus % na B, a tedy f' = f,
je pak 2-isomorfismus B na ¥ podle V 17/I a véta je dokdzana.

§ 4. Q-isomorfismus grupoidi

V 33/I1: Necht existuje 2-deformace d grupoidu ¢/2 na grupoid G*/Q. Pak
faktoroid D na grupoidu & ptisluiny deformaci d je operdtor-isomorfni s G*.

Dikaz: Pole D faktoroidu D je rozklad grupoidu & pfislusny deformaci d
grupoidu ® na G* . Podle V 31/II a) je tento vytvofujici rozklad p¥ipustny.
S druhé strany existuje isomorfismus i faktoroidu ® na grupoid ®*, pti ¢emz
plati id = da pro kazdy prvek @ ¢ D a kazdy prvek a € d (B, 9.1/82—83). Poné-
vadz (da)rx = d(ax), proto také (i@)- « = i(d-«) pro kaidé « ¢ 2 podle
V 25/1. Jsou tedy splnény podminky D 14/II a véta je dokdzéna.
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V 34/I1: Necht grupoid &*/2 je operitor-isomorfni s nékterym pfipustnym
faktoroidem D na grupoidu ®/Q. Pak existuje 2-deformace d grupoidu ® na
grupoid ®*.

Dukaz: Oznatme D pole p¥ipustného faktoroidu D na grupoidu ®, ktery je
operator- isomorfni s §*. Pak existuje d:formace d grupoidu & na &* (B, 9.L/83).
Deformace d je déna podminkou, aby da = i@ pro ka?dé a « @ a ka?dé a <D,
pfi &em? i je operator-isomorfni zobrazeni ® na &*. Tim jsou pro deformaci d
splnény podmirky z ditkazu V 26/, a protoZe i je prosté £-zobrazeni pole D
na G*, je d podle V-26/I Q-zobrazeni G na G*, a tedy d je 2-deformace.

Obé véty V 33/II a V 34/II miZeme shrnout v jednu vétu, tzv. prvai vétu
o operator-isomorfismu grupoidi.

V 35/II: KdyZ grupoid &*/Q je operator-homomorfni s grupoidem /2,
pak je operator-isomorfni s jistym faktoroidem na ®&; kdyZz grupoid G*/Q je
operétor-isomorfni s nékterym pfipustnym faktoroidem ® na grupoidu /2,
pak je operator-homomorfni s grupoidem ®.

V 36/II: (Druhd véta o operator- isomorfismu): Necht 8 c ® je pfipustny
podgrupoid a % ptipustny faktoroid v grupoidu ®/2 a necht B n s4 # 0.
Pak obal 8 C A ( podgrupoidu  ve faktoroidu 9 a prasek B MU podgrupoidu B
s faktoroidem % jsou operdtor-isomorfni. Operitor-isomorfismus je dén inci-
denci prvki.

Dukaz: Podle V 27/I existuje prosté £2- zobrazeni i obalu B [ A na prisek
B 4. Toto zobrazeni je ddno incidenci prvké. Podle V 11/If a V / 12/IX jsou

% C 9 a B MU piipustné faktoroidy. Prosté zobrazeni i obalu 6 C % na 8 M gI
je isomorfismus (B, 9.2/84—85), a tedy podle D 14/II a pozn. 8/II jsou B T %
a B r Y operator-isomorfni.

Dusledek 8/II: Necht pfipustny faktoroid U je na grupoidu ®/2. Pak obal
piipustného podgrupoidu B ve faktoroidu U a prasek faktoroidu % s podgru-
poidem B jsou operatonsomorfm

Podle pfedpokladu je totiz vidy B n s4 # 0, a tedy jsou splnény pfedpo-
klady V 36/IL.

V 37/11: (Tteti véta o operétor-isomorfismu): Libovolny piipustny faktoroid B
na néjakém piipustném faktoroidu 8 grupoidu ®/Q a zikryt 9 faktoroidu B,
vynuceny faktoroidem B, jsou operator-isomortni. Tento Q-isomorfismus kaz-
gen:lp prvku be® piifazuje pravé ten prvek g %, pro ktery plati ¢ = Ub,

beb, beB.

Ditkaz: Podle V 13/I je pole A faktoroidu % pfipustny rozklad a podle
V 28/ existuje prosté £-zobrazeni i ptipustného rozkladu B na pfipustny roz-
klad 4, v ném kazdému prvku b « Bj je pfifadén pravé ten prvek 4 e 4, pro
ktery plati, Ze @ = Ub,kde b ¢b, b ¢ B. Protoze, jak vime, je 4 polem fakto-
roidu 9, pak toto zobrazeni i faktoroidu B na faktoroid ¥ je isomorfismus

(B, 9.3/85— 86), a tedy podle D 14/I1 a pozn. 8/II jsou B a¥ operitor-isomorfni.
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11I. GRUPY S OPERATORY

§ 1. Zakladni pojmy a véty

D 1/II1: Je-li grupoid ®/£2 grupa, pak fikime, Ze & je grupa s oborem opera-
torar £ a znaCime to /0.

V 1/III: Necht &/ je grupa, a prvek z © a 1 jednotkovy prvek v ®. Pak

lati:
P a) G je podgrupa v ®; b) 1o = 1; ¢) (ax)™' = a~'a pro kazdé o € 2.

Dukaz: a) Podle V 23/II je ®« pologrupa, tj. pro nasobeni plati zékon aso-
ciativni. Podle V 25/IT je G« grupoid s délenim. Tedy pro kazdé dva prvky a’,
¢ € ®o existuje aspon jeden prvek &' € G« tak, Ze a’ = b'c’. Podobné pro kazdé
dva prvky a'y b’ « ®« existuje alespoii jeden prvek ¢’ e B« tak, Ze a’ = b'c’.
Pti tom pro kazdé dva prvky &',¢" € ®x existuje pravé jeden prvek a’ « Gu tak,
7e a’ = b'c’, nebot Gu je podgrupoid v & podle V2/IL Jsou tedy spinény pod-
minky pro to, aby G« byla grupa (Kurosch, Gruppentheorie, Lemma 1, str. 25).

b) ProtoZe G je podgrupa v ®, obsahuje jednotkovy prvek I grupy ®, a tedy
podle V 26/II je To = 1

¢) Necht nyni a je libovolny prvek z . Pak plati (ax) (a7 a) = (aa")o =
= Jo = 1, a tedy a'« je prvek inversni k ae. Ten je, jak vime, jenom jeden,
a tedy (ao)™ = a o

D 2/III: Necht ® je grupa s oborem operatort £2. Podgrupa % grupy ®, ktera
je piipustnym podgrupoidem v &, se nazyva piipustnd podgrupa v .

Umluva 1/III: Mluvime-li o piipustnych podgrupich, pak to znamena, Ze
jde o pipustné podgrupy jedné a téZe grupy s danym oborem operitori Q.

Pozn. 1/III: Na piipustnou podgrupu A grupy /2 se mizeme tedy divat
jako na grupu s tymZ% oborem operatort 2, tj. A/Q.

V 2/III: Prunik libovolného neprizdného systému piipustnych podgrup
v grupé ®/Q je ptipustnd podgrupa.

Dukaz: Prinik neprdzdného systému podgrup neni prazdny, nebot obsa-
huje jednotkovy prvek 1. Podle V 1/II je tento prumik pfipustny podgrupoid,
jenZ je podgrupou (B, 11.5.1/105), a tedy podle D 2/III je pfipustnou podgrupou.

V 3/II: Necht ¥ je piipustnd podgrupa v grupé ©/Q. Pak %« je podgrupa v %
a v o pro kazdé « € Q.

Dukaz plyne bezprostfedné z V 1/III a V 2/IL.

V 4/III: Necht %, 9 jsou zaménitelné piipusiné podgrupy v &/L. Pak plati:

a) soucin AB je piipustna podgrupa v &,

b) podgrupy e, Vo jsou zamenitelné v o i v @ pro kazdé o € Q.

Dukaz: a) Jsou-li %, B zaménitelné podgrupy, pak AB = € je podgrupa v &
(B, 11.5.2/107), jez je podle V 4/I a D 2/III p¥ipustna.

b) Podle V 3/III jsou Az, Vo podgrupy v Go c . Podle V 3/II plati
() (Bor) = (UB)e pro kazdé o e 2. Ponévadz AV = B, jsou také Aax, Vo za-
ménitelné podgrupy v Ga c ©.

V 5/III: Nutna a postacujici podminka pro to, aby podgrupa 8 # & grupy
/£ byla pfipustnd, je, aby % byla prinikem dvou navzdjem riznych piipustnych
komplext U, € v grupé ®/£.

Dukaz plyne bezprostfedné z V 5/I, pozn. 3/II a D 2/IIL
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§ 2. P¥ipustné rozklady a faktorové grupy

Pozn. 2/III: V dalsich uvahich si budeme v§imat jen levych rozkladu grupy.
Je zfejmé, e analogické Gvahy plati i pro pravé rozklady.

A\ 6/III' Necht ® je grupa s oborem operatoru 0. Pak levy rozklad Qﬁ/ﬁ’l grupy
& vytvofeny podgrupou U je piipustny tehdy a jen tehdy, je-li 9 pfipustna
podgrupa.

Dukaz: Necht a je libovolny prvek z ®, o libovolny opertor z 2 a %
pfipustna podgrupa. Pak (a)o = (ax) (Ue) podle V 3/II a Ax c A podle pied-
pokladu. Pak (a2)o ¢ a'%, kde a’ = aw. PoloZime-li (a2) - o = a'¥, jsou spl-
nény podminky D 5/I a rozklad &/, je tedy piipustny.

Neni-li % pfipustnd podgrupa, pak neplati %o < %, a tedy také (a2)x neni
(obecn¢) podmnoZinou v @'Y, kde a’ = ax, a tedy ®/,2 neni ptipustny rozklad.
Tim je véta dokdzina.

V 7/II: Levy rozklad grupy &/ vytvoteny podgrupou 2 (B) je piipustnym
zékrytem (zjemnénim) levého rozkladu vytvofeného podgrupou B(%) tehdy a
jen tehdy, kdyZ %, ¥ jsou pFipustné podgrupy a kdyZ 9 je nadgrupou na 9.

Dukaz: Levy rozklad grupy ® vytvofeny podgrupou % () je zakrytem
(zjemnénim) levého rozkladu vytvofeného podgrupou % (%) tehdy a jen tehdy,
kdyZ podgrupa % je nadgrupou na % (B, 12.3.2/115). P¥i tom &/,2, &/B jsou pii-
pustné tehdy a jen tehdy podle V 6/III, kdyz 2, % jsou piipustné podgrupy.
Tim je véta dokdzina.

V 8/III: Necht % c 9, € jsou podgrupy v ®, a necht ¢ = CU. Pak plati:

1. € CB/A=(C n B)AA,
2. BUME = n BY, E n W.

Dikaz: B, 12.4.1/117.

Disledek 1/III: JestliZe specidlné B = ®, pak plati:
1. € C /A = 6A/A,

2. B[UAMNE = L/I(L n A),
nebot € n B =

V 9/I1I: Necht Q[ c %, € jsou pfipustné podgrupy v G/ a necht AC = €.
Pak rozklady v rovnostech 1. a 2. z véty V 8/I1I jsou piipustné.

Dukaz: 1. Vzhledem k rovnosti 1.z V 8/III stadi dokazat, Ze rozklad
(€ n W) A/A je piipustny. Protoze A, B, € jsou piipustné podgrupy, pak podle
V 2/11X jejich prinik % n B je piipustnd podgrupa. Podle V 4/II je soutin
(€ n B) A ptipustny a je podgrupou v ® (B, 12.4.1/117). Pak podle V 6/III je
levy rozklad piipustné podgrupy (€ n B) ¥ vytvofeny piipustnou podgrupou
A piipustny.

2.Vzhledemk rovnosti 2.z V 8/IKI stali dokazat, Ze rozklad (€ n %)/, (€ n %)
)e prlpusmy Piedné € 0 B, € n U jsou prxpustne podgrupy podle V 2/IIL,
pii cegz CnYo En Tedy podle V 6/III je (€ n %) A/,(C 1 B) pipustny
rozkla

Diisledek 2/III: Jestlize speciélné B = &, pak rozklady v rovnostech 1. a 2. -
z dusledku 1/III jsou piipustné.

D 3/III: KdyZ né&jaka pedgrupa % v grupé & se vyznacuje tim, Ze leva a prava
tfida kazdého prvku a € & vzhledem k podgrupe U splyvaii, tj. kdyz p]am rovnost
a¥l = Ua pro kazdy prvek a « ®, pak pravxme, ze U jest invariantni nebo nor-
mdlIni podgrupou v grupé ®.

i
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V tomto pfipadé oviem levy a pravy rozklad grupy & vytvofeny podgrupou U
splyvaji v jeden tzv. rozklad grupy ® vytvoieny podgrupou 2. (B, 13.1/120).

V 10/II1: Je-li % ptipustna invariantni podgrupa v &/, pak e« je invariantni
podgrupa v Go pro kazdé o € Q.

Dukaz: Podle V 1/III je G« podgrupa v ® a %« je podgrupa v Ga podle
V 3/IIL. Podle pfedpokladu plati a9 = a pro kazdy prvek a « &. Necht a’ je
libovolny prvek z ®o. Pak v 9 existuje aspoil jeden prvek a tak, Ze a’ = ax. Pak
plati a'(Ue) = (ax) W) = (aW)or = (Ya)ox = (Aex) (aor) == (Ya)a’ podle V 3/II
a pfedpokladu, Ze 2 je invariantni. Je tedy %« invariantni podgrupa v ®o.

Pozn. 3/II1: A« nemusi byt invariantni v &, nebot podgrupa G« je obecnd
riiznd od & (B, 13.2.2/121).

V 11/II1: Necht podgrupy 2, 9B j jsou pnpustne v &/2 anecht % c B. Kdyz %
je invariantni podgrupa v ¢, pak 9o je invariantni v podgrupé Ba prokazd¢ aef.

Diukaz: % je invariantni v 8 (B, 13.2.2/121). Pak % je invariantni v B« pro
kazdé o € 2 podle V 10/IIL Ax, B jsou podgrupy v $o podle V 3/II1, pfi CemZ
Uz ¢ Ba,

V 12/III: KdyZ pfipustna podgrupa % c /2 je invariantni v ®, pak %o je za-
ménitelnd s kazdou podgrupou B c Gor.

Diikaz: Podle V 10/III je %A« invariantni v ®e, a tedy zaménitelnd s kaZdou
podgrupou B v Go (B, 13.2.3/121).

Pozn. 4/III: Jestlize € je pfipustnd podgrupa v ®/Q, pak Yo z V 12/III je
zaménitelnd s o, nebot €o je podle V 3/III podgrupa v e

V 13/III: KdyZ podgrupy 2, B jsou piipustné a invariantni v /2, pak také
prinik A n B a soudin AV jsou piipustné invariantni podgrupy v grupé ©/Q.

Dikaz: Pranik % n B a soudin UV jsou invariantni podgrupy v ® (B, 13.2.4/
121). Prinik & n B je pak piipustnd podgrupa v @ podle V 2/IIIL. Podle V 4/II1
je soucin AV piipustnad podgrupa v ©.

V 14/II1: (Oreova véta pro grupy s operatory): Necht % c €, B jsou libo-
volné piipustné invariantni podgrupy v &/2. Pak AW n €) a AB n € jsou
pfipustné podgrupy a plati
(1,3) (@) [(Be) n (€] = [AU)(BX)] n (€
pro kazdé o € Q.

Diikaz: Predné A®B n €) a (UB) n € jsou podgrupy v & a plati pro n&
ADB n €) = AB n € (B, 13.2.5/121—122). Podle V 2/III a V 4/III jsou tyto
podgrupy pfipustné. Podle V 10/III jsou Ax, Bo, Co invariantni podgrupy
v ®a a podle V 3/III je Ax < Cx. Plati tedy (Ae)[(Bo) n (Ca)] = [(Ye)(Be)] n
n (Ca) pro kazdé o « 2.

v 15/III Levy rozklad ®/,% grupy ®/ vatvoreny podgrupou 9 je pfipustny
a vytvotujici tehdy a jen tehdy, kdyZ 9 je pFipustna invariantni podgrupa v ®.
Pti tom pro kazdé « ¢ 2 plati

[(@2)(BA)] * o = (@) (bo)A = [(aA) + ] [(BA) * «].

Dikaz: Levy rozklad ®/,% grupy ® je vytvotujici tehdy a jen tehdy, je-li %
invariantni podgrupa v & (B, 13.3.1/122—123). Avs$ak ¢/ je piipustny podle
V 6/III tehdy a jen tehdy, je-li ¥ p¥ipustnd podgrupa v . Diéle plati (a2) (b%) =
= abW(B, 13.3/122—123). PouZijeme-li jest&¢ V 3/II a D 3/II plati pro kaZdé
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o€ 2: [(a¥) (W] = [(ab)A] = [(ab)o](Ax) = (ax) (bax) (Ax). Aviak Aax c
c U, nebot A je piipustna podgrupa. Mame tedy celkem [(a2)(b)]x c
c (ao)(bo)¥ a podle D 5/I miazeme psat [(a) (bA)] - o« = (ax) (ba)A. Déle
podle V 3/II a D 5/I plati [(a¥) (b3)]x = [(aW)e] [(6WA)] < [(a)- o] [(BA)- o].
Protoze kazdé dva prvky rozkladu, jeZ jsou incidentni, jsou totoZné, proto
[(a2) (B20)] - & = (o) (bo)U = [(a) * o] [(B) - ). ‘

V 16/III: Necht ® je grupa s oborem operatori 2. Pak viechny p¥ipustné
vytvofujici rozklady grupy ® jsou pravé jenom rozklady vytvofené jednotlivymi
invariantnimi pfipustnymi podgrupami v ®.

Ditkaz: VSechny vytvofujici rozklady grupy jsou prédvé jenom rozklad
vytvofené jednotlivymi invariantnimi podgrupami v & (B, 13.3.2/124—125).
Protoze /% je piipustny rozklad podle V 6/III tehdy a jen tehdy, kdyz % je
piipustna podgrupa a protoZe &/ = ¢/, % = ©/%, je-li A invariantni podgrupa,
je véta dokazéna.

V 17/111: Necht A, B jsou libovolné piipustné vytvofujici rozklady na grupé
©/£2. Rozklad A(B) je ptipustnym zékrytem (zjemnénim) ptipustného rozkladu
B(A) tehdy a jen tehdy, kdyz 4 = ®/¥, B = /B a kdyz ¥ je pfipustnd in-
variantni nadgrupa na pfipustné invariantni podgrupé B v ®.

Dikaz: Podle V 16/I11 je rozklad A (B) ptipustny a vytvotujici tehdy a jen
tehdy, je-1i vytvofen jistou p¥ipustnou invariantni podgrupou % (8B) v ®. Dalsi
&ast tvrzeni plyne z V 7/IIL

V 18/III: Necht ® je grupa s oborem operatortt 2. Pak kazdému operitoru
o € Q piislusi urdita faktorova grupa & na grupé ®, kterd je isomorfni s $« pro
kazdé o « Q.

Dikaz: Podle V 22/II je faktoroid & na ® p¥isluiny operatoru o isomorfni
s ®a, pii CemZ G je grupa podle V 1/IIL

Necht & je libovolny piipustny faktoroid na grupé ©/Q. Podle definice pti-
pustného faktoroidu je pole faktoroidu ® jisty pfipustny vytvofujici rozklad
grupy ®. Ten je podle véty V 16/III vytvofen jistou invariantni piipustnou
podgrupou A v ®. Pii tom podle V 15/F1I plati

[(a2) (B2)] * o = [(a) + o] [(BA) * o] = (ac) (ba)A pro kazdé « € 2.

V 19/I11: Ptipustny faktoroid & na grup& /2 je grupa s oborem operatora £2,
v niZ jednotkovym prvkem je pole jisté pfipustné invariantni podgrupy %
a prvek inversni vzhledem k libovolnému prvku a2l je a~'3.

Dikaz: Pripustny faktoroid ® na grupé ®/2 je vytvofen, jak bylo shora
feleno, jistou invariantni p¥ipustnou podgrupou %. Jeho jednotkovym prvkem
je pole této invariantni podgrupy 2 a prvek inversni k prvku a¥% je a9 (B,
14.1/126 —127). ProtoZe plati [(a2) (}%)] - & = [(a%) - o] [(6Y) - «] podle V15/I11,
je ® grupa s oborem operétort podle D 1/IIL )

Kazdy pfipustny faktoroid ® na grupé ®/12 je tedy grupou s oborem opera-
tortt 2, tj. $/£, a jest urCen jednozna¢né jistou pfipustnou invariantni pod-
grupou A v &, a to tim zplisobem, Ze pole faktoroidu & je rozklad grupy tvofeny
podgrupou .

D 4/III: P¥ipustny faktoroid & na ®/f nazjvime faktorova grupa s oborem

59



operatoru £ neboli grupa tiid s oborem operétori £ a pravime, Ze jest vy-
tvofena piipustnou invariantni podgrupou 9A; oznaCujeme ji symbolem
(®/20)/2.

Na zdklad¢ véty V 16/IXI mame tento piehled o viech moZnych pfipustnych
faktoroidech na libovolné grupé &/Q.

Dusledek 3/III: VSechny pfipustné faktoroidy grupy ®/2 jsou pravé jenom
takové faktorové grupy na © s oborem operatora £, jez jsou vytvofeny jednotli~
vymi prlpusmyml invariantnimi podgrupami v ®.

Viimnéme si, Ze nejvétsim (nejmensim) piipustnym faktoroidem na grupé
/2 je tzv. nejvetsi (nejmensi) faktorova grupa &/® (®/C) s oborem operatori 2;
je vytvofena nejvétsi (nejmensif) pfipustnou invariantni podgrupou v ®, tj.
podgrupou ® (€). Podg upa ® je pfipustna podle definice. Podgrupa € je tvofena
jedinym prvkem, tj. icdnoﬂ(ovym prvkem grupy 1, pro ktery podle V 1/III
plati Je = 1 pro kazdé o« € 2, a tedy € je pfipustna podgrupa.

Vlastnosti faktorovych grup s operdtory plynou z vlastnosti pfipustnych
vytvofujicich rozkladi grupy.

V 20/III: Necht G/, &/B jsou libovolné faktorové grupy s oborem operé-
tort £ na ®/Q. Pak faktorova grupa &/ (&/9) je pfipustnym zdkrytem (zjemné-
nim) faktorové grupy ®/% (6/%) tehdy a jen tehdy, kdyZ pfipustnd invariantni
podgrupa % je nadgrupou na pfipustné invariantni podgrupé B v ¢.

Ditkaz: Oznalime-li 4 = ®/%, B = &/9, pak tvrzeni plyne z V 17/III
a D 4/II1

V 21/III: Nech? B je libovolna pnpustné invariantni podgrupa v grupé
/£ a necht ¥, je libovolna invariantni pnpustna podgrupa ve fektorové grupé
®/B. Pak faktorova grupa ®/8 ma rovnéZ obor operatortt £2 a ]e)l zdkryt, vy-
nuceny faktorovou grupou (&/8)/%,, ktera ma také obor operatoru .Q, je fakto-
rova grupa ®/2 s oborem operatord Q. Pole invariantni pnpusme podgrupy
A v ® je soucet viech prvki grupy ®/%, z nichZ se skldda invariantni piipustni
podgrupa B,. Podgrupa 9, je grupa %/% s oborem operator £.

Dukaz: Véta je spravnd, neuvazujeme-li tvrzeni tykajici se operitorii
(B, 14.5/128--129). Rozklad &/B je piipustny podle V 6/II1, a tedy ®/3 je
faktorova grupa s oborem operatorii £ podle D 4/III a V 15/II1. Z téhoz du-
vodu mé rovnéZ faktorova grupa (¢/9)/3, obor operatori 2. Protoze faktorova
grupa G/ je zakrytem pfipustného faktoroidu ®/8 vynucenym piipustnym
faktoroidem (&/8)/®, na ®/B, proto také faktoroid &/ je podle V 14/II pii-
pustny, a tedy &/ je faktorova grupa s oborem operdtort £2. Pfi tom 9 musi
byt pfipustna invariantni podgrupa v & podle V 15/III. ProtoZze 9B, = A/V
a %A md obor operdtora £, B je pripustnd podgrupa, ma faktorova grupa /Y
obor operatort £ podle V 15/III a D 4/IIIL. Tim je véta dokdzana.

V 22/II1: Necht %, B, € jsou piipustné v ¢/£2, necht U je invariantni pod-
grupa v B a necht AC = G, pak faktoroidy € C (B/A), (B/U) M €, (€ n BV)A/A
a (€ n BV)/(C n A) jsou piipustné.

Dukaz: UvaZované rozklady jsou faktoroidy (B, 14.4.1/128). Dalsi Cast
tvrzeni plyne z V 9/III a z toho, Ze levy a pravy rozklad grupy vytvofené in-
variantni podgrupou splyvaji.

Disledek 4/III: Jestlize ¥ = ©, pak rozklady € i (®/90), (&/%) ™ €, 6A/A
a /(€ n ) jsou piipustné.

Dukaz tvrzeni plyne bezprostiedné z V 22/III a dasledku 2/III.
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§ 3. 2-deformace

V 23/II1: Necht ® je grupa s oborem operatorit 2 a necht existuje deformace
d grupy ® na grupoid ®*. Pak lze definovat uZiti opertort z 2 na prvky z G*
tak, Zze d je Q2-deformace ® na grupu G*/Q.

Dukaz: Grupoid &* je grupa (B, 15.1.1/129). Definujeme-li ndsobeni prvkit
z &* operédtory z 2 jako v dikazu V 27/II, pak deformace d je Q-deformace.

V 24/III: Necht existuje isomorfni zobrazeni i grupy ®/2 na grupoid ®*.
Pak lze definovat uZiti operdtortt z 2 na prvky z G* tak, Ze i je Q-isomorfni
zobrazeni ® na grupu G*/Q.

Dikaz: ProtoZe i je deformace, je véta spravna, jak plyne z V 23/III a V 28/IL.

V 25/III: Necht existuje deformace d grupy ® na grupoid &*/2. Pak fakto-
roid & na & piislu$ny deformaci d pfipousti obor operatorit 2 tak, Zze B* a &
jsou operator-isomorfni.

Dikaz plyne bezprostfedné z V 29/1X a z toho, Ze ®* je grupa (B,15.1.1/128).

V 26/II1: Necht existuje deformace d grupy & na grupoid &*/2. Pak lIze
definovat operatorové nasobeni prvka z ¢ operatory z 2 tak, Ze d je Q-zobra-
zeni @ na grupu G*; lze-li operdtorové nisobeni definovat tak, Ze plati Ib 3/II,
pak d je Q-deformace.

Dikaz: Jak jiz bylo feceno, je ¢* grupa. Dalsi tvrzeni plyne bezprostiedné
z V 30/I1.

V 27/III: Necht @ a ®* jsou grupoidy s oborem operatoril £2 a necht existuje
Q-deformace d grupoidu ® na &*. Pak plati:

a) Faktoroid & na & pfislusny 2-deformaci d je pfipustny a je to grupa, je-li
®* grupa. )

b) Je-li ® grupa, pak G* je grupa a existuje deformace grupy ®« na grupu G*«
pro kazdé « € 2. Tato deformace je pavodni deformace d.

Dukaz: a) Faktoroid ® je grupa (B, 15.1.2/130), jeZ je pfipustnd podle
V 31/IIa).

b) Piedné &* je grupa (B, 15.1.1/129). Dile ®«, ®*« jsou rovnéZ grupy podle
V 1/IIL Podle V 31/I1 b) existuje deformace grupoidu G« na grupoid ®*a.
Tato deformace je pavodni deformace d.

V 28/III: (Cayleyova véta pro grupy s operatory): Kazdd grupa s oborem
operatorit £ je operator-isomorfni s jistou permutacri grupou (s oborem
operatorii £2).

Dukaz: Kazd4d grupa ® je isomorfni s jistou permutaéni grupou %, (B,
15.2.2/131—132). Podle V 24/III lze definovat operatorové nasobeni prvki
z I, operétory z £ tak, Ze grupa ® je operator-isomorfni s ¥,.

Disledek 5/III: Z pravé uvedené véty vyplyvé, Ze kazda abstraktni grupa
/2 se da realisovat piisluSnou permutalni grupou I, kde uZiti operatorit
z 2 na prvky Z; bylo vhodné definovéno tak, Ze ® a ¥, jsou operator-isomorfni.
Protoe kazdé uZiti operitoru o € 2 na prvky grupy ® znamend endomorfni
zobrazeni (v $ir$§im smyslu) grupy ®, pak viechny moZné endomorfismy grupy
T, isomorfni s & nam representuji abstraktni grupu ® se viemi moznymi obory -
operitort. Endomorfnim zobrazenim v $ir$im smyslu pfi tom rozumime, Ze to
muiize byt deformace grupy do sebe nebo isomorfni zobrazeni do sebe nebo
na sebe.
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§ 4. Operiator-isomorfismus grup

V 29/III: Necht existuje Q-deformace d grupy &/Q na grupu G*/Q. Pak
mnozina vSech vzorti v d jednotkového prvku grupy &* tvofi piipustnou in-
variantni podgrupu ® v ® a faktorovd grupa ®/® na ®, vytvofena piipustnou
invariantni podgrupou 9, je operitor-isomorfni s ®*.

Dukaz: Faktoroid ® na ® pfisluSny k deformaci d grupy ® na &* je pfi-
pustny podle V 27/III a). Podle V 33/II je tento faktoroid operator-isomorfni
s ®*. Protoze faktoroid & je faktorova grupa ®/® vytvofend invariantni pod-
grupou D (B, 15.3.1/133) a ponévadz faktoroid & = ®/D je piipustny, je podle
V 6/III podgrupa D piipustnd. Tim je véta dokazina.

V 30/III: Necht D je invariantni p¥ipustné podgrupa v &/. Pak zobrazeni d,
jez kazdému prvku a «® piifazuje tu tiidu faktorové grupy (&/9)/Q, kterd
tento prvek obsahuje, je 2-deformace ¢ na &/D.

D 5/III: Q-deformaci-z pfedchozi véty nazyvame piirozeny operator-homo-
morfismus nebo krateji piirozend £2-deformace.

Dukaz: Kazda tiida z ®/D je tvaru 4D, kde b « ®, a je obrazem aspon jednoho
prvku z ®. Necht a je libovolny prvek z &, @ jemu pfifazeny prvek rozkladu
®/D v zobrazeni d, tj. da = 4. ProtoZe @ obsahuje prvek a, pak d = aD, jak
plyne z definice a vlastnosti rozkladu ®/®. Tedy da = @ = a®. Analogicky
db = b =159, dI =d = ID, kde I je jednotkovy prvek grupy ©. Jestlize
ab =¢, pak (da)(db) = a-b = (aD) (bD) = abD = ¢D = ¢ = dc = dab, jak
plyne z definice nédsobeni tfid v /D a z definice zobrazeni d. Zobrazeni d je
tedy deformace. Necht ax = a’, pak d(ax) = da’ = @’ = a'D = (ax) (12)D =
= (aD)x podle V 15/IIL Je tedy d(a - o) = (da) - « a d je Q-zobrazeni, ¢imZ
je véta dokazana. v

V 31/II1: Necht existuje £2-deformace grupy &/ na grupu ®*/2 a necht
D je mnozina viech vzora v d jednotkového prvka I* grupy G*. Necht g je
piirozend 2-deformace ® na ®/D. Pak existuje £2-isomorfismus i grupy /D na
®* tak, Ze d = ig.

Dikaz: Necht da = a*, a ¢ ®, a* « ®*. Pak mnoZina vech vzort v d jednot-
kového prvku I* grupy ®* tvoii pfipustnou invariantni podgrupu ® v ® a fakto-
rové grupa ®/D je operator-isomorfni s *. Tento operator-isomorfismus i pfi-
fazuje kazdému prvku @ = ad grupy ®/D ten prvek a* ¢ *, pro ktery plati
da = a*. Jest totiz da, = a* pro kazdy prvek a, € d, nebot a;, = ad, kde d €D,
a tedy da, = d(ad) = (da) (dd) = a*1* = a*. Pro piirozenou -deformaci
g grupy ® na &/ plati ga, = 4, a, €« @ = a®. Pak i(ga,) = id = a*. PonévadZ
i a g jsou 2-deformace, je také d = ig podle V 17/kI £-deformace.

Vétu V 31/IIT muZeme také vyslovit takto:

V 31'/III: VSemi pfirozenymi Q2-deformacemi grupy ®/2 na viechny jeji
faktorové grupy s oborem operatortt 2 jsou vylerpany viechny Q-deformace
této grupy, tj. operator-homomorfni obraz grupy ®/2 pfi néjaké 2-deformaci d
da se tak zobrazit na jistou faktorovou grupu (s oborem operétorii £2) na grupé
©/Q2, ze Q-deformace piejde v piirozenou £2-deformaci ® na tuto faktorovou
grupu.

V 32/III: Necht grupa */2 je operdtor-isomorfni s faktorovou grupou na
®/0, vytvofenou néjakou piipustnou invariantni podgrupou® v ®. Pak existuje
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2-deformace d-grupy & na @* takovd, e D se skldd4 ze vSech vzorii v d jednot-
kového prvku grupy &*.

Dukaz: Faktorovd grupa ®/D je faktoroid na &, ktery je operator-lsomorfm
s @*. Podle V 34/II existuje Q2-deformace d grupy ® na ®*. Pfi tom D se skladd
ze viech vzort v d jednotkového prvku grupy &* (B, 15.3.1/133).

V 33/II1: (Prvni veta o operdtor-isomorfismu): KdyZ grupa $*/£2 je operétor-
-homomorfni s grupou ®/Q, pak je operdtor-isomorfni s jistou faktorovou
grupou ®/D; kdyZ grupa ®*/2 je operitor-isomorfni s n&kterou piipustnou
faktorovou grupou ®/d na grupé ®/£, pak je operator-homomorfni s ®.

Dukaz: Véta je shrnutim V 29/IIT a V 32/II1.

V 34/III: (Druhd véta o operitor-isomorfismu): Necht %, 9B, € jsou pfi-
pustné podgrupy v grupé ®/£2 takové, Zze ¥ je invariantni podgrupa v 3 a AL =
= (9. Pak ¥ je ptipustna invariantni podgrupa v (€ n B)U a (€ o A) je pFi-
pustnd invariantni podgrupa v (€ U%) a faktorova grupa (€ n B)UA/A je ope-
rator-isomorfni s faktorovou grupou (€ n B)/(€ n A). N-isomorfismus je dén
incidenci prvki.

Dukaz: ¥ je invariantni v (€ n B)A, (€nA) je invariantni v (€ n B)
(B, 15.3.2/134). ¥ je ptipustnd podle predpokladu, € n U je pripustnd podle
V 2/IIL Podle V 22/III jsou faktoroidy (€n®B)A/A a (C n B)/(C n A) pii-
pustné. Jak je zndmo (B, 14.4.1/128), plati € C (B/2) = (¢ U B)AA a (B/AYM
ME = (EnB)/(€ n A):. Faktoroid B/Y je piipustny podle V 15/III a proto
obal A C (B/A) je operitor-isomorfni s prisekem € M (B/A), pii cemz iso-
morfismus je podle V 36/IX dan incidenci prvki.

Diisledek G/III' Je-li B = @&, plati: Jsou-li %, € p¥ipustné podgrupy v 0’;/!)

a je-li ¥ invariantni v &, pak G/ je operator-nsomorfm s €/(C n ), pti Cemz
isomorfismus je din mc1denc1 prvka.

Dukaz plyne bezprostfedné z V 34/III a dasledku 4/II1.

V 35/III: (Tieti véta o operator-xsomorﬁsmu) Je-li B invariantni prlpustna
podgrupa v /2 a B, invariantni pfipustnd podgrupa v (8/8)/%, pak soucet
prvka faktorové grupy (Bﬁ/il} lezicich v %, je polem jisté invariantni pfipustné
podgrupy % v & a plati, ze faktorova grupa (&/8)/(/B) je operitor-isomorfni
s ®/U. Q-isomorfismus pfifazuje kazdému prvku b faktorové grupy (&/9)/(%/B)
soudet viech prvki b faktorové grupy ®/% lezicich v b.

Dikaz: Podle V 21/III jsou /B, (&/B)/B, ©/% a B, = A/B faktorové grupy
s oborem operatori. Podle V 37/II je faktorovd grupa (®/®8)/8, na faktorové
grupé /B operator-isomorfni se zakrytem 9 faktorové grupy ®/®, vynucenym
faktorovou grupou (&/®)/%,. Pfi tom Q-isomorfismus je zobrazeni, v némi
kazdému prvku b ¢ (8/9)/9, je pfifadén soutet Ub =d, d <%, b /DB, b < b.
Pripustny zékryt A = /U podle V 21/III, a pole prlpustne invariantni po-
grupy U je soulet viech prvku grupy /%, z nichZ se sklddé pfipustn4 invariantni
podgrupa 8,. Tim je véta dokdzina.

D 6/III: Necht
0N m, W, %, W
jsou pripustné podgrupy v ®/£2 a necht 9’ je invariantni podgrupa v M, N/
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invariantni podgrupa v 9. Jestlize € je pfipustnd podgrupa v ®, pro niz plati
) M= CW', 9 = 6N,

3) CnM =6 n W,

pak fikiame, Ze € je prlpusma Zassenhausova podgrupa ke ¢tyfem podgrupam (1).

V 36/II1: Necht 2, ', ¢, 9N, € jsou podgrupy z D 6/III a necht ¢ je libovolny
prvek z'G. Jestlize kazdému prvku a@=cIN’ faktorové grupy (M/W')/Q piifadime
ten prvek b faktorové grupy (%/%')/£2, pro ktery plati b = ¢, pak faktorovd
grupa M/M’ je operdtor-isomorfni s faktorovou grupou NN’

Diakaz: Podle V 15/III a D 4/III jsou 9/ M, % /N’ faktorové grupy s oborem
operatortt Q. Uvedenym piedpisem d, pro ktery plati dd@ = b, kde @ = ¢,
b == &), ¢ G, je dano zobrazeni prvki z /M’ na prvky N/%’. Toto zobrazeni
je 2-zobrazeni. Podle V 4/II a V 2/III jsou totiZ podgrupy z (2) a (3) z D 6/III
piipustné a podle V 3/II plati (¢IM)ox = (ca) (M) ¢ W', kde ¢’ = ca,
a tedy podle D 5/ plati @« = (cM') -« = ¢'M" = @’. Podobné (N =
= (c2) (W) c W, a tedy b o= (N)-a =R =b". Pak d(@- o) = da’ =
—=b —b-o=(dd) a Tedy skuteind d je szobrazeni. Toto zobrazeni je
prostc zobrazeni M/M’ na /N, nebot ze vztahu (3) definice D 6/III plyne, Ze
M =, M = N’ = ¢ N, ¢, ¢, € €. Necht ¢y == ¢ ¢ €. Oznatme dile
d=cW, @ =c,W, d=c, M, b=cN, b = c,!)r , by = c;'. Pak plati
@y @y = (M) (M) = e = W' = g, biby = (e, W) (M) = ¢y =
= ' = b. Pak d(d, * d,) = dd = b = b, - by = (da,) - (dd,). Je tedy d ©Q-de-
formace a P/ M a NN jsou operator-isomorfni podle D 14/II a pozn. 8/II.

V 37/II1: (Zassenhausova véta pro grupy s operdtory): Necht 2, 2, 8, 8’

jsou pfipustné podgrupy v /£ a necht 9’ je invariantni v 9, %’ invariantni
v 8. Pak % n B je pfipustnd Zassenhausova podgrupa ke Ctyfem podgrupdm,
4) AP nB), AWANB), BQAUNDV), B nI)
a plati, %e faktorova grupa %'(% n B)/A'(A n B’) je operator-isomorfni s faktorovou
grupou B'(A n B)/B'(AnB’). Operdtor-isomorfismus i je din tak, Ze kazdému
prvku @ = AA'(A n B") z grupy A' A nB)/A'QA nB") je ptifadén ten prvek P
faklorov%grupy B'(A 0 BYB'Q n B), pro keery plati b = ¢B'(A' nB), ¢ € € =
=UAn T

Dukaz: Pfedné podgrupy z (4) a2 n B jsou pfipustné podle V 4/ITa V 2/IIL

Dile plati, Ze grupy

AW n B)A'QA nB) a B'QAn B)BQ nYB)
jsou isomorfni, pfi emZ isomorfismus je déan tak, )ak je uvedeno v nasi vété
a prunik % n B je Zassenhausova podgrupa ke ¢tyfem podgrupim (4) [viz:
Rédei, Satz 134, s. 213—214]. Oznadime-li M = WA n B), W = A Un B,
No=B(AnB), N =B QA nB), €=1UAn B, pak jsou splnény podminky
V 36/I1I, a tedy véta je dokdzana.

Pozn. 5/III: Zvolime-li ve V 37/III ¥ a ¥’ tak, aby A o B, B’ = €, pak
A'B/A’ je operator-isomorfnis B/(A' n B), pfi CemZ kaZdému prvku a = ¥’ je
prifadén prvek b = c(A' n V), kde ¢ ¢ A n B = B, a tedy @ a b jsou incidentni,
nebot obsahuiji prvek ¢. Tim je znovu dokézin disledek 6/ITX.
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PE3IOME

reyramnoungbl 1 I'pYIIIIBL C OIIEPATOPAMU
JIAIIVICIIAB CEJUIAYEK

B pa6ore pacmmpena Teopus TPyNI ¢ onepaTtopaMi Ha TEOPHIO TPYI-
HOMJIOB € OTIePaTOPaMM TAK, YTO OCHOBHBIM MOHATHCM ABJIAETCH MHOKECTBO
¢ obaacThio OTICPATOPOB M JOIYCTUMOE pPAa3JIOMKCHHUE B 3TOM MHOMKCCTBE.
dr1o ofobuIenue n APyroe NOHATHE T€OPUH TPYNII € ONEPATOPAMH BO3MOKHO
B ciary pa6Got [1], [2], [3].

B I-oif rmase ucciemyioTcsa CBOICTBA MHOMKECTB € OHEPAaTOpaMu, o-
HYCTHMBIX pasilo:kenmii m 2-oro0paskeHus a MMCHHO TaKue, KOTOPHIC
HMCIOT 3HAYCHUE IS TEOPUH IPYIITONIoB ¢ onepatopamu. Cpoiictsa rpynu-
NONOB C OliePaTOPaMu, TOIMYCTUMBIX (AKTOPOMIOB, OIEPATOP UBOMOPHHLIX
oroGpaskenuii, xopoue Q-gedopManun u onepatop uzomopusma rpyn-
noujos uccaexyores Bo Il-oit rmase. III-A riaBa mocBAmieHa Teopun
rpynn ¢ oneparopamu. CmHavana, mogo0GHO Kak B NEpPBLIX ABYX TIiaBax,
BBOJATCSI OCHOBHDLIC TIOHATHUA M MCCIEXYIOTCSI OCHOBHBIE CBOHCTBA TPYIII
¢ onepatopami. [lanbuie nzyuaiorcsi 06pasyIionue ROy CTUMbIE PA3JIOKeHNs
Ha rpymie ¢ o6JacThio ONEPATOPOB M MePexXoinTeA K CBONWCTBAM JOIYCTH-
MBIX (panTopoBBIX rpynm. Ciexyionusi napcrpad mocpamen Q-gedopma-
HuAM H MX cBoiicTBaM. B 3akioucHNe NpHBEIeHH TEOPEMBI O OIepaTop-
N30MOpQU3aME IPYNI, OKA3ATETBCTBA KOTOPLIX OTJIHYAIOTCA OT OGBIYIIOro
J0Ka3aTeJIbCTBA ITUX TCOPEM KaK pas IIOTOMY, 4TO BcA pafoTa OCHOBBHI-
BaeTcA Ha npuBefcHbX paborax [1], [2], [3].
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ZUSAMMENFASSUNG

GRUPPOIDE UND GRUPPEN MIT OPERATOREN
LADISLAV SEDLACEK

In vorliegender Arbeit wird eine Erweiterung der Theorie der Gruppen mit
Operatoren auf die Theorie der Gruppoide mit Operatoren dargelegt. Die Arbei-
ten [1], [2], [3] und die Einfiihrung des Begriffs der ,,Menge mit Operatoren®
und der ,,zulissigen Zerlegungen® in einer Menge mit Operatoren ermiglich-
ten diese Erweiterung und gleichzeitig eine von fritheren unterschiedliche
Auffassung der Theorie der Gruppen mit Operatoren.

Im I. Kapitel werdén diejenigen Eigenschaften der Menge mit Operatoren,
der zulissigen Zerlegungen und der 2-Abbildungen studiert, die fir die Theorie
der Gruppoide mit Operatoren von Bedeuteung sind. Im II. Kapitcl werden
die Begriffe ,,Gruppoid mit Operatoren, zulassiges Faktoroid, operatorhomo-
morphe Abbildung und Operator-Isomorphismus der Gruppoide® untersucht.
Das III. Kapitel ist der Theorie der Gruppen mit Operatoren gewidmet. Es
werden Grundbegriffe eingefuhrt und die Eigenschaften der Gruppen mit
Operatoren, der erzeugenden zuldssigen Zerlegungen auf Gruppen mit Opera-
torenbereich, der -zuldssigen Faktorgruppen und der ©-Deformationen unter-
sucht. Zuletzt werden Satze iiber Operator-Isomorphismus der Gruppen mit
Operatoren angefihrt, deren Beweise grisstenteils von der iiblichen Art ab-
weichen, was dem Umstand zu verdanken ist, dass der Konzeption der Arbeit
die schon erwihnten Arbeiten [1], [2], [3] zu Grunde liegen.
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