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1962 — AcTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FacurtAs RERUM NATURALIUM ToMm 9

Karedra algebry a geometrie pFirodovédecké fakulty

Vedouci: prof. RNDr. J. Metelka

TEORIE DUREROVY SOUSTAVY
A NEKTERYCH MECHANICKYCH KONSTRUKCI PERSPEKTIV
A ROVNOBEZNYCH PROJEKCI

FRANTISEK HAVELKA
(Predlozeno dne 21. Fijna 1961)

I. UVODNI PRIPOMINKY. PERSPEKTIVNI MECHANICKE POMUCKY
PODLE FRESNAYE

1. Uvod

Z &etné literatury jednajici o deskriptivni geometrii, zvIastE o zobrazovaci metodé
stiedového promitani a perspektivé i o technickém kresleni, je patrny zajem o me-
chanické kresleni perspektiv a rovnob&inych projekei [1], [2], [11], [16], [17]. Tento
zajem a snaha usnadnit a zkratit pracné rysovani perspektiv se projevuje b&hem
dlouhého vyvoje perspektivy [7], [9]. V pFitomnosti je to otazka oteviena, jak o tom
sv&d& literatura a mnohé pristroje sestrojené u nas, v Sovétském svazu ([2], [17]
a dalsi) i v kapitalistickych zemich a znamé téZ z firemni literatury (Knihovna vyso-
kych 8kol technickych, Praha- Klementinum). Je zde moZno uvést napt. Perspektiv-
Zeichenapparat (-automat), systém Forster od firmy Kuhlman KG, Wilhelmshaven
(firemni liter. &is. inv. 75223), u néhoZ jsou kombinovany prvky optické s mechanic-
kymi. Dale perspektivni piistroje Ing. Hayena a Vernera, zhotovené touz firmou.
Italské vyroby je Perspettografo mod. 263, Filotechnica Salmoiraghi S. p. A.) firemni
liter. &s. inv. 30 109) aj. Tento piistroj je kombinovan s piistrojem obdobnym s pii-
strojem Kinex, pravé tak jako Ceskoslovensky patent A. Salnera. Z anglickych je
mozno uvést napf. Navitta Binns isometric projector (The navitta Drafting machines
Std., Birmingham).

V literatufe i v praxi je davana prednost jednoduchym mechanismim a pomickam,
jako je nap¥. p¥istroj Fresnayi, piipadné t&m, pomoci kterych lze rysovat astedné =
ukoly pfi ureni perspektivy.

Pozornosti si zasluhuje Fresnayova mechanickd konstrukce perspektiv, kterou
zvIasté ocefiuje K. Bartel a I. A. Smirnov [1], [2]. Bylo o ni pojednano v autorové
¢lanku [7] a bylo ji tam uZito i ke kresleni rovnobé&Znych projekci, obrazii afinnich, -
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podobnych i shodnych a navrZeny nékteré afinografy, axonografy, pantografy a kopi-
rovaci mechanické pomiicky.

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat nékterymi teoretickymi i praktickymi disledky
této mechanické konstrukce. Vyjdeme od stfedové projekce o bazi (0, n) a uvedeme
jeji definici.

Definice 1,1 (zdkladu, bdze stiedového, centrainiho, perspektivniho promiténi)

Zdklad, cili baze stiedového promitdni pozii iz vl bodu O, stredu proni-
tdni a roviny w, stiedové primétny, pfi demz stfed O neni incidentni s primétnou .
Oznacujeme ji bdze (O, n) stfedového (centrdlniho, perspektivniho) promitdni.

Podobné Ize vyslovit definici bize.rovnob&zného (paralelniho) promitani, pfipadng
ortogonalniho promitani, pfi ¢emZ je stied O nevlastni, nikoli incidentni s pri-
métnou 7.

Je tieba si uvédomit, Ze stfedové promitani je odvozeno z procesu vidéni jednim
okem. pii kterém ulohu stiedu O ma stied oéni Co€ky, tlohu primétny plocha o¢ni
sitnice.

Stiedova projekce prostoru na rovinu v bazi (O, ) je pifipad singularniho koli-
nearniho vztahu, ktery je jednoznaény ve sméru od origindlu (vzoru) k obrazu,
tj. danému bodu prostoru je pfifazen pravé jeden bod primétny n. Tento vztah neni
viak jednoznacny ve sméru opacném, tj. ve sméru od obrazu k origindlu. Zatim co
original urCuje jednoznaén& svij obraz, neurfuje obraz jednoznacné sviij vzor.
Rikame, Ze obraz neni rovnocenny s originalem, obraz neni ekvivalentni s origi-
nalem. A. O. Volberg [21] uziva vyrazu adekvatni. Takové zobrazeni nikoli ekvi-
valentni s originalem neni upottebitelné v technické praxi. Aby se stalo upotiebi-
telnym, tj. aby byla zarucena jednoznaénost i v opaéném smyslu od obrazu k originalu,
je tieba ucinit nékterd opatfeni, kterd mohou byt riizna. Témito opatfenimi postu-
puje uvedené perspektivni promitani na stupei stfedové monoprojekce, tj. druhu
jednoho zobrazeni, ekvivalentniho s originalem, uZiteného v technické praxi.

V deskriptivni geometrii a v jejich technickych aplikacich ma pro dosazeni jedno-
jednoznacnosti zobrazeni znaény vyznam sdruZeni dvou perspektivnich projekei
vyhovujicich ur¢itym podminkam. Vyslovime definici.

a

Definice 1,2 (Hauckovy soustavy dvou stiedovych promitani)

Soustava dvou stiedovych promitdni o bazich (10, 'n), (*0, *r) se nazyvd Hauckova
soustava, md-li tyto vlastnosti:
1. Oba stFedy promitdni 'O, >0 i obé primétny 'n, > jsou od sebe rizné.
2. Stéed *O neni incidentni s primétnou 'n, stied >0 neni incidentni s primétnou *n.
3. Pfimka urcend obéma stiedy, s ='020, neprotind priisecnici x obou rovin
in, . :
(Obr. 1.) Budeme ji oznalovat: H(O, n).
Pro dalsi uvahy pfipomeneme nékteré dalsi pojmy definicemi.



Definice 1,3 (stFedné)
Stiednd (pFimka stedit) s = '0*0 Hauckovy soustavy dvou stfedovjch promitdni
Jje pFimka urcend obéma stiedy promitdni.

Definice 1,4 (uzlovych bodii)

Spolecné body stiedné s ='0*0 s obéma primémami 'n, *n se nazyvaji uzlové
body Hauckovy soustavy:*K, = '1020.'n,
'K, ='0%0 n.

Definice 1,5 (zdkladnice soustavy)

Zdkladnice x Hauckovy soustavy dvou
stiedovych promitdni je spolecnd pFimka
obou priméten: x ='n . *m.

Po zavedeni téchto pojmii je moZno
vyslovit dillezitou Hauckovu vétu.

Véta 1,1. Necht je dina Hauckova sou-
stava dvou stfedovych promitdni H(O, )
a bod A zobrazovaného objektu rizny od obou stfedii promitdni a nikoli incidentni se
stfednou s. Necht jsou Ay, A, priméty bodu A z bou stfedi promitdni do pFislusnych
priiméten:

A, =104 ', A, =204 *n.

Pak piimky urcené témito body s prislusnymi uzlovymi body *K,, 'K, se protinaji
v bodu 1 incidentnim se zdkladnici x (obr. 1).

Diikaz. Diikaz spravnosti véty spo¢iva na axiomech a zakladnich vétach stereomet-
tie, jejichZ znalost je pfedpokladana. UvaZzme bod 4 objektu. Oba stfedy promitani
10, 20 a bod A4 jsou body od sebe riizné a nikoli kolinearni. Urduji pravé jednu
rovinu «, s kterou jsou incidentni oba uzlové 2K, 'K, i praméty 4,, 4,. Rovina
protina ob& primétny v pfimkach A2K,, A3K,, které lezice v tée roving a, jsou
riiznob&Zné nebo rovnob&Zné. ProtoZe jsou tyto pfimky incidentni po fad€ s rovinami
7, resp. %m, protinaji se na jejich présecnici x, v bodé vlastnim nebo nevlastnim,
cbd.

Aby bylo mozZno v daliich uvahach vyroky formulovat struén&ji, vyslovime dalsi
definice.

Definice 1,6 (ordindl, uzlovych primek) .

Primky %k, = A,*K,, 'k, = A,'K,, o nichz se mluvi v Hauckové vété, se nazyvaji
ordindly bodu A, nebo téZ uzlové pFimky bodu A.

Vétu Hauckovu miiZeme vyslovit i v §irsi formé.

Véta 1,2 (roz§ifend Hauckova véta)
Necht je ddna Hauckova soustava dvou stfedovych promitdni a body A, B, C ...

P T il ,

utvaru spliiujici p y 5 ve vété 1,1. Pak jejich priméty Ay, By, Cy ...




resp. Ay, By, C, ... se promitaji z prislusnych uzlovych bodii °K, resp. 'K, perspek-
tivnimi svazky pfimek o ose perspektivnosti v zdkladnici x. Jinak oba svazky urcuji
e zdkladnici x totozné bodové Fady.

Diikaz spravnosti véty je ziejmy. Je to primy disledek véty 1,1 pii znalosti pojmu
perspektivnosti svazku primek.

Dany bod A4 se zobrazuje v uréitou jedinou dvojici bodd A, A,. Zobrazeni
A= (A;. A,) je jednoznatné. Lze snadno dokazat, Ze zobrazeni je jednoznacné
i v opaéném sméru, tj. Ze plati: Dvojice praméti A,, 4, uréuje pravé jeden bod 4
utvaru, jestlize sc ordinaly A,°K,. 4,'K, bod& A4,. A, protinaji na zakladnici x.
Plati tedy tato véta:

Véta 1,3. Uvazované zobrazeni v Hauckové soustavé je ekvivalentni s origindlem,
Jestlize je splnéna podminka prdvé vyslovend.

Ditkaz. a) Nech{ je ddna Hauckova soustava H(O, n) a bod A vyhovujici podmin-
kam uvedenym v Hauckové vét&, Ze zobrazeni A->(A4,, A4,) je jednoznainé. vyplyva
jednodude z axiomd o urcenosti piimky a roviny, z v&t o spoleénych bodech dvou
primek incidentnich s tou? rovinou a o spoleénych bodech primky s rovinou, tedy
ze zakladuich vét planimetric a stereometrie.

b) Nechf je dana Hauckova soustava (cbr. 1) a praméty A4,, 4,, pro které plati:
2K A, 'K,A, maji spoleény bod / vlastni nebo nevlastni na zakladnici x. Obé pfimky
2K Ay, "KyA, jsou rliznobézné, piipadng rovnob&zné a uréuji rovinu «. Tato rovina
je incidentni s ob&ma stiedy 'O, 20, nebot obsahuje oba uzlové body 2K, 'K,
a tedy obsahuje viechny body piimky 2K,'K,. Z tého# diivodu je rovina incidentni
s obéma promitacimi pfimkami 'O A4, , 204, , které jsou tudi? riznobéZné nebo rovno-
b&Zné a urcuji pravé jeden bod vlastni nebo nevlastni, cbd.

Dtive neZ pfistoupime k uZiti Hauckovy véty, uvedeme nekteré dalsi poznatky
vyplyvajici z této véty a které se v literatufe zpravidla neuvadéji. Jsou v izkém vztahu
s diilezitymi pojmy. jako je pojem perspektivnich trojuhelnikd v prostoru i v roving,
pojem perspektivni ko-
lineace, jeZ je zakladnim
pojmem stiedového a
perspektivniho proini-
tani apod.

Nechf je dana Hauk-
kova soustava a dva
body A4, B rtzné od
obou stiedtt 10, 20 a
uzlovych bodii 2K, , 'K,
a nikoli incidentni 'se
stfednou '0%0 a se za-
kladnici x. Pak jejich
Obr. 2 priméty A,, 4,, resp.
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B,, B, vyhovuji Hauckové vét&: A,2K,. A,'K,=1€x, B’K,.B,'K,= 2ex
(obr. 2). Pak plati nasledujici véta.

Véta 1,4 (specidlni Hauckova véta)

Proting-li primka AB zdkladnici x v bodé X, pak pfimky p, = A,B,, p,= A,B,
protinaji zdkladnici x v témZe bodé X. Jinak, piimky py, Py urcuji rovinu n (obr. 2).

Dikaz. Prvni promitaci rovina 't = ('O, AB) pfimky AB je incidentni podle
axiomu charakteristického pro rovinu se vSemi body pfimky p = AB, tedy téZ
s bodem X. Tato promitaci rovina obsahuje prvni priméty A, B, bodd A, B, obsa-
huje tedy viechny body primétu 4,B,. Body A4,, By jsou incidentni s rovinou ',
jsou s ni tedy incidentni viechny body této primky. Pfimky AB, 4,B, leZice v té’e
roviné maji spoletny bod, ktery je bodem zakladnice x, a je to tedy bod X.

TotéZ plati pro druhou promitaci rovinu ¢ = (0, AB), ktera obsahuje obé pfimky
AB, A,B,, jeZ maji proto spoletny bod. JelikoZ vSak pfimka 4,B, je incidentni
s rovinou 2z, protinaji se 0b& jmenované ptimky v roving *, tedy v bodé X zikladnice
X, cbd.

Promitnéme oba body A, B ze stredu ' O do roviny 'n’, kterou ztotoZnime s rovinou
2. O primétech A}, B] bodi A, B ze sttedu 'O do roviny 'z’ plati tato véta:

Véta 1,5. Priimét Ay bodu A ze stiedu ' O do roviny 'n’ = *n je incidenini s ordindlou
"K,A4, bodu A v roviné *n.

Diikaz (obr. 2)

Primét A; bodu A je incidentni s promitaci pfimkou '04, ktera je déle incidentni
napf. s rovinou o = '020A. S ni je viak incidentni ordinala 'K, 4,, leZici téZ v druhé
primétng 2z, a proto se piimky 'OA. 'K,4, protinaji v bod¢ A7, uvazovaném
to primétu bodu A ze stiedu 'O do roviny *z, cbd. )

O priimétech A, B/ bodi A, B je mozno vyslovit vétu.

Véta 1,6. Piimka urcend priiméty Ay, By bodii A, B ze stFedu 'O do roviny 'n’ =*n
Jje incidentni s prisecikem X = AB.x = A\B, .x = A,B, . x.

Dikaz (obr. 2)

Piimka A4} B, je incidentni s rovinou 't, promitaci rovinou pfimky AB ze stiedu
0. S ni je téZ incidentni ptimka 4, B, , proto maji obé piimky A} B, A, B, spoletny
bod. JelikoZ je pfimka 4, B, incidentni s rovinou 'n a pfimka A B{ incidentni s ro-
vinou 'z’ = 2z, protinaji se ob& pfimky AiB{, 4,B, na zakladnici x. Prisetik ten
je vSak bod X, s kterym je incidentni i pfimka 4B i 4,B, podle véty 1,4, cbd.

V obou primétnich 'z, 2z i mimo n& je v obr. 2 patrna fada trojihelnikd,
napf. AA(B,?K,, AAB*K,, AA,B,'K,, AA}B|'K,, ... Plati mezi nimi vztahy,
které miZeme vyjadfit zndmou dileZitou vétou Desarguesovou. Jde o perspektivni
trojuihelniky (perspektivng kolinearni trojuhelniky).

Plati nésledujici véty, které uvedeme bez diikazu.

Vita 1,7. Oba trojithelniky, ANA, B, 2K, , NA,B, K, , jsou perspektivni. Sted jejich
perspektivity O je incidentni s pFimkou stiedii * O*0, osa peespektivnosti je zdkladnice x.
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Véta 1,8. Oba trojihelniky, /\AB*K,, \A,B,*K,, jsou perspektivni. Stied per-
spektivnosti je stied promitdni ‘0, osa jejich perspektivnosti je pFimka X *K, (obr. 3).

Véta 1,9. Oba trojihelniky, [\NAB'K,, /\A,B,'K,, jsou perspektivni. Stied jejich
perspektivnosti je stfed promitini >0, osa perspektivnosti je primka X'K, (obr. 3).

Véta 1,10. Oba trojithelniky, /\AB*K,, /\A,B,'K, . jsou perspektivni. Stied jejich
perspektivnosti je stied promitdni >0, osa perspektivnosti je pFimka o' dand bodem X
a prisecikem Y'=B*K,. B,'K, (obr. 3).

Véta 1,11. Oba trojihelniky, /\AB'K,, A,B,’K,, jsou perspektivni. Stied jejich
perspektivnosti je stied promitdni 'O, osa perspektivnosti je primka o" dand bodem X
a priisecikem Y'=B'K, . BK, (obr. 3).

Dikazy viech vyslovenych vét.spoéivaji v uZiti Desarguesovy véty. Pro uvedené
pary trojihelnikii je spinéna vzdy jedna z podminek pro perspektivni trojuhelniky
tykajici se bud piimek odpovi-
dajicich si bodii, nebo priseikit
odpovidajicich si stran.

V aplikacich Hauckovy véty
je dulezith perspektivnost troj-
Ghelnikt AA4,B,' Ky, AA1BK,,
unichz body A7, By jsou primsty
bodii 4, B ze stfedu 'O do ro-
viny "', kterou ztotoZznime s ro-
vinou 2z, jak je uvedeno ve vé-
tach 1,5; 1,6 a v obr. 3.

Véta 1,12 Trojithelniky,
NA,B, Ky, ANAYBL'K, jsou per-
spektivni. Stied jejich perspek-
tivnosti je uzlovy bod 'K,, osa
perspektivnosti je zdkladnice x.

Diikaz: (obr. 3)

Uzlovy bod 'K, je jejich spo-
legnym vrcholem. Podle véty 1,5
prochazeji pfimky spojujici odpovidajici si body 4,4}, B,B{ uzlovym bodem 'K,
stiedem perspektivnosti obou trojihelnikG. Odpovidajici si strany A,B,— A} Bj,
A K, —AV'K,, By K, — Bi'K, maji spolené body incidentni se zékladnici x, cbd.

Pro dalsi uvahy je dileZita véta, kterd je zvlastnim piipadem véty 1,12.

Véta 1,13. Nechf je dina Hauckova soustava H(O, ©). Priméty rovinného itvaru
incidentniho s rovinou ' z obou stiedii * 0, 20 do roviny *n jsou perspektivné kolinedrni.
Stied persp. kolineace je uzlovy bod 'K, roviny *n, osou kolineace je zdkladnice x
(obr. 4). °

Ditkaz. Volme dva riizné bod 4, B v roviné 'n. Vzhledem k vztahim v obr. 2
jetatorovinan = 'n = (4, B, x). Proto body A, resp. B splynou se svymi priméty 4, ,
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resp. By. Priméty obou bodd 4, B ze stiedu 'O do roviny 'n’ = %z nechf jsou A4,
Bj. Priiméty tychZ bodi ze stfedu 20 do roviny *n nechf jsou 4,, B,. Podle véty
1,4 jsou ptimky AB, A,B;, A,B, incidentni s tymZ bodem X zakladnice x. Podle
véty 1,6 je s timto bodem incidentni téZ pfimka A} B{. Podle véty 1,12 jsou praméty
A, B, ve vztahu perspektivni kolineace pro stfed v uzlovém bod 'K, roviny *z = n’
a pro osu v zakladnici x, cbd.

Obr. 4 Obr. 5

Jak bylo dfive uvedeno, neni zobrazeni v dané bazi perspektivniho promitani
(0, ) jednojednoznaéné. Aby bylo dosaZeno jednoznacnosti i ve smyslu od obrazu
k vzoru v této jediné bazi, je mozno uvazovat rovinu ¢ riiznou od pramétny = a ni-
koli incidentni se stfedem O. DA se dokazat, Ze jeji zobrazeni v dané bazi je
jednojednoznaéné.

Nechf je mimo bazi perspektivniho promitani (O, n) dana rovina uvedené
vlastnosti (obr. 5). Plati véta:

Véta 1,14. Perspektivni zobrazeni roviny ¢ udané vlastnosti v perspektivé o bdzi
(0, n) je zobrazeni ekvivalentni s origindlem (jednojednoznacné zobrazeni).

Diikaz spravnosti véty vyplyva z platnosti Hauckovy véty. Staéi uvazit Hauckovu
soustavu o bazich (0, n). (O', n'=p), kde O’ je libovolny bod, a sestrojit v ni
priméty roviny o. Primét v druhé bazi je ziejmée identita.

Ostatné spravnost véty vyplyva ze zakladnich poudek elementarni geometric.

Toto zobrazeni je prostorova perspektivni kolineace uvadgjici obé roviny n, ¢
v jednojednozna¢ny vztah. Jejim zavedenim obdrZime dileZitou soustavu persp.
promitani (O, =, g). Zvlast se budeme zabyvat soustavou (O, =, @), v niZ je stied
promitani O bod vlastni neincidentni s Zadnou z rovin 7, ¢ a obé roviny =, ¢ jsou
k sobé kolmé. Touto soustavou se ponékud zabyval uZz Leone Battista Alberti
(1404 —1462) a zvlasté pak Albrecht Diirer (1471 —1528). Diirer stoji v Cele fady
umélcii i mechanikii, pozd&ji matematikii a techniki, tedy zdjemcl o perspektivni
zobrazeni v této soustavé i o mechanické pomicky ke kresleni perspektivnich obrazi
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piedmétii stojicich na roviné g, a to pfi stiedu O vlastnim i nevlastnim O,,. Tuto
soustavu nazveme soustavou Diirerovou (obr. 5, 6). Zavedeme ji definici.

Definice 1,7 (rozsifencho zdkladu, rozsivené bdze perspektivniho promitdni, pra-
voithlé soustavy perspektivniho promitdni, Diirerovy soustavy)

Rozsifend baze perspektivniho aktivniho promitdni, Diirerova vzdjemnd poloha prokit
roz§ifené bdze perspektivniho promitdni, prosté Diirerova soustava perspektivniho promi-
1ani je skupina stiedu promitdni O, pramétny © a zdkladni roviny p majici tyto vlastnosti:

1. Stfed O perspektivniho promitdni je viastni bod nikoli incidentni s perspektioni
priimétnou m a s rovinou Q.

2. Obé roviny m a o jsou vlastni od sebe rizné, n je zpravidla svisld, 9 k ni kolmd
a vodorovnd, leZici zpravidla pod 5tfedem O, jak ukazuji napf. obr. 5, 6. Oznacujeme ji
(0.7 Lo).

Diirerova soustava ma v perspektivnim zobrazovani i v teorii mechanickych kon-
strukei perspektiv znaénou dileZitost. Je prirozenym zakladem pro polohu architektur,
pozemnich staveb, strojii i jinych ptedmétd, jejichZ perspektivu rysujeme. Z toho
diivodu se ji budeme v této praci zvlast zabyvat. Jde ziejm& o dvojub&znikovou per-
spektivu, v niz je predpokladana znalost prislusnyeh pojmi, jako je zakladnice,
horizont atd. .

Definice 1,8 (kosoithlé soustavy perspektivniho zobrazovdni, soustavy trojibeZnikové
perspektivy)

Kosouhlou soustavou perspektivniho promitdni rozumime skupinu stfedu promi-
wani O, priiméiny m a zdkladni roviny g, které splituji podminky uvedené v predeslé
definici aZ na kolmost zdkladni roviny ¢ k perspektivni priumétné n. Pritom priisecnici
zdkladni reviny s perspektivni priimétnou uvaZujeme zpravidla vodorovnou. Oznacujeme
ji (0, 7. 0).

Je znamo, Ze soustava zakladni roviny o je v perspektivné kolinearnim vztahu se
svou perspektivou g, v primétné n Diirerovy soustavy. Deskriptivni geometrie uci,
jak je tieba zobrazovat utvary tfirozmérné do roviny, aby jejich obrazy byly ekvi-
valentni s originalem. Uplatnime tuto charakteristickou viastnost deskriptivni geo-
metric i v Diirerové soustavé a v kosothlé soustavé persp. promiténi tim, Ze uvedeme
rovinu ¢ i stfed zobrazeni O do priimétny n. To povede k pojmu obrazu Diirerovy
soustavy, ktery je s ni ekvivalentni. Uvedeni obou prvkii do roviny uskuteénime
sklopenim zékladni roviny ¢ Diirerovy soustavy, resp. otoenim zdkladni roviny
kosothlé soustavy perspektivniho promitani kolem zikladnice z do n a otofenim
stfedu O kolem horizontu, resp. kolem ubéZnice zakladni roviny ¢ do perspektivni
pramétny 7. O tomto uvedeni prvkit obou soustav do téZe roviny n jedna véta
Stevinova (Simon Stevin, 1548 — 1620) a specidlni véta Stevinova. Dfive neZ ji uvedeme,
piipomeneme bez diikazu pomocnou vétu, znamou z deskriptivni geometrie perspek-
tivniho promitani.

Véta 1,15. Sklopeni zdkladni roviny ¢ a stFedu perspektivniho promitani O Diirerovy
soustavy kolem zdkladnice z, resp. kolem horizontu h, do perspektivni primétny ©
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Jje mozno nahradit kosouhlym promitdnim 0., nebo >0, vzhledem k zdkladni roviné
a perspektivni primétné a ortogondinim vzhledem k roviné soumérnosti ‘@ nebo *w
(obr. 5, 6). Prdvé tak lze nahradit otoceni zdkladni roviny ¢ do libovolné roviny t©
incidentni se zdkladnici z a otoceni stfedu perspektivniho promitini O kolem h do
roviny t' ||t incidentni s h kosouhlym promitanim 'O, nebo O, vzhledem k zdkladni
roviné ¢ a perspektioni primé k roviné ‘o nebo *w
pulici odchylku roviny @, t (obr. 5,6, 7, ...).

Abychom se mohli struéné vyjadiovat, je vyhodné tato promitani pojmenovat.

iaim vzhlede

¢ m a ortog

Obr. 6 Obr. 7

Definice 1,9 (Q-promitani)

Ortogondlni promitdni vzhledem k proni roviné soumérnosti ' zdkladni roviny o
Diirerovy soustavy do perspektivni priaméiny n, které je kosouhlym promitdnim vzhledem
k zdakladni roviné ¢ i perspektivni primétné n, které nahradi sklopeni zdkladni roviny o
do perspektivoni primétny m a o kterém mlui véta 1,15, se nazyvd 'Q-promitdni
(*Q-projekce) aplikované v dané Diirerové soustavé (O, n L o) (aplikované na zdkladni
rovinu @ Diirerovy soustavy).

Ortogondlni promitdni vzhledem Ik druhé roviné soumérnosii *w, které md tyté?
vlastnosti, se nazyvd *Q-promitdni (*Q-projekce) aplikované v Diirerové soustavé.

Véta 1,16 (Stevinova)

Necht je v dané Diirerové soustavé (O, n L 9) zdkladni rovina ¢ zobrazena stredové
z bodu O do primétny . Pak perspektiva o, roviny @ je invariantni vzhledem k otoceni
zdkladni roviny ¢ kolem zdkladnice z do roviny T incidentni s touto zdkladnici a vzhledem
k soucasnému otoleni stiedu perspektioniho promitini O kolem horizontu o tentj=
hel v témz smyslu do polohy O' incidentni s rovinou 7' ||t (obr. 7, 8, 9).

Diikaz. Sestrojme perspektivni praméty 4., B., ... bodi 4, B, ... zakladni roviny ¢
a uvazujme otoéeni zakladni roviny ¢ do roviny t v kladném smyslu a otogent stfedu O
v témZ smyslu do polohy O’ incidentni s rovinou 7’| 7, 7" € 4. Body 4, B, ... zdkladni
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roviny piejdou oto¢enim do polohy A, ,By, ... K ditkazu spravnosti véty staci uvazovat
jeden bod zakladni roviny, napf. bod 4, a ukazat, Ze 4,0’ je incidentni s jeho perspek-~

" tivou 4,.
Podle véty 1,15 lze otogeni nahradit rovnob&nym promitanim kolmym k prvnf

rovin& soumérnoti ', tj. sttedovym promitanim o bazi ('0,,, ). Jsou tedy déna dv&

stiedova promitani, (0 = 20, n), (*0,.,1) a jsou

/ o aplikovina na bod 4. Plati proto Hauckiv teorém.

Podle ného se primky 4,'K,, A4,°K, protinaji

¢ v bodé 1 incidentnim se zakladnici z, pti ¢em? 'K,,

2K, jsou uzlové body incidentni s rovinami =, t.

" Uvazme stredy 20, 0., (obr.9), jejich stfedna

] 20%0, = *0H| ¢. V obou projekcich (0, n),

(?0,, 1) plati pro bod A Hauckiv teorém. P¥imky

A>K,, A3K, se protinaji v bodu 2 incidentnim

s prise¢nici z obou rovin 7, 7. Pfitom jsou *K, =

Y A g = H, K, oba uzlové body incidentni s t&mito rovi-

Otr. 8 nami. 43 je pramét bodu 4 v projekci (0, 1), je

tedy A4, = A2 L z. Podle toho je pfimka HA,

incidentni s perspektivou 4, bodu 4. (HA; neni nic jiného neZ perspektiva hloub-
kové piimky A4, roviny @.)

Piimky 40, HAj, jsou tedy incidentni s perspektivou 4,. Dale plati: A4; || OH L =,
AA, || OO a proto jsou roviny ¢ = (4A4,45)|| ¢’ = (OO'H).

JelikoZ || 7', plati: 4,45 O'H.

Dale plati: AAA4,A; ~ AOO'H. JelikoZ jsou trojuhelniky incidentni s rovinami
@, @', jsou homotetické podle sttedu A, = A0. A;H. Je tedy ptimka 4,0’ uréend
prifazenymi body 4, O’ v této homotetii incidentni s jejim stfedem 4., cbd.

Stejné bychom vedli diikaz spravnosti véty o otoCeni zakladni roviny ¢ obecné
soustavy perspektivniho promitani do roviny 7.

Vyslovime a dokdZeme dalsi v&tu, ktera je specialnim pfipadem Stevinovy véty.
Bude mit v nékterych mechanickych konstrukcich perspektiv zakladni vyznam.

Véta 1,17 (specidlni Stevinova véta)

Necht je ddna Diirerova soustava nebo obecnd soustava perspektivniho promitdni
a perspektivni primét zdkladni roviny 9. Sklopime-li zdkladni rovinu ¢ kolem zdkladnice z
do perspektivni priméiny n a stfed perspektivniho promitdni O kolem horizontu h do
persp. primétny v témz smyslu sklapéni (1j. aplikujeme-li na zdkladni rovinu Diirerovy
soustavy a stied O 'Q-projekci, pak je mezi sklopenou soustavou zdkladni rovinou @
a jeji perspektivou rovinny perspektivné kolinedrni vztah. Jeho stfed je sklopeny stfed
perspektivniho promitdni O, osa je zdkladnice z, ibéZnice soustavy zdkladni roviny je
horizont h a ubéznice soustavy persp. primétny n je wy, distancni pfimka w sklopend
se zdkladni rovinou.

Diikaz (obr. 10). K dikazu spravnosti specialni Stevinovy véty uZijeme diisledku
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Hauckova teorému vyjadieného vétou 1,13. Pro piehled uZijme v obr. 10 oznaleni
jako v této vét&. Podle ni je dvojice primétii rovinné soustavy 'z = ¢ z dvou riznych
stteddl '0,,, 20 do roviny %z = 'n’ v perspektivné kolinearnim vztahu se stfedem ko-
lineace v uzlovém bodé ' K, incidentnim s priimétnou 2z a o ose kolineace v priise¢nici
obou rovin 'n, ?x.

Obr. 9

Podle véty 1,15 je mozno nahradit sklopeni zakladni roviny ¢ do n 'Q-promita-
nim, tedy stfedovym promitinim o stiedu 'O, .

Necht je tedy dana Diirerova soustava (O, n | ¢) a sklopeni jeji zakladni roviny
¢ do m. Ob& roviny soustavy oznatime s ohledem na vétu 1,13 'n = o, *n = '’
a oba stfedy promitani O = 20, '0,,. Stiedna je 0 = '0,,20, uzlové body K, € o,
0, = 'K,em.

Oba priiméty, 4, B;,... ze stfedu 0, (sklopené soustava zékladni roviny do 7)
do perspektivni primétny 7z a perspektivni priméty A, = 4,, B, = B,, ... jsou
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v perspektivng kolinearnim vztahu. Stfedem této kolineace je uzlovy bod Oy = 'K,
jeji osou je priiseCnice obou rovin, zakladnice z, cbd.

Podle Hauckova teorému se promitaji priméty A, = 4, B, = B, ..., A, = A4,,
B, = B, ... z uzlovych bodii 2K,, 'K, perspektivnimi svazky pfimek o stiedech
v téchto uzlovych bodech a ose v zékladnici z, jak je téZ vidét v obr. 10.

Obr. 10

Je mozno snadno se presvedCit, Zze plati i véta 1,4. Piimky p = AB, p; = A, B,
P, = A,B, a dokonce jesté pj = A{B{ jsou incidentni s tymZ bodem X € z.

Je tieba piipomenout, Ze ototena soustava zakladni roviny ¢ do 7 se zpravidla
oznaduje ¢, , napi. body 4,, B,, Cl, ..., jak ukazuji obr. 5, 6. Jde totiZ o pidorysy
v Mongeoveé projekci piidruzené k perspektivnimu promitani, je-li vzata za narysnu
perspektivni pramétna .

Z véty Stevinovy miZeme vyvodit disledek. Je-li dana Diirerova soustava (O, n L
L 0), je dano perspektivni zobrazeni zakladni roviny do perspektivni pramétny 7.
Obé roviny jsou v perspektivné kolinearnim prostorovém vztahu, ktery se da nékte-
rou Q-projekci zobrazit podle Stevinovy véty v perspektivné kolinearni rovinny vztah
v perspektivni primétné n. MiZeme tedy zobrazit Diirerovu soustava perspektivai
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kolineaci v roving 7 o znamém stiedu, ose a ub&Znici zakladni roviny. MiZeme to
vyjadfit presnéji vétou.

Véta 1,18. Dané Diirerové soustavé miizeme pFifadit (dvojznacné) perspektioni
kolineaci soumistnych rovinnych soustav ¢y, ¢. urcenou stfedem O, (0Oy), osou z,
a 1ibétnici soustavy zdkladni roviny u? = h. n je perspektioni priméma, o, (1) Je
YQ-projekce (*Q-projekce) zdkladni roviny @, Oy (0) je 'Q-projekce (*Q-projekce)
stfedu O, h je horizont soustavy. ~ Také vSak obrdcené, dané perspektivni kolineaci
(Oy, z, h) prislusi dvojznacné uréitd Diirerova soustava (O, © L o).

Dikaz. a) Spravnost prvni &asti véty vyplyva ze specialni Stevinovy véty a z toho,
co bylo pravé feceno.

b) Spravnost véty obracené prokaZeme, sestrojime-li k dané rovinné perspektivni
kolineaci pfislusnou Diirerovu soustavu. To Ize skutené ucinit. BudiZ dana perspek-
tivni kolineace dvou soumistnych rovinnych soustav 'o, %o stfedem O, osou o
a ubéznici u'” soustavy 'o.

Sestrojme slabé samodruZnou pfimku v, = v, L 0 a vytkn&me jeji priseciky H, Z
s tib&Znici u'” a s osou 0. Vztyéme v bodu H kolmici k roviné nakresu a nanesme na
ni usecku HO = HO, ve smyslu nad rovinu nakresu. Takovy bod je jediny. Sestrojme
rovinu ¢ incidentni s osou kolineace o a kolmou k roviné nakresu. Takova rovina je
té7 jedina. Tim je sestrojena Diirerova soustava pfifazena dané persp. kolineaci.
V ni je rovina nakresu perspektivni pramétna, bod O je stied promitani, /O, = HO
distance, HZ vyska oka, ¢ zakladni rovina. — Vzhledem k dvojimu mozZnému urdeni
stfedu O jsou takové soustavy piifazené¢ dané perspektivni kolineaci dvé, cbd.

Omezime-li se na jedno promitani Q a volime-li ve véte 1,18 jeden z mozZnych
sttedli Diirerovy soustavy, mizeme oba pojmy, tj. pojem Diirerovy soustavy perspek-
tivniho promitani a pojem perspektivni kolineace dvou soumistnych rovinnych sou-
stav, pokladat za pojmy ekvivalentni. — Vyslovime proto definici.

Definice 1,10 (obrazu Diirerovy soustavy)

Obrazem Diirerovy soustavy (O, n L o) perspektivniho promitdni rozumime rovinnou
perspektioni kolineaci danou zpravidla stfedem O, (Q — priunétem stiedu soustavy),
osou z (zdkladnici soustavy) a ub&nici ul = h (horizontem soustavy). Obraz soustavy
oznacujeme (O, z, h).

Pri konstrukcich perspektiv objektii v dané Diirerové soustavé se Casto stava,
Ze mizeme volit urfovaci prvky objektu, napf. body, nebo je dokonce tato volba
Zadana. Napt. je volit podstavu objektu v zakladoi roviné ¢ dané soustavy mimo
jiné jejim vrcholem A, a to:

a) jeho pidorysem A,

b) jeho perspektivou 4.

Je dilezitd otazka, jak volit bod zakladni roviny ¢ jeho plidorysem A, resp. jeho
stiedovym primétem A, aby tento stfedovy primét A, byla perspektiva bodu A4,
tj. aby bod 4 byl incidentni s viditelnym poloprostorem Diirerovy soustavy. O tom
je mozno vyslovit vétu.

2 AUPO, sbornik pract ' 17



Véta 1,19. a) Je-li aplikovdno v dané
Diirerové soustavé 'Q-promitani, jsou
body zdkladni roviny ¢ viditelného pro-
storu po tomto promitdni incidentni s po-
lorovinou wiz, kde wi je ibéznice sou-
stavy persp. primétny, wi ||z wi— z=d
(obr. 11, obr. 10).

b) Je-li aplikovdno v dané Diirerové
soustavé *Q-promitdni, jsou body zd-
kladni roviny o viditelného prostoru po
tomto promitdni incidentni s polorovinou
wiz, kde wi jeiibéZnice soustavy perspek-
tivy, wyllz, wi -z = d.

¢) Polorovina w"z zdkladni roviny @
incidentni s viditelnym prostorem se
zobrazuje ze stiedu O do poloroviny hz
persp. primétny n (obr. 11).

Dukaz spravnosti véty je na zakladé
obr. 11 zcela jednoduchy.

Obr. 11

2. Uziti perspektivni kolineace pii nékterych mechanickych konstrukcich perspektiv

V historickém vyvoji mechanismi, slouzicich usnadnéni rysovani perspektiv, se
uplatiiovaly riiziné myslenky. V dobé€ vzniku pfistroji koncem 15. stol., pak v 16. a 17.
stol. byly konstruovany jednoduché mechanické pomiicky ke kresleni perspektiv
existujicich predmétt, diagrafy. Byly to pomicky zpravidla opticko-mechanické
a jejich zaklad byla Diirerova soustava perspektivniho promitani. Perspektiva objektu
v roviné n byla vhodné pfenasena na jinou rovinu (4. Diirer), ptipadné na zakladni
rovinu n (W. Jamitzer, L. Cardi da Cigoli, J. Burgi ...) nebo byla vhodné umisténa
pfimo na perspektivni pramétné n (B. Bramner).

J. H. Lambert (1728 —1777) sestrojil prvni kolineografy, mechanické pomiicky
usnadiujici rysovani pespektiv revinnych obrazet, zpravidla incidentnich se zakladni
rovinou ¢ Diirerovy soustavy. Zaklad jeho konstrukci je ztotoZnéni pramétny 7
se zékladni rovinou ¢ sklopenim, zachovani incidence pii promitani a dokonce vztah
perspektivné kolinearni objeveny diive S. Stevinem (1605).

V obdobi rozkvétu kolineografl pocinajic od 80. let min. stoleti jsou konstruovany
vlastni perspektografy, mechanismy k usnadnéni rysovani perspektiv -prostorovych
objektd zpravidla pomoci Mongeovych priméti. Je u nich uzito zvlasté priseéné
metody konstrukce perspektivnich obrazii ve spojeni s trilinedrnim vztahem vzajemné
orientovanych tif stfedovych projekci objektu (Q. Hauck a j.).
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V prvnim a druhém desetileti tohoto stol. bylo navrZzeno nékolik konstrukei perspek-
tiv rovinnych i prostorovych objekti, které daly podnét k sestrojeni mechanismi
k usnadnéni rysovani perspektiv. Jejich geometrickym zakladem je uvedeny perspek-
tivné kolinearni vztah, o némZ mluvi Stevinova véta.

V r. 1909 byla provedena C. de la Fresnayem ve Francii konstrukce perspektivy
obrazee incidentniho se zakladni rovinou jako jeho stfedov kolinearniho obrazu
v perspektivni primétné z. Pfitom byla pfrevedena perspektivni kolineace dvou sou-
mistnych rovin v © v obecnou kolineaci soumistnych rovin tzv. rozitépenim per-
spektivni kolineace zavedenym v praci [7] a bylo vyuZito nékterych vlastnosti této
obecné kolineace [1], [7]. Konstrukce je popsana v praci Les faisceaux a projeter [6].
Tato konstrukce vede k sestrojeni neobvykle jecdnoduché mechanické pomicky
k rysovani perspektiv, na niZ upozorfiuji néktefi soucasni geometfi, jako K. Bartel [1]
a S. A. Smirnov [2].

Perspektivni pravitko Fresnayovo slouZi ve své piivodni formé k rysovani perspektiv
obrazct leZicich v zakladni roviné g, takZe jde o kolincograf. Perspektivy kolmic
k zakladni roving je jim moZno rysovat za pomoci kruZitka a pfiloZného a trojihel-
nikového pravitka. P¥i ipravé pravitka navrhované v této praci je mozno konstrukci
perspektivy obrazce v zakladni roviné i perspektivy vySek pfedmétu téméf zcela
zmechanisovat a uZit pravitka jako perspektografu. Mechanismus neodpovida pro
svou jednoduchost do té doby b&Zné definici perspektografu, jak je tomu napf.
u pfistroje Hauckova, ktery obsahuje tii hlavni &asti, konajici navzijem zavislé
pohyby. Perspektograf de la Fresnaye kona pfi kresleni perspektivy pohyby jako
celek. )

Perspektograf Fresnayiv vysoce ocetiuje Kazimierz Bartel ve svém spisu Perspek-
tywa malarska [1). Zda se, Ze toto ocenéni neni opravnéné vzhledem k ostatnim pii-
strojiim, nebot konstrukce perspektivy pomoci tohoto pfistroje neni ryze mechanicka
ani po Upravé Bartelové a je ji nutno doplnit rysovanim pomoci pravitka a kruzitka.
Pesto nelze této mechanické pomicce upfit dimysl a vtip, zvIaste kdyZ uvaZime jeji
jednoduchost a pfitom pomérné sloZity jeji geometricky zaklad i moZnost aplikace
pii mechanisaci ostatnich elementarnich geometrickych transformaci, jak bylo uve-
deno v lit. [7].

S. A. Smirnov v Cetveruchinové sborniku Metody nacertatélnoj geometrii... [2]
doporuduje uzit k rozsté€peni [7] dané perspektivni kolineace otoeni o thel y = 90°.
V tomto ptipadé dochazi pii konstrukcei perspektiv k nékterym zjednodusenim a vy-
hodam.

Smirnov viak své doporuceni teoreticky ditkazem nezdivodiiuje, ¢imZz miZe pfi
konstrukei dojit k nejasnostem a omylim.

Dal3i tif pristroje sestavil profesor prazské némecké techniky Karel Mack. V roce
1918 konstruoval za pomoci svych spolupracovnikii A. Schiebela a J. Tumy a s prispé-
nim &eskoslovenského ministerstva vyucovani z¢asti kovovy perspektograf, kiery pak
popsal ve Zprdvdch videsiské akademie [24] a v Casopise Jahresbericht der deutschen
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Mathematikervereinigung [22] a prvng jej pfedvedl na schizi némeckych matematik
v Jené r. 1921. O jeho pouZiti ve fotogrammetrii piSe v Technische Blitter [25].

Zaroveii sestrojil perspektograf s pausovacim papirem, ktery je moZno nahradit
celuloidovou deskou.

Autor dochazi k zakladni myslence pfistroje, ke konstrukci perspektivy uve-
dené v [24], studiem stfedové projekce jako vztahu perspektivné kolinedrniho, tedy
podobn& jako de la Fresnaye. Perspektivu sestrojuje bez kruZitka, jen pomoci
pfilozniku, prisvitného papiru a Sedesatistupriového pravouhlého trojuhelnika.

Na zékladé zkuSenosti nabytych pii konstrukci obou pfistrojii sestrojil Karel
Mack o nékolik rok pozdéji dalsi perspektograf, tzv. nifovy, ktery popisuje
v tychz zpravach videiiské akademie z r. 1922 [24].

Mackovy mechanismy jsou v jistém smyslu podobné piistroji Fresnayovu. Geo-
metricky zaklad mechanismi obou autori je tentyZz, perspektivné kolinearni vztah
v perspektivni pramétné podle véty Stevinovy. Pii kresleni perspektivy je u Mackovych
mechanism{i posunovano pausovacim papirem ncbo deskou ve sméru hlavni verti-
kaly, pii uziti Fresnayova pfistroje je otageno celym pravitkem kolem jeho pevného
bodu.

Budeme se zabyvat nékterymi teorctickymi dusledky Fresnayovy mechanické
konstrukce perspektiv. a nékterymi perspektivnimi mechanismy navrzenymi na
zakladé této tcoric. Mechanismy jsou neoby&einé jednoduché co se tyce jejich se-
strojeni 1 co se tyCe zachazeni pii rysovani perspektivnich obrazi. Odpadaji u nich
nékteré zavady jinych perspektivnich mechanismi, jako sloZitost, pom&rné vysoka
cena, plynulost chodu soudasti, otazka mazani aj. Dalsi pozoruhodna vyhoda této
teoric spociva v moznosti jejiho vyuziti pii rysovani rovnobéznych projekei a podob-
nych i shodnych obrazcl k obrazciim danym.

Teorie Fresnayovy mechanické konstrukce perspektiv, pristusné pojmy a podstata
Fresnayova mechanismu byly uvedeny v [1], [2], [7]. Zakladni mysienka konstrukce
spociva, jak bylo uvedeno, ve vyuziti n¢kterych viastnosti obecné kolinearniho vztahu
dvou soumistnych rovinnych soustav. V takova obeené kolinearni pole je preveden
obraz Diirerovy soustavy (perspektivni kolineace podle Stevinovy véty) jeho roz-
Stépenini, spocivajicim v otoceni jednoho z perspektivné kolinearnich poli o velikost
libovolného thlu y 4 07, 180" kolem stiedu perspektivai kolineace. Tim je kazdé
slabé samodruzné piimee ¢; = a, dané perspektivni kolineace pfifazen jeden stied
perspektivity O bodovych fad @y, a, (pfiotogeni rovinné soustavy ¢, do polohy o),
umoznujici konstrukei [7].

V teorii Fresnayovy konstrukee je viak vylucovano rozstépeni otocenim o velikost
uhlu 3 = 07, 180". Zdivodnéni byva opomijeno, a proto bude nyni uvedeno. Podle
dosavadnich znalosti o sestrojeni stiedu perspektivity O° plati tato véta:

Véta 2,1. Stfed perspektivity O° pfifazeny slabé samodriuzné primce a, = a, pFi
rozstépeni perspektivni kolineace otocenim y = 0°, 180°, je kaZdy bod této samo-
druzné primky.
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Ditkaz. Pfi roz§tépeni perspektivni kolineace otocenim o velikost thlu y = 0°
je poloha viech bodu slabé samodruzné pfimky a, = a, invariantni, A} = A4,
B{ =B,, U{, = U,,,... Stied perspektivity O naleZejici této pfimce je 0° =
= AjA.. B{B, = A1A.. U{, U.. Protoze ob& ptimky AjA., B{B. splyvaji, je
spravnost véty pro y = 0° potvrzena.

Podobné je tomu pii rozstépeni otocenim o uhel y = 180°. Poloha bodu Ui,
je invariantni, Uy, = U, a kazdy jiny bod 4,, By, ... piejde v bod 4}, Bf, ...
diametralni k 4,, B, ... podle stiedu perspektivni kolineace O,. Pfimky AjA,,
B{B,, U{ U, ... splyvaji a kazdy jejich bod je stiedem 0% cbd. Sestrojeni perspektivy
daného obrazce incidentniho se zékladni rovinou ¢ Diirerovy soustavy dané jejim
obrazem obsahuje podle [7]jeho otoceni o dany thel y, sestrojeni pfimky perspektivity
0“, samodruzné piimky x, vedeni dvou pfimek podél hran pravitka a narysovani
piimky dané dvéma body.

3. Navrh konstrukce kolineografu podle Fresnaye

Je tieba si v§imnout sestrojeni samodruzné pfimky x a piimky perspektivity 0%
jsou-li dina vsechna data pro sestrojeni perspektivy obrazce incidentniho se zakladni
rovinou Diirerovy soustavy, resp. jejiho obrazu (O, z, k). Fresnaye popisuje jejich
konstrukei, ktera je vskutku jednoducha a pti uziti pravitka rysuje obé pfimky predem
na papife rysu.

Lze navrhnout tuto upravu celuloidového pravitka a upravu konstrukce obou
piimek x, o°. Opatfme hrany pravitka a; = a,, ay, EF mé&fitky tak, jak je vyznadeno
v obr. 12. Stejné ozna¢ené body métitek a, = a,, a} a stied O, = X tvoii rovnoramenné
trojuhelniky, ¢islovani na nich po¢ina od bodu X nebo ve stejnych vzdalenostech
od ného. P¥imky stejné oznacenych bodii na hranach a, = a., EF jsou rovnobé&zné
s hranou aj a tvofi osnovu pfimek tohoto sméru. V obr. 12 jsou vyznadeny useky
téchto piimek pfi hranach a; = a,, EF.

Sestrojeni pfimky perspektivy ¢ = XO° pfi této apravé piistroje (obr. 12).

Nevlastnimu bodu Uf, slabé samodruzné piimky @, = a, soustavy ¢ piislusi
perspektiva U¢ incidentni s horizontem / a se soustavou primétny . Otoény bod UY,,
je mevlastni bod Uf,, pfimky a|. Samodruzny bod M, = M, piimky a, = a,,
M, =M, =z.(a, = a,) se otolenim rozitépi v dvojici M{, M, par A,, A, pti-
fazenych si bodl se roz§tépi v dvojici 4}, A4.. Je tedy stied perspektivity 0%,

0" = U/, . M,M{ . A A).

Postup pii rysovani pfimky perspektivity o (na pravitku i na papife rysu) je tedy
tento:
1. Pfistroj postavime tak, aby jeho hrana a, = a, byla incidentni s bodem A..
2. Cteme kétu 15,4 prisetiku U¢ horizontu k s hranou pravitka @, = a,. Vyhle-
dame tutéZ kotu 15,4 na hran& EF a spojime na pravitku body téchto k6t pfimkou m.
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3. Cteme pfi téZe poloze pravitka kotu 22,1 priscéiku M, = M, zékladnice =
s hranou a, = a,. Vytkneme bod M| téZe kéty na hrang a) pravitka a vyznaime jej
i na papife rysu. Oba body M., M| spojime na pravitku pfimkou ».

4. Prisecik O = m . n je bod pfimky perspektivity o, kterou vyznacime jasné na
pravitku.

f.

Obr. 12

Sestrojeni samodruZné pfimky x na papife rysu pii téZe Gpravé pravitka (obr. 12).
1. Bod O je jednim bodem samodruzné primky x. Je ticba jej pfenést s pravitka
na nakresnu. To uéinime napf. vyznaenim bodu 7“ = o0“. EF na nakresné pii
poloze pravitka uvedené v I. ptedeslého odstavce. OtoCime pravitkem, aby jeho

hrana a, = a, prochazela timto bodem T a vedeme rayon o° = T°0,. Ten je
prenesenou piimkou o na papir rysu.
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2. Odsuneme pravitko a sestrojime piimku M M{, jejiz bod M| byl vyznaden
pii sestrojeni pfimky perspektivity na pravitku. Stied perspektivity O je: 0 =
=0*. M.M{.

3. Bod 0, stied perspektivity nalezejici hlavni veriikale v, = v, je druhy bod
samodruzné piimky x. OtoCime pravitko, aby se hrana a, = a, ztotoZnila s hlavni
vertikalou v; = v, a ozna¢ime na nakresné bod 7% = 0" . EF. Cteme kétu 19,3 bodu
Z, =Z.=z.(v; =v,) a oznadime bod Z{ téZc kéty na a). ktera v této poloze
pravitka splyva s piimkou v} .

4. Oto&ime pravitkem, aby hrana a; = a, nebo a} se stala incidentni s bodem 7"
a narysujeme podél ni ryon o' = XO".

5. Oto¢ime pravitkem, aby byla nakresna volna, narysujeme pfimku Z.Z{ a vy-
tkneme sticd perspektivity 0° = o'. Z,Z{.— Pfimka x = 0°0" je hledana samo-
druzna primka.

Pro kontrolu spravnosti sestrojime bod 0”. Polozime pravitko do libovolné polohy,
takze prvni hrana pravitka bude b, = b, a sestrojime jako dfive ob& pfimky o®,
N{N., které uréuji bod 0°: o® . N{N, € x.

Prace s pravitkem této konstrukee je zcela jednoducha. Necht je scstrojit perspek-
tivu 4, bodu 4 € ¢ dané Diirerovy soustavy uréeného 'Q — primétem A, (obr. 12).

1. Otocime pravitkem, aby jeho hrana a, = a, se stala incidentni s bodem 4,
vedeme podél ni rayon a vyznatime na papite rysu bod 7% = o . EF. Cteme kétu
bodu M, = z.a, a bod M| téze kéty na hrané ay vyznalime na papife rysu.

2. Oto¢ime pravitkem, aby hrana a; = a, ncbo aj se stala incidentni s bodem 7,
vedeme podél ni rayon 0,7 a ozna&ime jeho prisecik O® se samodruZnou pfimkou
x,0% = x.0,T"

3. Ototime pravitkem, aby byla nakresna volna, a sestrojime piimku A;0°
ktera uréuje na a, = a, hledanou perspektivu A, = a.. 470"

Pri sestrojeni perspektivy bodu jsou tedy rysovany dvé piimky podél hrany
pravitka, jedna primka uréena dvéma body a jsou pfeneseny dva body s pravitka na
papir rysu.

4. Konstrukce perspektivy prostorového objektu

Perspektivu prostorového objektu stojiciho na zakladni roviné ¢ miizeme sestrojit
riiznymi zpisoby.

1. Pfedné lze doporudit uziti vrstevni metody vzhledem k zakladni roviné o.
Jestlize ma objekt vrstevnou strukturu, napf. stavba obsahujici vodorovné hrany,
jako fimsy, oddéleni poschodi, vodorovné fady oken atd., pak rysujeme perspek-
tivy vodorovnych Fezli v jednotlivych vrstevnich rovinach touto metodou. Distance
z0stava taz, zakladnice z, piimka perspektivity o® a samodruzna ptimka x méni svou
polohu, ktera je zavisla jen na vysce v stiedu zobrazeni. Pro sestrojeni primky perspek-
tivity o plati jednoducha véta.
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Véta 4,1. Svazek pFimek perspektivity o° o stfedu Oy = X, ndleZicich jednotlivym
vrstevnim rovindm, je primétem Fady bodii incidentnich s pFimkou ULU{., shodné
s Fadou na pFimce a, = a,, kterou na ni vytind osnova zdkladnic jednotlivych vrstevnich
rovin.

Ditkaz (obr. 12). Stied perspektivity O° je incidentni s pfimkou M M|, kterd
je stranou rovnoramenného trojthelnika OyM M. ProtoZe je O” téZ incidentni
s piimkou UfU{, a plati UtU{. ||d, je téZ trojuhelnik U®M,.0O° rovnoramenny
a plati: UM, = UL0% coz dokazuje spravnost véty 4,1.

O samodruné piimce x pii konstantni distanci ¢, konstatnim uthlu otodeni y
a proménné vySce v Diircrovy soustavy plati véty.

Véta 4,2. Samodruznd primka x -Diirerovy soustavy pri prdvé danych podminkdch
Je tecna kuZelosecky vedend ze stfedu perspektivity O° ndleZiciho hlavni vertikdle
vy = v.. Ohniska kuZelosecky jsou Q-priuméty 0. Oy stfedu O zobrazeni, hlavni jeji
poloosa se rovnd v v stfedu zobrazeni.

PFi proménné viice v jde tedy o soustavu konfokdlnich kuZelosecek s ohnisky v bo-
dech Oq, Og.

Diikaz spravnosti véty bude proveden v kap. 2.

Postup pii rysovani piimek perspektivity, samodruZnych pfimek a celé perspektivy
objektu je jasny.

2. Jiny zpisob konstrukce perspektivy prostorového objektu spociva v tom, Ze
sestrojime perspektivy pidorysi jednotlivych bodd objektu, nadeZ body ,,vyzdvih-
neme** o jejich vysku nad tyto perspektivni pidorysy. Jde tedy o lohu nanést na
kolmici k zakladni roviné od jejiho daného bodu tusecku dané velikosti. Konstrukce
pomoci hloubkovych piimek je vSeobecné znama (obr. 13).

3. Perspektivy pravé uvedenych vysek maZeme urcit pomoci vrstevnich rovin
vzhledem k perspektivni primétn¢ n. Zpisob 2. je v podstaté tato metoda. Kaz.
Bartel [1] dochazi uvahou o vlastnostech vrstevnich rovin pravé uvedenych ke
konstrukei perspektiv vySek., a to na zakladé véty 4,4. Predpoklada vétu, jejiz
spravnost je v§eobecné znama.

Véta 4,3. Velikost perspektivy tisecky rovnobézné s perspektivni primétnou m je inva~
riantni vici posuvu ve své vrstevni roviné vzhledem k primétné n.

Dikaz spravnosti véty spocCiva v uvazeni ¢tvrté méfické timeérné.

Avsak kladeni pravitka pro urceni perspektivy vysky bodu nad zakladni rovinou
a Cteni jeji velikosti provadi Bartel jen Castecné mechanicky. Je moZno navrhnout
fadu uprav pravitka, jimiz je moZno tyto nedostatky z velké Casti odstranit.

Jde tedy o perspektivu useku kolmice vztyéené v daném bodé zakladni roviny na-
neseného od paty této kolmice. Necht je dan perspektivni obraz 4., B,, ... bodu inci-
dentniho se zdkladni rovinou a otogeny jeho phdorys A}, By, ... o thcl y. Pak
plati zajimava véta )

Véta 4,4. Jest vzddlenost otoceného piidorysu Ay, By, ... bodu A, B, ... inci-
dentniho se zdkladni rovinou od pFimky a) (hrany ay pravitka) rovna vseku kolmice

24



vztylené v bodu A, B, ... k zdkladni roviné, pak vzddlenost perspektivy A., B, ...
bodu A, B, ... od pFimky a, = a, (hrany pravitka tého* oznaceni) je rovna velikosti

perspektivy tohoto useku.
\I/CL'X

L Ureo Ures

0@

Vseo

Obr. 13

Diikaz (obr. 13).

Necht je A;, A. padorys a perspektiva bodu A € g. Polozme bodem A rovina
7* || m, tj. vrstevni rovinu vzhledem k perspektivni pramétné n. Jeji stopa pllz ma
prvni primét py || z, py € A, a perspektivu p, ||z, p, € A... Podle véty 4,1 je perspektiva a,
usecky a dané velikosti incidentni s touto vrstevni rovinou konstantni, nezavisla na
poloze usecky v této vrstevni rovingé, Je tedy pomér

= konst.

25



Necht jsou dany slabé samodruzné pimky, napt. b, = b,, v = v.. Pak A.B.€p,,
A.C.ep, jsou perspektivy uscéek AB = A,B, ep,. AC = A,C €p,, kde B, = p. .
b, Co=po.v.. By =p,. by, Cp =p,.v,. Plati:

Otodenim o tihel y piejdou piimky @, , b, , v, do polchy ay, by, vy a iseCky A, B, 4,C,
do polohy A}|B{ = AB,, A\C{ = A4,C,. Plati:

AB a

= ==k
AB,  a, ’
4,C¢, a

===k
A€, a,

Spustime-li z bodéi B,, B, resp. Cy, C, kolmice B, R, B.R", resp. C,R{, C.R:, plati
pro ziskané trojihelniky A4 B, R} ~ AAB.R", resp. / A,C,Rf ~ NA.C.RE.
Taktéz jsou ANA;B(RY ~ NABR", .. atd.

Pro strany podobnych trojihelnikii plati:

B, RYB, _

.
AB, R!B, A

MG RIC ey
AC, T R, a.

Z t&chto rovnosti vyplyva: Jestlize je B{RY , resp. C{R{ ... velikost tsecky incidentni
s vrstevni rovinou, pak je B.R", resp. C.RS, ... velikost perspektivy této tsetky.
Aviak B, R}, B.R", resp. C, RS, C.R¢ jsou podle definice vzdalenosti bodu od piimky
vzdilenosti bodu B,, B, resp. C,, C, od pfimky a, = a,. Otocenim roviny ¢,
picjde pfimka a, v piimku a} , vzdalenost B, R} bodu B, od a, = a,, resp. vzdalenost
C,R{ bodu C, od a, = a,, piejde ve vzdalenosti Bi R} bodu B od aj, resp. ve
vzdalenosti C{R{ bodu C{ od a}. Tim je spravnost véty dokazana.

Kazimierz Bartel [1] (str. 334) uréuje velikost perspektivy kolmice vztyéené v bodé 4
incidentnim se zakladni rovinou podle této véty takto:

1. Opise kruZnici k& kolem otogeného ptidorysu A7 bodu A polomérem rovnym
velikosti kolmice vzty¢ené v bodé A4 k zakladni roviné o.

2. Otoc¢i lepenkovym pravitkem tak, aby se jeho hrana « stala teénou k této
kruznici.

3. Narysuje piimku pod¢l hrany a; = a, pravitka. Vzdalenost perspektivy A,
bodu A4 od této piimky je velikost perspektivy uvedené kolmice. Urduje ji téz pfimo
jako vzdalenost perspektivy 4. od hrany a, = a,.
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5. Navrh konstrukce perspektografu podle Fresnaye k urceni perspektiv vySek-
objektu

Pravitko XEF (obr. 12), jehoZ hrany @, = a,, a; (XE, XF) tvofi napi. uhel 45°.
rozifime o ¢ast XEL, jejiz hrany a, a, = a, sviraji téz Ghel 45°, takze pravitko XLF
je pravouhlé¢ (obr. 14). Abychom mohli rysovat pfimky podél hrany «, = a,, vy-

Obr. 14

fizneme v pravitku podélny otvor i. Prvou ast XEF opatfime osnovou / piimek
rovnob&Znych s hranou aj = XF a vzdilenosti pfimek osnovy od @i udéame stupnici
na hrané EF. Bodem E vedeme na pravitku kolmici k k hrané ai, jejiz pata je K
(obr. 14).

Pravé tak druhou ¢ast pravitka XLE opatfime osnovou /7 piimek rovnobéznych
s hranou a; = a. = XE a pfislusnou stupnici na hrané EL. Mimo to opatiime tuto
¢ast soustavou kruhovych soustfednych obloukl o stiedu Oy = X s piislusnym
oznacenim na hrané XL.

Perspektivu podstaty prostorového objektu v zékladni roviné sestrojime pomoci
pristroje znamym zplisobem. JestliZe mame sestrojit perspektivu tsecky A4V na
kolmici vzty€ené v bodé A € ¢ k zdkladni roving, poCiname si takto:

Oto¢ime pravitkem, aby hrana a, = a. prochdzela perspektivou A4, bodu A
a zkontrolujeme, zdali hrana a} prochazi otocenym bodem Aj. Je-li vyska bodu ¥
nad rovinou ¢ udana &iseln&, napf. 8.4, najdeme na stupnici EF pfislusny bod, je-li
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udéana .L'ISCékOU, naneseme ji na kolmici k& od bodu K do bodu V' a piecteme jejf
velikost na hrang EF. Oto&ime pravitko tak, aby otofeny pldorys Aj bodu A4 byl
“incidentni s rovnob&Zkou soustavy I o k6t& 8,4, Perspektiva A, bodu A4 je pak inci-
dentni s jistou piimkou soustavy /I, jejiZ ¢teni udava velikost perspektivy tsecky AV.
V obr. 14 je to &islo 4,65. Stadi nanést na kolmici 4.V, (4.V, L z) asetku velikosti
4,65 jednotek.

I k tomu je vSak moZno uzit perspektivniho pravitka. Otocime jim, aZ hrana
ay, = a, = XE splyne s hlavni vertikilou v; = v.. V této poloze pravitka je perspek-
tiva A, incidentni s jistou primkou osnovy /7, jejiZ bod na hrané EL ozna¢ime na
papife rysu bodem A, . Tento bod urCuje s perspektivou A4, vertikalni pfimku vedenou
timto bodem A,. Oto&ime pravitkem, aby hrana a byla incidentni s perspektivou 4.,
a ¢teme na hrané a kotu 9. Urcime bod ve vzdalenosti 4,65, tj. bod 4,35 = 9 — 4,65
a oznacime jej V”. Nato odsuneme pravitko ototenim, sestrojime kolmici 4.V, =
= AyA. pomoci bodu 4, dfive oznaceného na hrané EL a pfeneseme na ni kruZitkem
useCku A V" AV, je perspektiva tsecky AV | o.

1. TEORIE DUREROVY SOUSTAVY
1. Vyhody rozstépeni perspektivni kolineace etocenim y = 90°

Zaklad jednoduchych mechanism@ dosud probranych v tomto &lanku i v [1], [2],
[6], [7] je obecny kolinearni vztah dvou soumistnych rovinnych soustav, ve které
prejdou dv& soumistné rovinné perspektivnd kolinearni soustavy ototenim jedné
z nich o libovolny uhel y kolem stfedu uvaZované perspektivni kolineace.

Neékteré vyhody a prednosti maji vzhledem k dosud uvaZovanym mechanismim
ty pfistroje, jejichZ teoreticky zaklad je tyZ, aviak premisténi jedné ze soustav vaza-
nych perspektivni kolineaci se provede otoenim o twhel y = 90° kolem stfedu
perspektivni kolineace. Tyto vyhody je moZno uvést hned na zac¢atku. Jsou to napf.:

. jednoduchy tvar pravouhlého pravitka.

Jednoduché ureni piimky perspektivity o i samodruZné pfimky x.

Moiznost vyuZiti Nicholsonova pravitka a dvojdilného pravouhlého pravitka.
Moinost vyuZiti Gtvercové sité na pravitku tvaru pilkruhu nebo obdilniku.
MozZnost uziti pravouhlého pravitka pii pfipadném upotfebeni rysovacich

“noA L

trojuhelnikd hlavné k rysovani perspektiv vySek v Diirerové soustave.

>

Je moZno uZit posuvnych pravitek pfi urcovani perspektivy vysky bodu nad
zakladni rovinou.

~

Jednoduché nanaseni uscéek stejné velikosti na danou piimku, déleni useek
na n stejnych dild, atd.
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2. Stfed perspektivity, pfimka perspektivity a samodruZna piimka x pfi rozStépeni
perspektivni kolineace ototenim y = 90°. KruZnice perspektivity.

Necht je dana perspektivni kolineace (Oy, z, h). Je znamo, Ze ji miZeme pokladat
za ekvivalentni obraz Diirerovy soustavy. Tato prostorova interpretace perspektivni

kolineace je zndzornéna v obr. 15 v Mongeové
projekci. O je stfed promitani, 7 perspektivni
pramétna, O,H, = d, 0,0, = v, h horizont,
z zékladnice.

Diive neZ se budeme zabyvat pfistroji
konstruovanymi pro uhel otodeni y = 90°,
v§imneme si blize Diirerovy soustavy a jejiho
obrazu po roz§tépeni otocenim o velikost to-
hoto hlu a uvedeme jeji teorii.

Z piedeslych uvah je znama konstrukce
stfedu perspektivity naleZiciho dané slabé
samodruzné piimce a; = a, pii dané velikosti
otoceni y, i pfimky perspektivity. Je znamo,
Ze mnoZina stiedli perspektivity O°, nale-
Zicich slabé samodruznym piimkam v obrazu
Diirerovy soustavy pii téze velikosti otoceni,
je samodruZna piimky x protilehla k stiedu
0, = X perspektivni kolineace po jejim roz-
Stépeni, ... atd.

Je mozno poloZit nékolik otazck, napi.:

N

h U

Obr. 15.

. Zaujiméa snad stied perspektivity dilezité slabé samodruzné primky, hlavni

vertikaly v, = v, pfi této specialni velikosti otoceni y né&akou zvid:.ini

polohu?

N

zvlastni polohu?

7

Zaujima snad prave uvedend samodruzna pfimka x pii otoCeni y = 90" néjakou

w

Co je geomctrické misto stiedit perspektivity prinalezicich téze samodruine
pfimee a; = a, pii riznych velikostech otoceni?

4. Co je geometrické misto samodruznych primek néleZicich viem pfipustinyin
velikostem thlu otodeni y? ’

Jak je tomu v involutorni Diirerové soustave, ... atd.

Na tyto otazky je moZno odpovédét vétami, které budou uvedeny. Bude dokazina

©

jejich spravnost a bude jich pouZito v dalSich ivahach.

Stied perspektivity pfislusici slabé samodruzné piimce splyvajici s hlavni verti-

kalou v, = v, pfi rozstépeni otofenim y = 90° zaujima skutecné zvlastni polohu,
je snadno sestrojitelny. TézZ pfislusnou pfimku perspektivity 1ze snadno sestrojit.

Plati dvé dulezité véty.
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Véta 2,1. Nechi je ddna Diirerova soustava svym obrazem (O, z, h). StFed perspek-

. tivity OV prislusici hlavni vertikdle vy = v, této soustavy po jejim rozstépeni otocenim

v = 90° soustavy zdkladni roviny ¢, je incidentni s horizontem (ubénici zdkladni

roviny o). LeX( ve vzddlenosti visky v stfedu O od hlavniho bodu H v kladném smyslu

pFi bézné orientaci horizontu, jestlize je rozstépeni provedeno otocenim v kladném

smyslu. LeZ{ v zdporném smyslu horizontu h pri zdporném smyslu otocent soustavy oy .
Véta plati pri aplikaci obou Q-promitdni v dané Diirerové soustavé.

Dikaz (obr. 16, 17, 'Q-promitani, resp. 2Q-promiténi). Stied perspektivity samo-
druzné piimky v, . po rozstépeni perspektivni kolineace otoenim soustavy
zakladni roviny ¢, je dan.dvéma, libovolnymi pary korespondujicich bodi ptimek
vy, v.. Volme napf. samodruZny bod Z'= M, = M_ a par U,,, U, a otoéme
pfimku v, v kladném smyslu o thel y = 90° do polohy vj. Bod M, nabude polohy
M| (0,M, = O,Mj), nevlastni bod U, ,, se stane po otoceni nevlastnim bodem Uy,
piimky . Stied perspektivity je 0'= M{M,.. U;,U,, jak ukazuji obr.16., 17.
Avsak U{, U, = h, je tedy O" incidentni s horizontem A, jak bylo feeno v prvni
Casti véty. Trojahelniky AOZ'My, AU.Z'0" jsou pravouhlé rovnoramenné
homotetické trojithelniky se sttedem homotetie Z°. Proto je Z'U, = U0" = HO" =
= v, ¢imZ je dokazéna spravnost druhé Casti véty.

V obr., 16, ktery znazoriiuje 'Q-promitani v Diirerové soustavé, je provedeno,
rozstépeni perspektivni kolineace otoéenim soustavy ¢, v kladném smyslu. Hlavni
vertikale prislusi stfed + 0", leZici v kladném smyslu horizontu vzhledem k hlavnimu
bodu H. Obracend je tomu pii otoeni v zaporném smyslu.

Obr. 16 Obr. 17

V obr. 17, znazoriiujicim aplikaci >Q-promitani v Diircrové soustavé, nilezi hlavai
vertikale po rozst€peni otocenim v kladném smyslu tentyz stfed perspektivity + 07,
po rozstépeni otoCenim v ziporném smyslu pak stied —O". Véta tedy plati pro obé
Q-promitani a jeji spravnost je prokéazana. -

Véta 2,2, JestliZe jsou splnény vSechny predpoklady jako ve vété predesté, avsak
rozstépeni Diirerovy soustavy se provede otocenim soustavy persp. priunétny n, pak
plati: Sifed perspektivity O, ndleZici hlavni vertikdle v, = v, pFi rozstépeni otocenim
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y = 90°, je incidentni s 1ibéZnici w, soustavy perspektivni primétny m, a to ve vzddlenosti
distance d od hlavniho wibézniku W, . PFi aplikaci ‘Q-promitani znameni smyslu otdcent
a vzddl i W,0° souhlasi, pFi aplikaci *Q-promitdni jsou znameni opacnd.

Dikaz (obr. 18)

Necht je dana Diirerova soustava (O, z, 1) pii aplikaci 'Q-promitani. Rozstépme
ji otoCenim soustavy n ve smyslu kladném. Samodruzny bod M, = M, hlavni
vertikaly vy = v, se rozstépi ve dvojici M,, + M/, dvojice piifazenych si bodi
Uy, U, v dvojici U,,,, +U.. Stied perspektivy 0" je dan: 0" = M (+M]).
.Uy, (+U)). Protoze je U,,,U.|lv, = v, ve vzdalenosti distance d (0,0, = O H =
= d), je téZ stied perspektivy v této vzdalenosti od hlavni vertikély. Dile jsou troj-
uhelniky AOoM M. ~ WM, 0" homotetické podle stiedu M, a plati M,0, =
= 0,M/, je tedy té7 MW, = W,0" = d. Aviak W,0" je pravé ubéinice w,
soustavy perspektivni primétny n.

U 7.
" w o, iy e [
— - 0.
\ \ \\
\
lo*
¥ Hl),
) | T
M N/|
vev y
%
(¢3
z — oM 3
ZIM>M, . i /w —<}o"
¥ N
Obr. 18 Obr. 19

Pii otaleni v zaporném smyslu (obr. 18) je stied perspektivity —O" naleZici
hlavni vertikale soumérné poloZen podle ni, &imZ je dokazéana spravnost prvni &asti
véty.

Spravnost druhé jeji ¢asti je patrna z obr. 18. Je vidét, Ze otoCeni y = 90° v kladném
smyslu odpovida stied perspektivity + 0", otoceni v zaporném smyslu odpovida pak
bod —0°, takZe znameni smyslu oticeni a polohy stiedu perspektivity vzhledem
k bodu W, souhlasi.

Pii aplikaci 2Q-promitéani je ziejm& OgH = O, = d (obr. 19). Rozstépeni hlavni
vertikaly otoenim v kladném smyslu piejdou dvojice bodt M, = M., U, - U,
ve dvojice My, + M/, resp. U, , + U.. Stied perspektivity +0"= MM . U, U..

Je ziejmé, Ze leZi v zaporné polopiimee W,0" (ib&nice w, soustavy perspektivy
ve vzdalenosti distance od hlavni vertikaly.

JestliZe provedeme roz§tépeni otofenim ve smyslu zaporném (y = 90°), obdrZime
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jako stied perspektivity néaleZejici hlavni vertikdle bod —0° v kladné polopfimce
bé&Znice w, vzhledem k hlavni vertikdle ve vzdalenosti distance, cbd.

Abychom rozlisili oba pfipady rozitépeni, zavedeme definici.

Definice 2,1 (prvého a druhého rozstépeni Diirerovy soustavy otofenim ).

Rozstépeni Diirerovy soustavy otolenim zdkladni roviny ¢ o dany whel y nazyvime
prenim roz§tépenim Diirerovy soustavy otocenim y. Rozstépeni otocenim soustavy
perspektivni primétny nazyvime druhym rozstépenim Diirerovy soustavy otoce-
nim y.

Vysledek obou vét miZzeme shrnout kratce v dalsi vétu.

Véta 2,3. Pii pronim rozstépeni Diirerovy soustavy je stfed perspektivity O° nalezici
hlavni vertikdle v, = v, incidentni s ubéznici h = u? otdcené roviny ¢ ve vzddlenosti
této tibéznice h od zdkladni roviny ¢. Tato vzddlenost je vyska stfedu soustavy.
druhém roz$tépeni Diirerovy soustavy je stfed perspektivity O° ndleZejici hlavni
vertiicdle vy = v, incidentni s béznici w, otocené pramétny m ve vzddlenosti 1ibéZnice w,
od (éto praméiny n. Tato vzddlenost je distance stiedu zobrazeni.

Tento vysledek ukazuje moznost zamény funkci obou rovin 7, ¢. Vskutku, Diire-
rova soustava urtuje jednojednoznaéné zobrazeni zakladni roviny ¢ do perspek-
tivni pramétny m, zobrazeni ckvivalentni s originalem. Je tedy moZno povaZovat
kteroukoli z obou rovin za primétnu, zbyvajici za zakladni rovinu.

V dalSich uvahaci se budeme zabyvat prynim rozitépenim dané Diirerovy soustavy,
pokud nebude uveden piipad druhy. Otocenim soustavy perspektivni primétny se
budeme zabyvat na konci kapitoly 2.

O ptimee perspektivity o pfislusné hlavaé vertikale v, = v; plati véta.

Véa 2,4. Primka perspektivity o pFislusnd hlavni vertikdle Diirerovy sousiavy
svird s touto vertikdlou iithel o, pro ktery plati: tg x /d. Vzddlenost stiedu perspek-
tivity O od sifedu Oy soustavy je 0,0° = \/d* +

Dakaz. Vskutku, pfimka perspektivity o piislusna hlavni vertikale je incidentni
se stiedem perspektivity O prisluSnym hlavni vertikdle a se stiedem O,. Splyva
s picponou pravothlého trojuhelnika AU 0,0°, jeho? odvésny leZi v horizontu A
a v hiavni vertikéle. Je zfepjmeé U0, = da podle predesié véty U .0 = v (obr. 15, 16).
Proto je tg 2 = v/d. 0,0" = vd* + v?, cbd.

Samodruznou primku x prislusici dané Diirerové soustavé pii rozstépeni otoce-
nim y = 907 Iz¢ &7 sestrojit zeela jednoduse. O jeji poloze a konstrukei plati dilezita
véta.

Véta 2,5. Samodruind piimka x obrazu Diirerovy soustavy po jejim rozstépeni
otocenim y = 90° je incidentni se stiedem perspektivity O° ndleZicim hlavni vertikile
. O"eh, HO" = HZ = v, a je kolmd k pFimce perspektivity o° = 0,0°
ndlezici této vertikdle.
Diikaz (obr. 20, aplikovano 2Q-promitani). Ke konstrukci samodruzné pfimky v
uréime dva jeji body. Proto vytkneme dvé slabé samodruzné pfimky dané perspek-

v, =
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tivni kolincace, které se rozpadnou prvnim rozstépenim v pary perspektivnich
bodovych fad se stfedy perspektivnosti incidentnimi se samodruznou pfimkou x.
Prvni z obou slab& samodruznych pfimek zvolime hlavni vertikalu v, = v, kterd
je mnositelkou dvou soumistnych projektivnich fad MU, ...n M.U...., M, =
= M. = Z. Otofenim prvni
z nich o uhel y = 90° piejdou
obé¢ fady do polohy perspektivni:

MU, ...a MU, ...

Stied jejich perspektivnosti je,
jak znamo, bod 0"

0'= M.M/{.UU;,.

Piimka 0,0" je pfimka perspek-
tivity 0" piinaleZici hlavni verti-
kéle v, = v, pFi prvnim rozsté-
peni otoCenim y = 90°.

Jako druhé uzijeme slabé sa-
modruzné piimky ¢ =1 = Obr. 20
= 0,0" = o, ktera je nositelkou
projektivnich fad P\ T}, ... n P.T, ... Oto¢enim y = 90" sc fady rozstépi v perspek-
tivni fady

P{T,..n PT...,
jejichz stied perspektivity je bod O':
o' =PP .T.T|,.

Z obr. 20 je vidét, ¢ T, = 0", 0'e T,T,|, = O' e T.T,,, T.T{, 1 O, T,,.T.T|, L
1 0,0" = o". Samodruzna piimka x = 0°0" splyva s pfimkou 7,77, .

x = T.T{, Lo" cbd.

Misto paru U,,. U, pfifazenych bodu hlavni vertikaly v, = v, miZeme uzit
s vyhodou paru W, W, . Plati O W, = HZ" = v i co do smyslu. W, je stanovisko
zobrazeni, 1. pata kolmice spuiténé ze stfedu zobrazeni na zakladni rovinu. Je
incidentni s ub&Znici 1w, soustavy perspektivni praimétny .

Otogenim y = 90° nabude tento bod W, polohy W| € v} . Pro sticd perspektivity 0"
obou perspektivnich bodovych fad v}, v. plati: O"e W|W,,, coZ je rovnob&zka
s hlavni vertikalou v, = v, ve vzdalenosti Oy W | = Oy W, = v. To souhlasi s d¥ivj-
$imi vysledky.

Téz ptimku perspektivity 0%(0“) naleZici slabé samodruzné piimee ¢, = ¢. (a; = a,)
pii otoleni soustavy o, o velikost Ghlu y = 90° uréime jednoduse. MizZeme uzit
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véty o invariantni trojici @, = a,, ay. o* [7] a véty 2,4, z nichZ nasleduje dal3i véta.

Véta 2,6. Primka perspektivity 0%(o®) pFifazend slabé samodruZné pfimce q, = q.
(ay = a.) svirajici s hlavni vertikdlou ihel ¢ tvofi s q, = q.(a; = a,) uhel o, pro
ktery je

toc—v-
8% =7

Vzddlenost stfedu perspektivity O"(0°) od stiedu soustavy Oy je

_L

0,07 =
o7 Teos

— \/ da* + v%
[
Poloha stFedu perspektivity pFifazeného slabé samodruzné piimce je zdvisld jen na thle
@, distanci d a vysce v stfedu Diirerovy soustavy.

Diikaz (obr. 20). Spravnost prvni &asti véty vyplyva z vét 1,4 [7] a 2,5. Spravnost
druhé &asti véty vyplyva ze vztahi: 0,0, = d/cos ¢, trojihelnik AN.Q.07 je pravo-
uhly rovnoramenny,

v
07 = -
Q. QN = ?’
P B —
0007 = 0,02 + 0,07 = \/ S S S TS
cos’p  cos’p  COSQ

Spravnost tfetiho tvrzeni je patrna.

V poslednich vétach bylo mluveno o mnoZing stfedd perspektivity naleZicich
slabé samodruZnym piimkam pii téZe velikosti otoeni y. MiZeme viak poloZit
otazku, jaké je geometrické misto stfedi per-
spektivity naleZicich slab&é samodruZné p¥imce
pii riznych velikostech uhlu otoéeni y. O tom
plati véty, které uvedeme a dokazeme jejich sprav-
nost. Nejdiive si viimneme hlavni vertikaly.

Véta 2,7. Geometrické misto stfedii perspek-
tivy ndleZicich hlavni vertikdle pro hly otocent
v intervalu (0°, 360°) s vyjimkou 180° je kruz-
nice k° o stiedu v hlavnim bodu H a poloméru
rovném vysce v stfedu zobrazent.

Diikaz (obr. 21, 22).

a) Dokazeme: Je-li bod O stiedem perspekti-
vity fad vy, v, pak leZi na jmenované kruznici.

Hlavni vertikdla v, = v, jakoZto slab¥ sa-
modruzna pfimka obrazu Diirerovy soustavy je nositelkou dvou projektivnich sou-
mistnych bodovych fad, z nichZ necht jsou dany t¥i pary homologickych bodii: samo-
druzny bod Z"= M, = M_, nevlastni bod U,, homologicky s hlavnim bodem
H=U.a0,=0,_=0,.
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Oto&me soustavou g, kolem sttedu Oy o dany Ghel y. Piidorys v, hlavni vertikaly v
piejde do polohy vy, pfi demZ bod M, piejde do bedu M{, OyM{ = O,M, a nevlastni
bod Uy, € vy prejde do polohy Uy, € vy.

Stied perspektivity obou perspektivnich bodovych fad vy, v, je zfejm& 0' =
= M{M,. U] U..

Trojahelniky AOM M{, ANUM_.O" jsou ziejmé rovnoramenné a homotetické
podle stfedu M. Plati:

OuM] : 0uM, = U,0": UM,
OgM{. UM,
BN T
U.0" = v = konst., cbd.

U.0°= = UM,

c

b) DokaZzeme: Je-li bod O incidentni s jmenovanou kruznici k°, pak je stFedem
perspektivity bodovych fad vy, v,, kde v| je otocend Fada v, hlavni vertikdly kolem
stfedu O, o jisty vhel y'.

Necht je dan bod 0" € k° (obr. 21). Pak je

U.0" = UM, . 1)

Sestrojme pfimku M,0” a pimku O,Mj|U0". Tyto piimky O"M,, O,M;y
nejsou zfejm& rovnobéZné, nebot rovnobeZnost je symetricky vztah a plati: U0 ||
| OgM7. V ptipadé M. 0" || O,M1 by prochazely bodem O" dv& piimky, 0"'M,,
U,0" rovnob&né s ptimkou OyMj, coZ je nemoZné. — Maji proto ob&. pFimky
spoleény bod My.

Trojuhelniky AO M My, AUM. 0" jsou homotetické a plati:

OyM7 : OoM, = U0 : UM,.
oM = QoM. V0"
UCML‘
Vzhledem k rovnosti (1) je OyM{ = OyM,.

Je tedy bod M7 incidentni s kruZnici k (Oy, OgM,) 2 je otofenym bodem M,
kolem O, o uhel LM O M| = XM U.0" = y'. Pfimka Oy M] je ototena pfimka v,
kolem O, o velikosti uhlu y’.

Primky U.0" |OgM7 aje tedy U, 0 spojnice ib&Zniku U, s nevlastnim bodem Uy,
piimky OgM{, do kierého se otoli o tentyZ Ghel y’ nevlastni bod Uy, piimky vy.
Z projektivnich soumistnych bodovych fad v, = v, je otodena vy o thel y’ s tfemi
svymi body Oy, M., U,,, do polohy vf, O,, M{, Uy, . Projektivnost bodovych fad
7, v, je uvedenymi tfemi pary ptifazenych bodi dana. Rady v{, v, maji viak jeden
bod, ato 0,, za samodruZny, jsou tedy perspektivni o stiedu perspektivity v bodu 0%,

cbd.

Plati vSak véta obdobna vété 2,7 pro kaZdou samodruZnou pfimku a; = a,.
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Véta 2,8. Geometrické misto stiedi perspektivity O* pfislusicich slabé samodruzné
primee ay = a, pro uhly otoceni v intervalu (0°—360°) s vyjimkou 180° je kruZnice
o stiedu v ubézniku U7 soustavy a; a incidentni se samodruznym bodem Z°= N, = N,
fada, = a,.

Diikaz je obdobny dikazu véty 2,7 pro hlavni vertikalu.

a) V obrazu Diirerovy soustavy (O, z, /1) (obr. 22) je vytéena slabé samodruzna
pfimka a, = a, rGizna od hlavni vertikaly a svirajici s ni uhel ¢ s incidentnimi pro-
jektivnimi fadami A4, - A_. Z dvojic homologickych bodi jsou dany tfi: O, =
=0,=0,:N, =N, Uj,. U

Obr. 22
Otocenim bodové fady a, o velikost ahlu y obdrzime shodnou fadu af = a
perspektivai s Fadou a, podle vét diive uvedenych. Stied perspektivity O je

0°= N.N{ . UIUY, .

Trojuhelniky A OGN Ny, /A UIN O jsou rovnoramenné stejnolehlé trojahelniky podle
stfedu stejnolehlosti N, a zfejmé plati:

Ul0"= U{N, = vjcos " = konst., cbd.

b) Stejné, jak bylo ucinéno v dikazu véty 2,7, je mozno dokazat vétu obracenou.

Na zakladg téchto zajimavych vét maZeme vyslovit dalsi vétu.

Véta 2,9. Kazdé slabé samodruiné piimce a, = a, obrazw Diirerovy soustavy lze
prifadit kruznici k" o stfedu v ubéZniku U soustavy a, a poloméru r' = v[cos ¢“,
kde v je vyska stiedu zobrazeni, ¢ iihel uvazované slabé samodruiné piimky a, = a,
§ hlavni vertikdlou v, = r_. A obracené.
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Ditkaz spravnosti véty plyne z dfive uvedenych vét.

Hlavai vertikale naleZi tedy kruZnice o poloméru rovném vysce stfedu zobrazeni O.

Abychom mohli s pfifazenymi kiuZnicemi pracovat a vyjadfovat se struénéji,
vyslovime definici.

Definice 2,2 (kruZnice perspektivity)

Kruznice k° jako misto stiedit perspektivity ndleZicich slabé samodruzné pFimce a, = a,
pro vSechna otoceni y % 0°, 180° se nazyvd kruZnice perspektivity ndleZici
uvedené slabé samodruzné pFimce.

Podle dfive vyslovenych vét a pomoci kruZnice perspektivity k“ nalezici dané
slabé samodruzné pfimece «, = a, maZeme sestrojit stied perspektivity O naleZici
této primee pfi roz§tépeni otofenim soustavy
¢, o dany uhel y. Pfitom ma znacnou dile-
Zitost otoCeni o uhel y = 90°.

Uloha 1,1. Sestrojit pomoci kruznice per-
spekticity stied perspektivity pFislusny dané
slabé samodruzné primce pFi dané velikosti
otoceni y.

Regeni (obr. 22, 23).

1. Sestrojime kruZnici perspektivity k“ pfi-
slusnou uvazované slabé samodruzné primce Obr. 23

a; = a, = 0,U;.

2. Oto¢ime piimku a, o velikost daného uhlu y do polohy a; = O(N{ a scstroﬁme
bod Ay, resp. Ny, OgA{ = OyA;, resp. OoN{ = OoN;.

3. Hledany stied perspektivity O je

0" = k. A A{. resp. 0“= k". N.Ny.

K sestrojeni sttedu O je potieba kruZitka nebo pravitka a méfitka. Jsou-li k dispo-
zici dvé trojahelnikova pravitka, mitZeme pouZit i bézniku U, jimZ vedeme rovno-
b&zku ULUY. s otoCenou piimkou a; patfiéného smyslu: 0°= k°. U} V tom
piipadé neni tieba ani rysovat otogenou piimku ay .

KruZnice perspektivity miZeme pouZit i pfi sestrojeni pfimky perspektivity;néleiici
dané slabé samodruzné piimce a téZ k sestrojeni samodruzné p¥imky x obecného
kolinearniho vztahu vzniklého rozstépenim perspektivni kolineace. e

Po zavedeni kruZnice perspektivity je nutné uvazit rozitépeni perspektivni kolineace
ototenim o uhel y = 0°, 180°. Podle véty 2,1 piedeslé kapitoly je stied perspektivity-
prisluSny slabé samodruzné piimce a; = a, pii rozst€peni perspektivni kolineace
otodenim y = 0°, 180° neurtity bod této pfimky. Ob& piimky 4.4, ULU{., , které
uréuji svym prisedikem stied perspektivity O° splyvaji, coz dokazuje spravnost véty.

edem k existenci kruznice perspektivity jako spojité k¥ivky stfedd perspektivity

lm-
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néleZicich slab&é samodruZné piimce a; = a, pfi spojité zméné velikosti thlu
ototeni y miizeme tuto vyjimku odstranit. MiZeme o tom vyslovit v&tu.

Véta 2,10. Vzhledem ke kruznici perspektivity k® ndleZici slabé samodruzné
pFimce a, = a, perspektivni kolineace pri jejim rozstépeni otocenim soustavy g
o velikost uhlu y = 0°, 180° budeme povazovat stopnik Z* a diametrdlni bod V* za
stredy perspektivity samodruzné pFimky a; = a, pri rozstépent otocenim y = 0°, 180°.

Existence kruZnice perspektivity piimky a, = a, si podle toho 74da zménu ve
znéni véty 2,1 predesié kapitoly.

Zdivodnéni véty. Z konstrukce stiedu perspektivity O, napf. v obr. 22, je ziejmé,
Ze pri uhlu otoceni y, bliZicim se neomezené uhlu 180°, se stfed perspektivity neome-
zené blizi k bodu V. Pravé tak je vidét, Zc pii uhlu y konvergujicim k uhlu 180°
shora, bliZi sc stfed perspektivity neomezen€ k tému? bodu V*. MiiZeme tedy pfiradit
slabé samodruzné primece @, = a. pti rozitépeni perspektivni kolineace otacenim
7 = 180° diametralni bod ¥V k jejimu stopniku Z° zatim co muZeme pfifadit téze
piimce pii roz§iépeni otadenim y = 0° p¥imo stopnik Z° (zakladni bod) samodruzné
piimky a; = «q,.

Toto opatieni ma vsak jen formalni vyznam. Nelze ho uzii, jak bylo ucinéno
pii uhlu otoceni y = 0°, 180°, ke konstrukei perspektivy, ackoli samodruzna primka x
po rozitépeni perspektivni kolineace otocenim y = 0°, 1807 existuje a je rovnob&Zna
s osou kolineace, jak bude pozdgji dokazano. Proto budeme i nadéle vylucovat
roz§tépeni perspektivni kolineace otofenim o thel y = 0°, 180°.

UvaZujme vztah stfedu perspektivni kolineace Oy, resp. Oy ke kruznici perspekti-
vity k¥ naleZici hlavni vertikale. MiiZeme vyslovit vétu.

Véta 2,11. Stied obrazu Diirerovy soustavy, perspektivni kolineace, O,, resp 0,
miiZe zaujmout vzhledem ke kruznici perspektivity k° kteroukoli z tfi moZnych poloh.

Diikaz. KruZnice perspektivity k” ma svij stied v hlavnim bodu H a je incidentni
se zdkladnim bodem Z*. JelikoZ je HZ" = v, OoH = d, pak je stied Oy(0y) vnitinim
bodem této kruznice, je-li d < v, nalezi této kruZnici v pfipadg, Ze d = v a je vnéj$im
jejim bodem, je-li d > v, cbd.

MiZeme vyslovit vétu Sirsi.

Véta 2,12. Jakou polohu zaujimd stied perspektivni kolineace ke kruznici perspek-
tivity k° ndleZejici hlavni vertikdle, takovou polohu zaujimd ke vSem kruZnicim per-
spektivity dané soustavy.

Diikaz jc jednoduchy. Plati-li napf. pro hlavni vertikalu Oy < HZ", plati, jak je
mozZno dokazat elementarnimi prostfedky, O,U? < UZ“. A stejné v ostatnich
piipadech.

Vzhledem k této vété budemc rozliSovat v dalsim textu tfi pfipady Diirerovy
soustavy a jejiho obrazu, perspektivai kolineace, podle vztahu distance a vysky
stfedu zobrazeni. Vyjadfime je vztahem

d

(2

VIA

Piipady jsou uvedeny v obr. 24.
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1. Prvni Diirerova soustava, d < v.

Necht je dana baze perspektivniho promitani (O, ) sttedem O a priimétnou =
(obr. 24). Vedme stfedem O horizontalni rovinu ¢ L 7, protinajici perspektivni
primétnu v horizontu A. Sestrojme Q-priiméty O,, Og stfedu O do perspektivni
primétny 7 a vedme jimi pfimky n?¢, n*¢ || h. Plati véta.

Véta 2,13, Vsechny zdkladni roviny ‘oo, jejich? stopy n'® tvoFi osnovu primek
incidentnich s obéma polorovinami perspektivni priméiny n opacnymi k rovinnému
pdsu n*® — n?¢ dopliiuji dané proky na pronf Diirerovu soustavu, pro kterou tedy plati
vztah d < v.

v Q,
Obr. 24 Obr. 2§

Diikaz spravnosti véty je prosty. Vzdalenost hlavniho bodu H od stop téchto rovin
je v&tsi neZ jeho vzdalenost od stiedu O, tedy d < v, cbd. ‘

Prvni Diirerova soustava je znizornéna svym obrazem (O,, z, h) v ryse 25. Jsou
v ném nakresleny kruZnice perspektivity naleZcjici slabé samodruznym piimkam
vy = v, a; = a,.

2. Druha Diirerova soustava, d = v.

Jde o dvé roviny 2g, %¢’, jejichZ stopy n2¢, n*¢’ jsou uvedené rovnobgzky s hori-
zontem /1 v obr. 24. Ob& roviny jsou incidentni s Q-praméty, Oy, resp. Oy stiedu O
perspektivniho promitani do perspektivni primétny n.

Vyslovime definici.

Definice 2,3 (involutorni, harmonické, rovnostranné Diirerovy soustavy a jejiho
obrazu). Involutorni (harmonickd, rovnostrannd) Diirerova soustava je prdvé druhd
Diirerova soustava, pro kterou plati: d = v. Obrazem této soustavy je perspektivni
kolineace, pro kterou je OoH = HZ". Je to involutorni (harmonickd) perspektioni
kolineace.

Nechf je dana rovnostranna Diirerova soustava. Pak plati véta.

Véta 2,14. Aplikujeme-li na tuto soustavu obé Q-promitani, obdrZime v perspektivni
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Prameéiné n iy perspektioni kolineace mezi Q-priméty a perspektivnimi priméty zd-
kladni roviny o, = nichZ dvé jsou involutorni (harmonické) perspektivni kolineace a dvé
- jsou elace.
Diikaz (obr. 24). a) Uvazujme zakladni rovinu 20" a aplikujme v soustavé 'Q-pro-
mitani. 'Q-primét stiedu O, stied O, perspektivni kolineace mezi perspektivnim
priimétem a 'Q-primétem této zakladni roviny, je
nikoli incidentni s osou kolineacen?®’, O, non
en?®, 0y h = h= n**". To je viak, jak je znamo
z projektivni geometrie, harmonicka perspektivni
kolineace.
< b) Aplikujeme-li v témZ piipadé 2Q-projekci,
stane se ?Q-primét stiedu O, bod Oy, incidentni
s n?? tj. stied perspektivni kolineace Oy je incident-
Obr. 26 nis jeji osou a jde tedy o elaci.
¢) Stejnou tvahou bychom dospéli k harmonické
perspektivni kolineaci a elaci, kdybychom uvazili rovinu %p a aplikovali obé Q-pro-
jekce. Je tedy spravnost véty dokazana.
Druha Diirerova soustava je nakreslena v obr. 26 s kruznicemi perspektivity k", k*
prislusicimi hlavni vertikale v, = v, a samodruzné pfimce a; = a,.

3. Tieti Diirerova soustava, d > v.

Z obr. 24 je patrné, 7e zakladni roviny *¢| g, jejichZ stopy n*? |k tvoii osnovu
piimek vyplitujicich rovinny pas s krajnimi pfimkami n2¢, n?*’, jsou ty zakladni
roviny, pro které plati 4 > v a které tvofi s bazi (O, n) tieti Diirerovu soustavu.

Obrazy tfeti Diirerovy soustavy jsou nakresleny v ryscch 21, 23.

Pro dalsi praci bude uZite¢né viimnout si pozornéji jednotlivych pfipadi Diirerovy
soustavy.

1. Prvni Diirerova soustava.

Necht je dana I. Diirerova soustava svym obrazem (O, z, h). O vztahu kruZnic
perspektivity a stredu Oy, resp. Og obrazu soustavy plati véta.

Véta 2,15. Kruznice perspektivity k*, k°, ... ndlezici slabé samodruznym pFimkdm
v, = v, a = a, ... maji stied O, resp. O perspektivni kolineace za sviij vnitinf bod.

Diikaz spravnosti véty vyplyva z ptedeslych uvah i pfimo z obr. 25.

Je otazka tykajici se bliZ8i polohy stfedu obrazu Diirerovy soustavy Oy, resp. Og
a kruznic perspektivity k", k, ... naleZicich slabé samodruznym pfimkdm v, = v,
a, = a,, ... Tento vztah vyjadfime pomoci vzdalenosti O, V"*, O,V ... stiedu Oy,
resp. Oy od kruznic perspektivity k%, k° ...

Definice 2,4 (vzdalenosti stfedu O, resp. Oy od kruZiic perspektivity)

Vzddlenost bodu O, od kruznice k* je mensi ze vzddlenosti tohoto bodu od spolecného

isedil e a wEnici k°
priseciku priméru OaU¢ s kruZnici k°.
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Plati nasledujici véta.

véta 2,16, Vzddlenost stiedu Og, resp. Og obrazu 1. Diirerovy soustavy od kruznic
perspektivy k°, ... je nepfimo zdvisld na kosinu ithlu @ prislusné samodruzné pFimky
a, = a. s hlavni vertikdlou v, = v,.

Diikaz (obr. 25). a) UvaZujme samodruznou piimku splyvajici s hlavni vertikalou
v, = v, a ji piisludejici kruznici perspektivity k°. Vzdalenost OV’ je zfejmé

OuV’=HV'~ HOy = v — d = k.

b) Uvazujme libovolnou slabé samodruznou piimku a; = a,. tvofici s hlavni
vertikalou thel ¢ a ji pfislusnou kruZnici perspektivity k“. Zfejmé je

O,V = UV — U0y = U'Z" — U%0,.

Aviak
vzi= iz =t peg= -t
cos ¢ cos ¢

jak plyne z pravothlého trojahelniku A\HZ'Z'. Tedy

o387/ Y ) P
cos @’ cos¢®  cos@” cos ¢
Pritom miZeme psat:
—d k
OV'=v—d=2T"0 o

cos 0° cos 0°
&imZ je spravnost véty prokazana. .

Pro kruZnici perspektivity k" naleZici slabé samodruZné pfimce w, = u_ rovno-
béiné se zakladnici plati véta.

Véta 2,16. Geometrickym mistem stfedii perspektivity, ndleZicich slabé samodruzné
pFimee uy = u.l|z obrazu soustavy, je nevlastni pFimka roviny soustavy.

Diikaz. Vzdalenost stfedu obrazu Diirerovy soustavy O, od kruZnice perspektivity
naleZici slabé samodruzné pfimce a, = a, svirajici s hlavni vertikalou thel ¢ je
podle predeslé véty

k
cos @

0,V"=

Jestlize lim e = 90°, je limcos¢ =0 a lim OyV* = lim k/cos ¢ = oo (pfimka
nevlastni), cbd.

Spravnost vysledku vyplyva i odtud, Ze ubé&Znik této pfimky u, = u, jako stied
jeji kruZnice perspektivity k" a stopnik Z" incidetnsi s k" jsou body nevlastni.

Viimnéme si bodt V7, V' ... kruZnic perspektivity k°, k%, ..., které urduji vzdale-
nost stfedu obrazu Diirerovy soustavy O, od t&hto kruZnic. Plati véta.

Véta 2,17. Body V*, V', V°, ... kruZnic perspektivity k°, k°, k', ..., o kterych byla
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Dikaz (obr. 27, 28). Vzdalenost stfedu obrazu Diirerovy soustavy O, od kruzZnic
perspektivity k% je podle véty 2,16 dana vzorcem
' —d
o vei=""1
cos @°
Sestrojme teCnu ¢’ v bod€ V* kruZnice perspektivity k£° a vytknéme jeji priseik Q
s primérem UZ0, kruZnice perspektivity k%, tj. s pFisluSnou samodruZnou pfimkou
a; = a, svirajici s hlavni verti-
kalou uhel ¢“. Pak je

0oV}
0,0 = - ° 0
cos @
aviak
OV =v —d,

Obr. 28

takze

Z toho vyplyva, Ze je V* = Q, nebot stied O, naleZi vnitiku kruznice perspektivity k°,
&imZ je spravnost véty dokéazana.

Spravnost véty vyplyva téZz z vlastnosti homotetie o stiedu O,.

O poloze bodit ¥, V*, ... kruznic perspektivity k% k°, ... vzhledem k bodu V°
kruznice perspektivity k" naleZici hlavni vertikale v, = v, plati véta, kterd souvisi
s vétou 2,16.

Véta 2,18. Vzddlenost bodit V°, V", ... od bodu V"* roste s ithlem ¢® slabé samodruzné
pFimky a; = a,, by = b, ... s hlavni vertikdlou v, = v, od O nade viechny meze,
Jestlize ihel @° roste v intervalu {0°, 90°).

Dikaz (obr. 27,28). Ziejm& je V'V°= O,V'.tge". S rostoucim ihlem ¢°
v uvedeném intervalu roste i vzdalenost ¥*V* nade vsechny meze, cbd.

Pro ¢ = 90" je bod ¥* bodem nevlastnim, jak odpovida v&t& 2,16.
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Uvazme vzdélenosti hlavniho bodu H od kruZnic perspektivity k*, k%, ... Z obr. 27
je mozno soudit, Ze vzdalenost hlavniho bodu H od kruZnice perspektivity k” naleZici
hlavni vertikale neni nejmensi, jak je tomu u stfedu O, vzhledem ke kruZnicim
perspektivity, coZ bylo uvaZovano ve vété 2,18. Lze ukazat, Ze plati véta.

Véta 2,19. Vzddlenost hlavniho bodu H od kruZnic perspektivity klesd s rostoucim
tihlem @ v intervalu (0°, 90°) po urcitou minimdlni hodnotu, nace? roste neomezené nade
vSechny meze. Minimdlni hodnoty nabude uvedend vzddlenost pro slabé samodruznou
pFimku svirajici s hlavni vertikdlou iihel ¢ vyhovujici rovnici:

sin @ = d
s =

Dikaz (obr. 27). Vytknéme slabé samodruznou piimku a; = a. dané Diirerovy
soustavy o stopniku Z¢, ib&€Zniku U? a svirajici s hlavni vertikalou thel ¢“. KruZnice
perspektivity ji p¥isluSejici k* ma stied v dob& U a polomér

vize=ri= " . )
cos p°

Pro hlavni bod H je U{H = d . tg ¢, pro jeji prusecik 7° s horizontem 4 plati:
UlT® =r* = UZ°,

HT'=r"— U'H = — " —d.1g¢" - @
cos ¢

Funkce HT “ je v intervalu (0°, 90°) spojita a ma tam své totalni minimum. Jeji deri-
vace je

o U.Sing" d _v.sing’—d
HT?Y = cos2p" - cos’p®  coste
Pro extrém je
.singp’—d
cos” *
. d
= — bd.
sin ¢ = —~, ¢

Priklady:

Pro v =3, d=2,
@ =0°:HT*=v =3,
@ = 10°: HT® = 2,694,
¢ = 80°: HT" = 4,780.

Vzhledem k ziskanym vysledkiim maZeme vyslovit definici.



Definice 2,5 (hranicni kruznice, hranic¢niho bodu T)

Hranicni kruZnice perspektivity dané Diirerovy soustavy je ta z kruznic perspek-
tivity, kterd ndlezi slabé samodruzné pFimce m, = m,., pro jejiz ithel ¢ s hlavni vertikdlou
plati: sin ¢ = d : v. Jeji prisecik s horizontem soustavy md uvedenou vlastnost a nazyvd
se hraniéni bod dané Diirerovy soustavy.

Konstrukei hraniéni kruZnice k™ a hraniéniho bodu 7' podava obr. 27 a obr. 29.

Konstrukee. V obr. 27 je sestrojen Ghel ™" v troj-

1, thelnicich /\Z"HE, NOyFH pii piivodni poloze
/ E L jednak vysky v, jednak distance d. (Bod F je
.’{ v obr. 27 bez oznadeni.) KruZnice perspektivity k™
/v ’ “slab¢ samodruzné pfimky m, = m,_|| HE j¢ hrani¢ni
/ s D[// u r  kruZnice soustavy, jeji prisecik s horizontem / je
i U hrani¢ni bod.
‘\ ,/ / V obr. 29 je tato slabé samodruzna piimka
/o, Eens = Plati
\\ / e /k" oznaéena a; = a,. Plati
ﬁj\\ﬂ,. L HO, = HOy = HO =d,  HZ'= DE =,
' g S DEH = ¢,  Z°0,| DE|a, = a,.
Obr. 29

Hraniéni kruZnice je kruZnice perspektivity pfi-
slusici slab& samodruzné pfimce a, = a.. Je oznatena k", jeji stfed je U?, polomér
uize.

Hraniéni bod Tje T = k" . h.
O poloméru hrani¢ni kruZnice a o poloze hrani¢niho bodu vzhledem k hlavnimu
bodu // mizeme vyslovit vétu.
Véta 2,20. Polomér hranicni kruZnice dané Diirerovy soustavy je
2
re= e vP—d? 0.
Vot —d?

Vzddlenost hranicniho bodu dané Diirerovy soustavy od hlavniho bodu H je

HT = i\f’vz — d%.

Diikaz. a) Polomér kazdé kruZnice perspektivity dané Diirerovy soustavy je dan
vzorcem

Aviak z /\DEH (obr. 29), jehoz strany jsou v, d, \/'v? — dz: vyplyva

e
ED, v ’
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takze

_ v
\/';2_ d2 '

b) Vzdalenost HT [rovnice (2)] je

1
~—d.tgo, 1gp= / e — 1,

cos @ \ cos®¢
d
tgp=—- - .-,
Vo2 — d?
2
HT = " -
v? — ¢
2 2y /2 g2
HT = = (D &) \I: --d s v} —d* 0,
v* — ¢

HT = +\v? —d*  cbd.

V obr. 29 tedy je HE = HT.
Je patrné, Ze existuji v soustavé dva hrani¢ni body 7 soumérné poloZené podle hlavni
vertikaly.

Ne7z poloZzime a zodpovime dalsi otazku o prvni Diircrové soustavé, vyzdvihneme
dvé dilezité vety, které byly jiz dfive vyslovené a dokazané. )

Véta 2,21. Geometrickym mistem stiedi perspektivity 0%, 0", ... ndleZicich slabé
samodruznym primkdm a, = a., b, = b, ... dané perspektivni kolineace po jejim
roz§tépeni otocenim soustavy o' o ithel y téZe velikosti je samodruznd primka x protilehid
k stFedu O, = X.

Véta 2,22. Geometrickym mistem sifedii perspektivity 0Oy, O,
slabé samodruzné piimee a, = a, dané perspektivni kolineace po jejim r
otocenim o wthel y vsech pripustnych velikosti y,,v,. ... je kruZnice perspektivity k"

. ndlezicich

PFislusici slabé samodruzné pFimce a, = a..

Vzhledem k vysledkiim vyslovenym v poslednich dvou vétach muzeme polozit
dalsi otazky. Odpovéd na n& ukaZe daldi zajimavé vztahy, piipadné jejich uZiti pfi
mechanickych konstrukcich perspektiv.

Otazka 1. Co je geometrickym mistem samodruznych piimek ndleZicich vsem pFi-
pusinym velikostem ithlu otoceni v dané 1. Diirerové soustavé?

Otazka 2. Co je geometrickym mistem kruznic perspektivity ndleZicich vsem slabé
samodruznym pFimkdm dané 1. Diirerovy soustavy?

Odpovéd na druhou otazku vyplyva z pravé provedenych tuvah o |. Diirerové
soustav€. KruZnice perspektivity tvofi jednoparametrickou soustavu kruZnic se
stfedy incidentnimi s horizontem /. Jejich poloméry rostou pocinajic velikosti vysky

45



stiedu zobrazené nad vSechny meze s rostouci odchylkou samodruZné ptimky a; = a,
od hlavni vertikaly.

Odpovéd na prvni otazku vyjadiime vétou, jejiz spravnost nebudeme podrobng
dokazovat, abychom se pfili§ neodchylovali od tématu mechanickych konstrukci
perspektiv.

Véta 2,23. Geometrickym mistem samodruznych p¥imek x dané Diirerovy soustavy
pro vSechny pFipustné velikosti uhlu otoceni vy je rovinny svazek 4. tFidy. Tento svazek
se rozpadd v redlny svazek 2. tFidy (kuZelo-
secku) a dali imagindrni Cdst.

Diikaz (obr. 30, 31).

a) Zopakujme konstrukci samodruZné
piimky x naleZejici dané velikosti otogeni y
soustavy ¢, do polohy gj.

1. Vytkneme dvé slabé samodruzné piimky,
napf. a; = a,, v, = 0,.

2. Sestrojime jim nalezici kruZnice per-
spektivity k“, k*.

3. Volime libovolné otoCeni 7 a sestrojime

Obr. 30 stfedy perspektivity O°, O° naleZici volenym
samodruZnym pfimkam pii tomto otoleni.
4. Pfimka x jimi urend je Zadanid samodruzna pfimka

x = 0°0".
b) Je samoziejmé, Ze plati:
FZ°U0° = L Z°U0". 3

Tyto uhly vSak jsou stfedové uhly v kruZznicich perspektivity k%, k° pfislusné k oblou-
kim Z°0%, Z°0°. (Z'= N, =N, H=U, = h.v,).

Sestrojme dalsi samodruzné pfimky x', x”, ... piislusné téZe dvojici slab&é samo-
druZnych piimek v, = v,, a; = a, pfo otolenich y,, 7,, ..., kde je napf. y; < y, <
< 75 ... Jednotlivé pary stfedt perspektivity 0, 0, 0", 0“, ... jsou uréeny na
kruzZnicich perspektivity kY, k* pfimkami U0, U0, U.0", UO", ..., které
nale7i do obou svazkl o stfedech U, = H resp. U{.

Pro jednotlivé dvojice pfimek svazkii plati rovnost (3). Napf.

SZU0° = LZ2°U0°,

FOU0" = 0°U0", ...
Oba svazky jsou zfejmé shodné. I svazky piimek o stiedech v libovolnych bodech
kruznic k", k" urené fadami stiedl perspektivity na obou kruZnicich jsou podle
véty o obvodovych thlech kruZnic naleZejicich téZe tétivé kruZnice shodné.

Rady stfedii perspektivity

0%, 0", 0", ... 0% 0%, 07, ..

46



incidentnich s kruZnicemi k°, k* jsou proto podobné. Podle definice projektivnosti
jsou uvedené svazky i kvadratické fady stfedli perspektivity na kruZnicich k°, k°
projcktivni. V projektivni geometrii viak plati véta, kterd je uvedena bez dikazu.

Véta 2,24. Dvé projektivni kvadratické Fady bodii v téZe roviné vytvofuji bikvadra-
ticky svazek pFimek. PFitom je primka tohoto svazku ddna obéma odpovidajicimi
si body danych kvadratickych projektivnich ¥ad. Pfimky tohoto bikvadratického svazku
obaluji kiivku 4. tridy. Libovoinym bodem jeji roviny prochdzeji nejoys 4 primky
svazku [20].

Piimky naseho svazku jsou pravé samodruzné piimky x’, x”, x”, ... dané Diirerovy
soustavy.

V daném specialnim pfipadé, kdy jsou obé kuZelose€ky kruznice s podobnymi bodo-
vymi fadami, se vytvofeny bikvadraticky svazek pfimek rozpada. V projektivni
geometrii se udi, Ze bikvadraticky svazek pfimek se rozpada riznym zpiisobem, napf.
v realny svazek 2. t¥idy (obr. 31) a dalsi ¢ast redlnou nebo imaginarni. To nastane
v daném piipadé, cbd.

v ¥
IR
7 TAN
e\

Je samoziejmé, Ze nas bude zajimat vzhledem k tématu prace redlna ¢ast svazku
a proto bude nutné zjistit clementarnimi prostfedky nékteré jeho vlastnosti.

Definice 2,6 (Fidici kuZelosecky)

Redlnou &dst obdlky bikvadratického svazku, o kterém byla Fec ve vété 2,24, budeme
nazyvat Fidici kuZeloseckou dané Diirerovy soustavy.

47



V obr. 31 jsou sestrojeny teény fidici kuzelosecky k& Diirerovy soustavy pro d < v
pii aplikaci 'Q-promitani.

’ V obr. 46 jsou nadrtnuty te¢ny Fdici kuzelosecky pro d > v pfi aplikaci 2Q-pro-
mitani.

O fidici kuzeloseee miazeme vyslovit nekolik ve&t.

Véta 2,25. Zdkladnice z a tecna t' ke kruznici perspektivity k" v diametrdlnim bodé v'*
k zdkladnimu bodu Z" jsou tecnami Fidici kuZelosecky k.

Dikaz (obr. 31). Zakladnice = splyva se samodruZnou pfimkou x po rozstépeni
perspektivni kolincace otoenim soustavy ¢, o thel velikosti 0°. Je totiZ podle kon-
strukce stiedd perspektivity 0", O nleZicich slabé samodruznym pfimkam v, = v,
a, = a. pomoci kruznic perspekﬁvity k", k¢, ... dfive uvedenych (obr. 23) a podle
véty 2,10

0'= 7" o' = 7

Pfi otoceni soustavy ¢, o dhel y = 180" naleZi obéma samodruznym pfimkam
v, o~ @y = a. podle konstrukce stiedt perspektivity pomoci kruznic perspektivity
a podle vity 2,10 body V", V* jako stfedy perspektivity. Oba urcuji samodruznou
piimku A" = 1" (obr. 27), ktera je podle véty 2,17 te¢nou 1" || z ke kruZnici perspek-
tivity k", cbd.

Véta 2,26, Hlaeni vertikéla v je osou soumérnosti Fidici kuZelosecky.

Diikaz. Ukazeme, ze samodruzné piimky, te¢ny fidici kuZelosecky jsou soumérné
poloZené podle hlavni vertikaly. Napf. samodruzné
piimky naleXici otoceni y = 90°a y= 270° maji tuto
vlastnost (obr. 32). Uzijeme véty 2,5 o poloze samo-
druzné pFimky x patfic otoceni y = 90° (obr. 20).

Piimy diisledek poslednich dvou vét je dalsi véta.

Véta 2,27. Primér Z°V° kruznice perspektivity k*
Je hlavni osa Fidici kuzelosecky k. Hlavni bod H je
Jeji stied, horizont h je osa vedlejsi co do polohy.

Abychom urcili velikost osy vedlejsi, staci se-
strojit te¢nu kuZelosecky rovnob&Znou s hlavni osou
Z"V*, tj. samodruZznou p¥imku x rovnob&inou
s hlavni vertikdlou v, = Pro jeji urceni plati
tato véta:

/éta 2,28. Samodruznd piimka x rovnobéind s hlavni vertikdlou ndleZi rozstépeni
Diirerory soustavy otocenim o iihel 3 = 90" + ¢, pro néj plati

L

Obr. 32

sin ¢ d
Sin @y = —.
v

Dukaz. (obr. 33) JelikoZ je v I. Diirerové soustavé d < v, thel ¢, realng existuje.
Podle véty 2.5 (obr. 20) naleZi hlavni vertikale v, = v_pfi otoceni zakladni roviny ¢4
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samodruZzna pfimka x kolma k pfimce perspektivity 0,0 piislusici hlavni vertikale,
kde 0'eh, HO" = v. Pokud neni d = 0, tj. pokud O, # H, a tomu tak skute¢né
neni, neni téZ samodruzna pfimka x naleZici otodeni 7 = 90° rovnob&Zna s hlavai
vertikalou v, = v...

e= mrp
e UTE 2
UH =d lgp

Nalezi tedy samodruzna piimka x| v otoceni y = 90° + ¢,. Abychom urcili
velikost whlu ¢, , vytknéme mimo hlavni vertikalu libovolnou samodruZnou piimku
a; = a_ svirajici s hlavni vertiklou uhel ¢ a uréeme oba stiedy perspektivity 0°, 0*
nalezici hlavni vertikale v, = v_a samodfuZné pfimce @, = a, pii otofeni soustavy
¢, 0 zvoleny thel y = 90° + ¢,. Z podminky, aby vzdalenosti x, y téchto stiedit
perspektivity od hlavni vertikaly byly stejné, plyne vztah pro <.

Jak je vidét z obr. 33, plati tyto vztahy plynouci z konstrukce stiedu perspekti-
vity O0':

kde

U071 0N/,
EN{OZ'=90" + ¢,, Ofek’, U0'|vy, 05U.0"=¢,.
Z konstrukee stiedu perspektivity O vyplyva:
UL01110,M;,
IM{0,Z°=90° + ¢,, Oick, UOi|a,, <OU0= g,.
Dile je y = 90° + ¢,.
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Z rovnobéznosti U0 || ay plyne:
® = 180° — y = 180° — (90° + ¢,),
@ =90°— ¢,
o' =w—90° - @) = 90° — ¢, — (90° — @),
o =@ = ¢,

d
0y = — H=d.
0, s UH =d.tgop.

Z AUTHQ. kde Q = USO1 . (v, = ) vyplivé
m=HQ =UH. tgo' =d.tgp . tgn =d. g .tg(p — ¢,)
_d.ige _ d.tgo

p=UQ =Ll
cos @ cos(p — @y)
U0y = U2 = 1= — 2
cos ¢
[ d.tgo

0 =v0t—p=— "M
Q0i = Ui - r cos g cos(p — @)

Nechf jsou x. p vzdilenosti stfedu O, resp. O od hlavni vertikaly. Pak je

UlH - UIQ = y: QOF,

= 0spy — UeH Q0L
v
dogeg. L _dtee
po o cose  cos(e = ¢i)
d.tg e ’
cos(¢ — ¢,)

x = 0]07 =v.cosq,.

Pro samedruZznou piimku x = 0707 |l plati: x = p.
Je tedy

d.rtg()b
cos(zplﬁ(p,,‘)*
_d.tgg.fr.cos(p — @) —d.tgp.cosp] -
d.tgg.cosq -

v.cos(p — @) —d.tgp.cos@
cos @

r.cosq@, =
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V.COSQy.COSP =1v.cos(p — ¢y) —d.tgp.cosp =
=0V.COSQ.COSQ, + v.sing.sing, —d.tgp.cosp.
v.sing .sing, =d.tg¢p.cosq,

sin 0. = d.tgp.cosp _d cbd
1 v.sing v’ :

'V obr. 34 je sestrojen thel ¢, a je uvaZovéna piimka x naleZici otoCeni soustavy g4
o uhel y = 90° + ¢,.
ﬂloha 2,2. Je sestrojit ihel @, vyhovujici pozadavkiim véty 2,28.

Konstrukce. 1. Je dana Diirerova soustava svym obrazem (O, , z, h). Je vyt¢ena
hlavni vertikala v, = v, a libovolna samodruZnd piimka a; = a, a jsou sestrojeny

kruZnice perspektivity k", k jim naleZici.

2. Sestrojena OpF = u; = uell b
F=u =u). k"

3. LOFH = XOFH = §1-
Uloha 2,3. Je sestrojit samodruznou piimku x = O{O{ rovnobéZnou s hlavnl

vertikdlou v, = v,.
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Konstrukce (obr. 34).
_ 1. Sestrojena OgNj tak, aby imO,N| = ¢1,
takZe
X ZOGN{ =y = 90° + ¢ .
2. Sestrojena Oy M tak, aby nO M, = ¢, n€ 04, n | a;=a,
takze
L Z°0M{ = y = 90° + ¢, .
3. U071 || OgN{, 0F
kontrola

il

U0} k",

0% = HO . k. N.Nj.

4. US0T|0oM], 0% = U0} .k,

kontrola
0% = ULOy  k*. MM/

5.x = 010

Polohu obou stredit perspektivity O}, 0. jimiZ je urcena samodruzna piimka
x = 0707 |vy; = v,, urluje jesté blize véta.

Véta 2,29. StFed perspektivity O je incidentni s piimkou u, = u||h, uy = u € O,,
(slabé samodruzna p¥imka rovnobéind s horizontem, normdla hlavni vertikdly v, =
=v.). — Sifed perspektivity O je incidentni s normdlou n 1 a; = a,, ne O,.

Ditkaz (obr. 34). 1. Nechf u; = u, protne kruznici perspektivity k& v bodé X =
=k.(u =u) Je X £ 0)?

Na zakladé soumérnosti podle hlavni vertikaly je

Oyl = 0,X, ALOXU, = 9.0,FU, = ¢, .
AvSak <LN{OX = <1 0,XU, = ¢, z &cho? plyne, 7¢
UXJ OGNy o &2 U0 0Ny .
Proto O] = X, cbd. -
(Z 10%0,U, je patrné, ze 0,0, = Vv? — d* = v.cos @,.)
2. Necht je pruseéik kruznice perspektivity k& s normalou » bod Y, Y = k“. n. Je
Y = 017 Z konstrukce stiedu perspektivity OF vyplyva pro /U010, (obr. 35)
O M{|ULOY, IM{0,0] = 0,00U% = ¢,,
FOLU0Y = 5 VIOM{ = 180" — (90 + ;) = 90° — @, .
Dva thly /U010, jsou doplitkové, trojiihelnik je pravothly. Bod Oy je vrchol jeho
pravého dhlu,

Avsak i trojihelnik UZYOq je pravothly, nebof n L UZ0,. A protoZe je UlO, =

= r = UlY, jsou oba trojahelniky shodné

LU0, = AUSYO, (sSu).
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Maji spolenou stranu UZ0, a jsou incidentni s touZ polorovinou UZ0,0{. Body
0%, ¥ vyplyvaii, -
0 =Y, cbd.

Z vét 2,25-2,28 je patrny tvar Fidici kuZelosecky, coZ muzeme vyjadfit vétou.
Véta 2,30. V pripadé proni Diirerovy soustavy (d < v) je Fidici kuZeloseckou elipsa.
Diikaz (obr. 31, 34). Podle véty 2,25. jsou zakladnice
z a diametralni k ni te¢na ¢” ke kruZnici perspektivity k"
v jejim bod& V¥ parem rovnobéZnych tecen fidici kuZelo- o
seCky k. Obé jsou realné. Podle véty 2,27 je hlavni verti-
kala Z'V* osou fidici kuZelosetky. Podle véty 2,28 je
tecna Fidici kuZelosecky rovnobézna s jeji osou téz redlna,
nebot sin ¢, = d: v < 1. KuZelosetka je tedy elipsa, cbd.
Vétou 2,28 bylo ukézano, Ze samodruzna pfimka x
rovnob€Zna s hlavni vertidlou v, = v, naleZi otoleni 9=G,
y =90° + ¢,. Bliz§i vztah této samodruzné p¥imky Obr. 35
k hlavni vertikale vyjadfuje dalsi véta.
Véta 2,31. Samodruznd primka x rovnobéznd s hlavni vertikdlou je incidentni s hra-
nicnim bodem T Diirerovy soustavy, tj. vzddlenosti obou od hlavni vertikdly jsou stejné.
Diikaz (obr. 34). a) Podle véty 2,20 je vzdalenost hraniéniho bodu 7" od hlavni
vertikaly HT = \/uz — d>.
Vzdélenost samodruzné pfimky x od hlavni vertikaly je podle definice rovno-
béznych pfimek dana vzdalenosti jejiho bodu O] od hlavni vertikaly. Ze shodnosti
trojithelnikit AOGFU, = NO,0]U, v obr. 34 je vidét, Ze plati: '

0,04 = O,F = Vv* = &%,
coZ odpovida i formuli uvedené v ditkazu véty 2,29
0,09 = v.cos g, = v? — d?, cbd.

Z téchto vét vyplyva bezprostiedné dalsi véta.
Véta 2,32. Ridici kuzelosecka k dané Diirerovy soustavy je incidentni s jejim hra-

nic¢nim bodem T. Vedlejsi osa kuzelosecky je b = Vot -

Diikaz spravnosti véty je ziejmy.

Je tieba piipomenout, 7e vzhledem k soumérnosti Diirerovy soustavy podle
hlavni vertikalni roviny i jejiho obrazu podle hlavni vertikaly jde o dvé samodruzné.
piimky rovnob&zné s hlavni vertikalou a soumérné poloZené podle ni, o dv& hrani¢ni
kruZnice k" i o dva hrani¢ni body té%e vlastnosti.

Je mozno jesté vyslovit vétu o ohniscich fidici kuZelosecky k.

Véta 2,33. Oba Q-priméty O,, Oy stfedu O Diirerovy soustavy do perspektivni
primétny n jsou ohniska Fidici kuZelosecky.
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Dilkaz. Podle véty 2,30 je Fidici kuZelosetka k elipsa. Hlavni jeji poloosa a je
podle véty 2,27

a = v.
Jeji vedlejsi poloosa b je podle véty 2,32
b= vt — d.
Jeji excentricita je podle znamé véty z elementarni geometrie kuZelosetek
e = \’/ar—”l;i =V? —:(u — z[z) =d.

Avsak vzdalenost obou Q-priméti-O,, O od hlavniho bodu je d (aZ na znameni
pri zavedené orientaci), cbd.

Oboji Q-promitani aplikované v dané Diirerové soustavé ma v teorii mechanickych
metod rysovani perspektiv uvazovanych v dalSim textu znalny vyznam. Napf.
pii urceni polohy pfimky perspektivity vzhledem k uhlu otoceni, pii otazce druhu
fidicich kuZelosedek apod. .

Ne7 odpovime na nékteré tyto otazky, vyslovime a dokaZeme pomocné véty.

Véta 2,34. Samodruziné piimky x dané Diirerovy soustavy jsou soumérné rozloZeny
podle hlavni vertikdly v, = v,.

Diikaz (obr. 32, 36). O této skutecnosti je mluveno ve v&t€ 2,26. I z obr. 36 je
patrné, Ze samodruzné piimky X7, x*°°~7 pfisluiné otoenim udanym indexy jsou
soumérné polozené podle hlavni vertikaly. :

v GG, ¢ vy

Véta 2,35. Pri aplikaci *Q-promitdni v proni Diirerové soustavé ndle3i rozstépeni
Jejtho obrazu otodenim y v kladném smyslu samodruznd pFimka x\* (obr. 37, 38, 39).
pFi aplikaci *Q-promitdni v téze ¢ ndlefi rozstépeni jejiho obrazu otocenim
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n + y v témZ kladném smyslu samodruznd pFimka xlf" rovnobéind se samodruZnou
primkou x;* a soum&rn& poloZena k této samodruzné piimee x}® podle hlavniho
bodu H = U,.

Diikaz (obr. 37, 38). K sestrojeni samodruzné pfimky x prvni Diirerovy soustavy
pfi aplikaci 'Q-promitani a rozstépeni otodenim y uZijeme hlavni vertikaly v, = v,
a slabé samodruzné pfimky a, = a, svirajici s hlavni vertikdlou thel ¢. Samodruzna
pfimka je xi* = 0°0%, kde jsou 0Y, O° prisluiné stiedy perspektivity incidentni
s kruznicemi perspektivity k", resp. k“.

K sestrojeni samodruzné pfimky xi” pti aplikaci *Q-promitani a pfi rozit&peni

n + y uZijeme op&t hlavni vertikdly oznagené v = v} a slabé samodruzné piimky
a; = a; majici ib&Znik totoZny s ub&inikem U{ pfimky a, = a,. Prislusné stfedy
perspektivity 0", O** jsou incidentni s obéma uvedenymi kruZnicemi perspektivity
k°, k% které z jednoduchych divodii nalezi i slab& samodruZznym piimkam v} = v},
a; = a. Stiedy 0", O jsou sestrojeny znamym zplsobem:

o = k'. U0, U,0% | vy,

O = k". ULO™, Ui0™ | ay'.
Kontrola spravnosti konstrukce:

0" e MMy, 0 e N,NY' (obr. 38).

V obr. 37 jsou sestrojeny samodruzné ptimky x;* a x;* pti aplikaci 'Q-projekce
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a otodeni y, resp. —7. TéZ je sestrojen druhy par xi%, resp. x3 pii aplikaci 2Q-projekee
a otofeni m + 7y, resp. —(n + ).

Abychom prokazali spravnost druhé &asti véty, ukaZeme, Ze <&tyruhelnik
0°0°0"0™ je rovnobéZnik. Stali vSak dokazat, Ze jeho protilehlé strany 0°0°,
0% 0" jsou rovnobéZné. UkaZeme viak i na rovnost a rovnobéZnost protilehlych
stran dalsich, napf. 0°0*, 0°0"".

a) Pfimka HO" splyva podle konstrukce s pfimkou HO", nebot <Xt M;HO' =
= JOGHO" = 7. Oba stiedy perspektivity O', O jsou incidentni s kruZnici
perspektivity £, jsou to jeji diametralni body a plati:

00 = 2v.

b) Oba stiedy perspektivity O 0%, naleZici slabg
samodruznym piimkam a, = a,., ai = a;, incidentnf
s kruZnici perspektivity k°, a bod U¢, ub&Znik obou
slabé samodruzZnych pfimek, tvofi trojuhelnik rovno-
ramenny o vrcholovém thlu 7 — 2¢

(S UZ= 1 — 29,
L0V =7 — 20 —y +y =1 —20)
(obr. 39).

Obr. 39 Je-li polomér kruZnice perspektivity k° naleZici slab&
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samodruzné pfimce @, = a. dan vzorcem r; = v/cos ¢ (v je vyska stfedu 0), pak
je zakladna 0°0°:

o= 2 .
0°0" = 2r, .sin E—z—w— =2r,.sin(R — @) = 2r,.cos @,

000 =2 L EB0 _ gy,
€os ¢
Je tedy 070" = 0°0™.
¢) Ukazeme, 7e 0'0"||O°0™ (obr. 38). Zda se, Ze nejjednodussi bude dikaz
analyticky. Potatek soustavy soufadnicové necht je hlavni bod H, soutadnicova osa x
necht splyva s horizontem /, soufadnicova osa y s hlavni vertikdlon v, = v,. — Kruz-
nice perspektivity k¥, k* maji rovnice:

Xyt =0t
U2
(x+d.tge)+y'=——.
cos® ¢

P¥imky 0°0"*, UI0° resp. U;O" maji rovnice:
0°0" =y =tg(90° + y). x,
U0 =y =1g[90° ~ (9 — D). (x + d.tg g),
V20" = p =1g[90° + (¢ + )] . (x + d . tg ).

)
Po kratkém vypoc&tu obdrZime soufadnice stiedi perspektivity
o, 0°, 0%, 0%

Oy .siny; — v.cosy),

Oa(v.sm((p-—y) —d.tg g _v.cos(tp—y))y
cos @ cos ¢

O(—v.siny; v.cosy),

. (L OAD g, o))
cos @ Cos @

Obe pfimky 0°0% 0“0 jsou rovnob&zné.
Smérnice ptimek 0°0", 0°0" jsou
ky = —cotgy, k, = —cotgy,
ky =k,.

Smérnice jsou stejné a ob& pfimky jsou rovnob&zné.
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Smérnice ptimek 0°0° 0"0™ jsou
_ v.sin ¢ .siny
T v.sing.cosy +d.sing

ks

_v.sing.siny

sing.cosy + d.sing’
ky =k,

i

Ky

Obe piimky 00", 00" jsou rovnobézné.

d) Pfimka 0" 0" je incidentni se stfedem perspektivity O, ktery je soumérné
polozen k sticdu O' podic hlavniho bodu H. Je tedy samodruzna primka x}” =
= 0"*0™ soumérné poloZend ksamodruzné pfimce x;*= 0°0" podle hlavniho
bodu H, stfedu FHdici kuZeloseCky k, cbd.

Nyni méZe byt vyslovena véta o vzajemném vztahu fidicich kuZelosedek v prvni
Diirerové soustavé pii aplikaci obou Q-promitani.

Véta 2,36. Ridici kuzelosecky k, k* obrazu 1. Diirerovy soustavy pii aplikaci obou
Q-promitdni splyvaji, at je otoceni o ithel y pFi rozstépeni soustavy provedeno v kterém-
koliv smyslu.

Diikaz (obr. 37). a) UvaZme 'Q-promitani aplikované v dané soustavé, jimz se
zobrazi stied O ve stfed O, pfislusné perspektivni kolineace. Po rozstépeni této
kolineace oto¢enim soustavy ¢, o thel y v kladném smyslu obdrzime samodruZnou
pfimku x;* odpovidajici tomuto otodeni. Jestlize rozstépime perspektivni kolineaci
otogenim téZe soustavy o thel —7y, je pristu§na samodruzna primka x;”, ktera viak
pristusi i rozstépeni otodenim o thel 27 — y a je tedy dana stiedy perspektivity
0", 0%. Ob& samodruzné primky naleZi tedy témuz bikvadratickému svazku
piimek.

b) UvaZme 2Q-promitani v téZe prvni Diirerové soustavé, jim# se jeji stted O
zobrazi do sttedu Oy jejiho obrazu. Roz§tépime-li perspektivni kolineaci otoenim
o uhel 7 + 7 ve smyslu kladném, pak je tomuto otoleni pfifazena samodruina
pfimka x}" dani ob&ma stfedy perspektivity 0%, 0°%.

Podle véty 2,35 pravé dokazané je rovnobé&Zna se samodruZnou pFimkou xi”
a soumérné polozena podle hlavniho bodu, stiedu fidici kuZeloseCky k. Je tedy
samodruzna piimka x* teénou této ku’elosetky k.

Podle toho miZeme kazZdému rozitdpeni perspektivni kolineace otodenim y
pfi aplikati 'Q-promitani, jemuZ prislusi urdita samodruzna primka x'?, pfifadit
rozitépeni ototenim m + y pii aplikaci 2Q-promitani se samodruznou primkou x;%.
Obe samodruzZné ptimky, které jsou si tim téZ p¥ifazeny, naleZi témuZ bikvadratickému
svazku, uréujicimu touZ fidici kuZelosecku k.

Toté? plati pfi rozitépeni perspektivni kolineace otodenim —y pfi aplikaci ! Q-pro-
mitani a pfi roz§tépeni otofenim —(z + y) pfi aplikaci 2Q-promitani, jak ukazuje
obr. 37. Obé si ptifazené samodruzné primky jsou x;” || x3* soumérn& poloZené podle
hlavniho bodu H.
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Uvedena yéta je spravna.

UvaZme obé Q-projekce v prvni Diirerové soustavé a oznaéme x%°, x®’ samodruzné
piimky piisluiné rozitépeni jejiho obrazu otofenim y v témZ smyslu. Plati tato véta:

Véta 2,37. Samodruzné pFimky x°°, x°° ndlezici otoceni téze velikosti i smyslu
PFi aplikaci obou Q-promiidni se protinaji v bodé incidentnim s kruZnici perspektivity k"
ndleZejict hlavni vertikdle.

Obr. 40 Obr. 41

Ditkaz (obr. 40, 41). Necht je dana perspektivni kolineace (O, z, ) jako obraz
prvni Diirerovy soustavy pfi aplikaci 'Q-promitani a par pfitazenych bodt ¥, - V,
incidentnich s hlavni ve:tikdlou v, = v.. SamodruZn4 ptimka x% naleZici rozstépeni
perspektivni kolineace otoenim 7 je incidentni se stfedem perspektivity O piislusi-
cim hlavni vertikale. Konstrukce:

IV 0oV = 7.

O,V = 0,Vy, 0'= ViV, . k'

OoM, = O M|, 0°= M{M_ . k"= M{M_.V{V,,
0'= HO'. V{V,., (HO'= U.0"|vy).

Pfi aplikaci 2Q-promitani se zobrazi stted O Diirerovy soustavy v stfed Og,
OgH = 0,H, bod V| pak se zobrazi do bodu V7§, (Z°V, = Z'V}). Hlavni vertikila
je vi = v}. Rozstépenim této perspektivni kolineace otofenim y piejde pfimka v}
v pfimku v{’, bod V§ se otoi do bodu Fy{'. Stfed perspektivity O°* je jednak

0°F = HO**. k*, kde HO" || vY'| v/,
jednak 0" = V{'V..k".
S nim je incidentni samodruzna pfimka x%" nalcZici rozstépeni oto&enim y (obr. 40).
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Lze dokazat, Ze z pruseciktt 0™, (0**) ptimky HO" s kruZnici perspektivity k”
pfichazi v avahu bod O, ktery ziejmé& splyva s 0%, ¢imZ bude véta 2,37 dokazana.
Stied perspektivity O je téZ, jak je vySe uvedeno,

0 = ViV, k.

(V obr. 41 je bod Vi oznagen V*).
Lze ukazat, 7e pfimky Vi'V,, V{V, splynou, proceZ splynou i body 0" = 0",
Charakteristika prvni perspektivni kolineace je

ky = (00Z°V,V,) = (0,2°U, ,U,) =
_ 00Vi Oo¥. _ OoUss . OoU,

s zvyzv, zZu,, 72U,
OV, ZW, _ | OU. _ v

00V, " 7'V, " 72U, d

——

0,V
oV v W

Charakteristika druhé perspektivni kolineace je
ky = (04Z°ViV) = (042°U,,U) =
= Vi 0oV _ OoUiy 05U,

zv,  zvv, Z°U,, Z°U,
LA A Z°U, v

oy, Z'vi WU,

oy
OVi _ v . @
(A d
Z vysledkii (1), (2) a z rovnob&Znosti v || v} vyplyva, Z¢ AV, V3’04, AV V10, jsou
homotetické podle stiedu ¥, a ob& jmenované piimky splyvaji,

V.VE = V,V{, cbd.

V obr. 40 jsou ob& samodruzné pfimky x%, x% nakresleny.

Zbyva jesté uvazit roz§tépeni prvni Diirerovy soustavy oto¢enim roviny €; o uhel
y = 90°.

Plati véty obdobné vétam, které byly uvedeny pro uhel y # 90°.
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Ridici kuZelosegky, jejiz osy jsou snadno sestrojitelné, je moZno pouZit k uréovani
samodruZnych ptimek x pro jednotlivé velikosti tihlu otoceni. Toto uréeni miZe byt
v mechanickych konstrukcich perspektiv vyhodné. Staci ur¢it jeden bod samodruzné
piimky x a sestrojit ji jako te¥nu Fidici kuZelosedky.

Ridici kuZelosetky miZeme pouZit i vzhledem k v&tam 2,35, 2,36, 2,37. Je-li déna
fidici kuZeloseCka a samodruzna piimka pfi rozstépeni perspektivni kolineace
otoCenim y pfi uZiti nékteré Q-projekce, miiZzeme sestrojit a) samodruZnou ptimku
pfi rozitépeni tymz otoenim pfi aplikaci druhé Q-projekcee, b) samodruznou pfimku
pii rozstépeni otodenim o whel 7 + y pfi aplikaci druhé Q-projekce.

Konstrukce. a) Hledana samodruznd ptimka je te¢na fidici kuZelosecky k ve-
dena z piislusného priseiku dané samodruzné piimky s kruZnici perspektivity
nalezici hlavni vertikale. b) Hledana samodruzna piimka je tecna fidici kuZelosetky
rovnob&Zna s danou samodruznou pfimkou.

2. Druha Diirerova soustava

Ze zakladni vlastnosti druhé Diirerovy soustavy, d = v, tj. OoH = HZ", vyplyva,
Ze kruznice perspektivity naleZici hlavni vertikdle v, = v, kterd ma stfed v hlavnim
ubéZniku U, = H € ha je incidentni se zakladnim bodem Z”, je incidentni i se stfedem
obrazu O,, 'Q-primétem stfedu O do perspektivni primétny. Zakladni bod 7"
je viak 2Q-primét Oy stfedu O do perspektivni pramétny.

To plati i o kruZnicich perspektivity naleZicich ostatnim slabé samodruznym pi‘im-
kam obrazu druhé Diirerovy soustavy. ProtoZe vSak oba stfedy O,, O; obrazu
Diirerovy soustavy jsou Q-priméty stiedu O do perspektivni primétny, jak bylo
uvedeno, mizeme vyslovit vétu piesnéji.

Véta 2,38. Kruznice perspektivity k', k°, ... ndleZici slabé samodruZnym pFimkdam
vy = v, ay = a,, ... druhé Diirerovy soustavy jsou kruznice svazku o bdzi v Q-primé-
tech O,, Oy, stiedu perspektivniho promitini O do perspektivni primétny =.

Diikaz (obr. 26). Nechf je dana druhd Diirerova soustava svym obrazem, harmo-
nickou perspektivni kolineaci (Qq, z, h). Vytknéme slabé samodruznou piimku
ay = a,. Z rovnosti OgH = HZ" (d = v) a ze zadkladni vlastnosti homotetie se
stfedem O, plati pro jeji stopnik Z“ a pro ubéznik U!

0,U" = U"z°. 0

KruZnice perspektivity k“ ma stfed v bod& U¢ a je incidentni se stopnikem Z°.
Proto je vzhledem k rovnosti (1) incidentni i se stiedem O, 'Q-primétem stfedu O
do perspektivni prim&tny.

Zakladnice z je incidentni se stopnikem Z° hlavni vertikdla v se stfedem O,.
Ob¢ tyto piimky jsou k sob& kolmé a maji spolecny zakladni bod Z'= z. v. Proto
podle Thaletovy véty je kruZnice k” incidentni se zdkladnim bodem Z°. Ten je vSak
totozny s 2Q-primétem stiedu O do perspektivni primétny =, cbd.
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Uvazme nyni samodruZné piimky druhé Diirerovy soustavy, fidici kuZelosecku,
.., jak tomu bylo u soustavy prvni.

Na obr. 42, 43 jsou sestrojeny stiedy perspektivity O°, O naleZici hlavni vertikale
v, = v, a slab& samodruZné pfimce a, = a, pfi otoleni o velikost thlu y. Oba stfedy
uréuji samodruZznou pfimku x protilehlou k stfedu Oy, = X. Z rysu lze soudit, Ze
tato samodruzna piimka x je inci-
dentni s 2Q-primétem Og a e je
tedy kolma k ptimce perspektivity
nalezici hlavni vertikale. Lze do-
kézat, Ze tomu tak skutecné je.
Plati nasledujici véta.

Véta 2,39. V' druhé Diirerové
soustavé je samodruZnd pfimka x
protilehld k- jejimu stfedu Oy po
rozstépeni obrazu otocenim y kol-
md k pFimce perspektivity o’ =
= 0,0" ndlezici hlavni vertikdle,
at volime otoceni soustavy o, jaké-
koli velikosti. Jinak YeCeno: Za
uvedenych podminek je poloha sa-

modruzné pFimky x vzhledem
k pFimce perspektivity pFisluiné
hlavni vertikdle nezavisld na veli-

kosti ihlu otocenti 7.
Diikaz (obr. 42, 43). a) Pii roz-

Stépeni soustavy otocenimy = 90°
véta plati, jak bylo dokizino
vétou 2,5.

b) Necht je tthel otodeniy 4 90°
(obr. 43). Samodruzna pifimka x
dané soustavy je urcena dvéma

Obr. 43 stiedy perspektivity, napi. 0°, 0,

x = 0°0% Tyto stiedy Ov, 0%

jsou incidentni s piislusnymi kruZnicemi perspektivity k°, k" sestrojenymi podle
véty 2,6. Proto je

O MOM] = Xy, OgM{ = OgM,,
OUIN,OGN] = 47, OgN{ = OgNy,  O0"= k. NN| = k*. UUL.).

Piitom jsou trojuhelniky AOGM M{, NOGNN{ rovnoramenné, O’ O° jsou stfedy
jejich zakladen, o°, o® jsou jejich vysky. Kolmice k pFimce perspektivity o' ve stiedu

62



perspektivity OV je tedy jeho zakladna Z'M| a je incidentni se zakladnim bodem
Z'=M, =M.

Lze snadno dokazat, Zze pfimky 0'Z", 0°Z
ahlii

splynou, coZ nastane pii rovnosti

JzZ'M{ = X = zZ'0" = L Z°Z'0" = J¢.
Pro v, = v, plati:
LLOM| = Xy,

)

FOZ'M| = S = 90" — 5
FIZM] = T = 90° —((90‘ - l) =1,

Pro a, = a, plati: LZ°O,N|{ = . Z°UL0" = y je stfedovy uhel prislusny (&tivé
Z°0° v kruZnici perspektivity k* naleZejici samodruzné piimee a, = a,.

Déle je <£Z“Z"0“ obvodovy thel v téZe kruznici k* sestrojeny nad touto tétivou
770, tedy

X 7700 = < é a je tedy T = L.

Tim je prokazano splynuti pfimek O°Z" = 0°Z" a t¢7 spravnost vety 2,39.

Na zakladé této véty je mozno vyslovit vétu dalsi.

Véta 2,40. Samodruzné primky x druhé Diirerovy soustavy po jejim roz$iépent
otocentm o pFipustné velikosti vhlu y ndleZi do svazku o bdzi v Q-primétu stiedu O
perspektivniho promitani riizném od stiedu soustavy.

Ditkaz (obr. 42). a) Pfi otoCeni y = 90° je samodruZzna piimka x incidentni se
stiedem perspektivity O a kolma k piimce perspektivity o’ podle véty 2,5. ProtoZe
viak sticd perspektivity O° je incidentni s kruZnici perspektivity k° podle véty 2,6
a kruZnice perspektivity k" je podle vély 2,38 incidentni s obéma Q-priméty 0,, Oy,
je samodruznd piimka v incidentni s Q-primétem O, stiedu O, cbd.

Fo také vyplyva z tivahy obdobné tvaze v dikazu véty predeslé. x = 0"0“
Primky 0°Z", OZ"splyvaji, nebot <Lo = <X¢'.

Uhel FOLLUO" = T = LO,Z' M| = 45",

@ = 45°,
LZUOGN]| = AXZU0" = 90° ’

je stredovy thel v kruznici k“ piisiusny tétive Z“0“. <L ZZ"0" je obvodovy uhel v k*
nad touZe tétivou, tedy -rZ“Z"0" = 45 a tudiz Lo = <L@.

Zakladni botl Z' viak splyva s Q-priimétem O stiedu O, ¢imZ je spravnost véty
dokazana.

b) Pfi otoceni y %= 90° vyplyva spravnost véty z diikazu spravnosti véty predeslé.
Bylo dokazano, 7e pro piimky O'Z", O‘Z" plati: 0"Z" = 0°Z".
Avsak zakladni bod Z* splyva s primétem Oq stiedu O, cbd.
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c) Pokud se tyka elace jako obrazu druhé Diirerovy soustavy (obr. 44, v ném¥
je Og jejim stiedem, y 4 90°) vyplyva spravnost uvedené véty 2,40 i z této \ivahy:

x = 00"
Lze ukazat, 7e ptimky 0,0, 0,0" splynou.

LOOGU,, = 4y = F0,UU,, = 50"U04., resp.
FA00A] = Xy = FAUUY, = 50°UL0;.

Uhel 0"U.0q je stiedovy
uhel v kruZnici perspektivity k"
piisluiny t&tivé 050°, 00,0,
je obvodovy uhel v téze kruZnici
piislusny téZe tétivg, je to tedy
thel velikosti y/2.

Podobné <x0*U0, je sttedovy

thel v kruZnici perspektivity k*
pisluiny tétive 00Oy, <.0°0,0,
je obvodovy thel v téZe kruZnici
piislusny téZe tétive, je tedy ve-
likosti y/2. Obaihly 5.0"0,0, =

F0°0,04 = y/2 jsou shodné,

Obr. 44 piimky 0,0" = 0,0°= 0'0°=
= x, cbd.

TentyZz vysledek obdrzime pro y = 90°. Uvedené vlastnosti samodruZnych pfimek
druhé Diirerovy soustavy uZijeme pii jejich konstrukci. Je totiZ pro kaZzdou dén
pfedem jeden bod, takZe staci bod dal§i nebo jeji smér.

Po zdivodnéni této véty je tieba uvazit obsah véty 2,23, podle niZ je geometrickym
mistem samodruznych pfimek dané Diirerovy soustavy bikvadraticky svazek pfimek
rozpadajici sc ve svazek kvadraticky a dalsi cast. Je patrné, Ze v piipadé druhé
Diirerovy soustavy se tento svazek dale rozpada. Muzeme vyslovit tuto vétu.

Véta 2,41, Kvadraticky svazek samodruznych- pFimek urcujici ridici kuZelosecku
druhé Diierovy soustavy se rozpadd. PFi aplikaci 'Q-promitdni poziistdvd z linedrntho
svazku pFimek o bdzi v *Q-primétu stiedu O soustavy, tj. v bodu Oy, a z bodu O,
(lin. svazku o tomto stiedu).

Diikaz spravnosti véty vyplyva z véty predeslé.

I tato véta potvrzuje obsah véty 2,36, podle niz kvadratické svazky samodruznych
pfimek pii aplikaci obou Q-promitani splyvaji.

Jist& nebude bez vzitku a zajimavosti uréit hraniéni kruZnici a samodruZné p¥imky x
rovnob&zné s hlavni vertikalou. Na zakladé predeslé véty o rozpadu fidici kuZelosecky
je mozno vyslovit vétu.
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Véta 2,42. V pripadé druhé Diirerovy soustavy je

a) hranicni bod T incidentni s hlavni vertikdlou vy = v, tj. splivd s hlavnin bo-
dem H,

b) hranicni kruznice a samodruznd primka rovnobéznd s hlavni vertikdlou splyvaji
s touto vertikdlou.

Ditkaz (obr. 45). Podle véty 2,19 je hraniéni kruZnice kruZnici perspektivity
naleZici slabé samodruzné p¥imee m, = m,, jejiz Ghel ¢™ s hlavni vertikalou vyho-
vuje rovnici

sin " =

V pripadé druhé Direrovy
soustavy je

o d
sin "= — = |,

I

tedy ¢"= 90". Je (o tedy slabé
samodruzna pfimka m, = m,
rovnobézna s horizontem /. Stied
jeji kruznice perspektivity je ne-
vlastni bod U}, . Podle véty 2,38
je kruZnice incidentni s ob&ma praméty O,. O, stiedu soustavy O, splyva tedy
s hlavni vertikalou.

Hrani¢ni bod 7™ podle definice 2,5 splyva s hlavnim bodem H.

Samodruzna ptimka x rovnobézna s hlavni vertikalou je podle véty 2,31 incidentni
s hrani¢nim bodem soustavy, splyva tedy s hlavni vertikalou.

To vyplyva i z véty 2,28, podle niZ samodruzna pfimka rovnobézna s hlavni
vertikalou nalezi roz§tépeni Diirerovy soustavy otofenim o uhel y = 90° + ¢,
kde sin ¢, = dfv. V druhé Diirerové soustavé je, jak uZ bylo uvedeno, sin ¢, = I,
@; = 90” a otoCeni y = 180°.

Stiedy perspektivity O°, O naleZici slabé samodruznym pfimkam v, = v.,
a, = a_splyvaji se stfedem O,. Samodruzna pfimka x nalcZici uvedenému otoceni
y = 1807 splyva s hlavni vertikalou, cbd.

V druhé Diirerové soustavé se potvrzuje platnost véty 2,35 a véty 2,37. Podle
prvni z vét jsou samodruzné pfimky x” = x,? naleZici roztépeni soustavy otodenim
o uhel y pii aplikaci 'Q-promitani a x™*7 = 1} pii rozitépeni soustavy otodenim
o thel 7 + y pii aplikaci 2Q-promitani rovnob&zné.

Spravnost toho vyplyva z véty 2,40 a ze skuteénosti, ze bod 0" samodruiné
primky x**"= x}? je soum&mné poloZen k bodu 0" samodruzné piimky x' = x;?
podle hlavniho bodu H.

SamodruZna pfimka x~7 naleZici rozstépeni otoenim —y (v zadporném smyslu)

Obr. 45
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pii aplikaci 'Q-promitani je soumérné poloZena podle hlavni vertikaly k samodruzné
piimece x7 nélezici otodeni +y pfi aplikaci 'Q-promitani.

Véta 2,37 mluvi o vztahu samodruZnych pifimek naleZicich rozitépeni soustavy
otogenim y pii aplikaci ' Q-promiténi a >Q-promitani. Podle ni se uvedené samodruzné
piimky protinaji na kruZnici perspektivity k” naleZici hlavni vertikale. Pravé tak je
tomu u druhé Diirerovy soustavy.

3. Tketi Diirerova soustava

Vlastnosti této soustavy, pro kterou je d > v, mtiZzeme sledovat krok za krokem,
jak jsme €inili u prvni Diirerovy soustavy (d < v). Shledame, Ze ob& soustavy maji
nékteré vlastnosti stejné, jiné obdobné. Tak plati véta obdobna vété 2,15.

Véta 2,43. KruZnice perspektivity k¥, k% k°, ... ndleZici slabé samodruznym piimkdm
vy = V. ay = a., by = b ... maji oba stiedy Oy, Of za své vnéjsi body.

Diukaz spravnosti je zfejmy (obr. 46). Plati i véta 2,16.

Véta 2,44. Vzddlenost stiedu obrazu tieti Diirerovy soustavy O, resp. Og od kruz-
nice perspektivity k“, k*, ... je nepfimo zdvisld na kosinu vhlu ¢ slabé samodruznych
primek a; = a., by = b, ... s hlavni vertikdlou vy = v,.

Diikaz (obr. 46). Vzdalenost stiedu O, (Og) od kruZnice perspektivity k" naleZic
hlavni vertikale v, = v, je

OV’ = !—v=r—7k‘, d—-v=k).
cos O°
Pro libovolnou samodruznou pfimku a; = a, svirajici s hlavni vertikalou dhel @
plati:
OyV* = 0,2°— V°Z°
= (UZ* + Ul0,) — 2U2Z°

d

- U0, — UZ® 0 — _
Uz0, - U U0, = s (4= 00H)

-4 v vize=—Y | (v=HZ)
cos @ cos ¢ cos ¢

- d—wv _ k bd.

cosp  cosqg

Véta 2,45. Kruznice perspektivity ndlezici slabé samodruzné piimece uy = u.llh
je nevlastni pFimka roviny.

Dikaz je obdobny dikazu véty 2,16.

Z vlastnosti homotetie o stfedu 0y(Q,) vyplyva i spravnost véty obdobné v&té 2,17
o incidenci bodé ¥*, ¥° ... s te¢nou ¢° sestrojcnou ke kruznici perspektivity &°
v bod¢ Y. .

Ponékud jiny je vztah hlavniho bodu tfeti Diirerovy soustavy ke kruznicim perspek-
tivity nalezicim jednotlivym slab& samodruZnym pfimkam. Plati tato véta.
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Véta 2,46. Vzddlenost hlavniho bodu od kruznic perspektivity ndleZicich slabé samo-
druznym pfimkdm nabyvd viech redlnych hodnot (orientujeme-li horizont h). Hodnoty 0
nabyvd pro slabé samodruznou primku t, = t, svirajici s hlavni vertikdlou tihel ¢,,
pro ktery plati:

v
sin ¢y = —. 1
Po d m
Tato slabé samodruznd pFimka t| = t, je tecna vedend stiedem O ke kruznici perspekti-
vity k* ndleZici hlavni vertikdle.

Obr. 46

Diikaz (obr. 47). Budeme uvaZovat thel ¢ v intervalu (0°, 90°). Vzdalenost
hlavniho bodu H od kruZnic perspektivity k* je:

HT" = U'T* - U'H

=UZ' - UH
—_ v 1.1
= s o d.18¢.

a) Pro hlavni vertikdlu v, = v,, pro niz ¢ = 0, je

v i
— —d. tg 0°=0"
cos0° &

HT' =
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b) Hodnoty 0 nabyva HT* pro slabé samodruznou piimku 7 svirajici s hlavni verti-
kéalou uhel ¢, sphiujici vztah:
o
0= CO;([); —d. g,
= — d.sing@,
. v
sin g = g

c) Pro thel ¢ viintervalu <0 L g, kdy sin ¢ < ¢/d, plati:

et v i
Hre = s d.igop
_ r—d.sing cosp £+ 0
T s d+0
v .
— = sing
HT = > 0.

Pro thel ¢ v tomto intervalu nabyva /7 hodnot kladnych v intervalu {v. 0.
d) Pro thel ¢ v itervalu (¢4. 90°). kdy sin ¢ > v/d, plati:
HT" = " gy b sing
’ cos ¢ B d !

v—d.sing

cos ¢

Pro thel ¢ v tomto intervalu nabyva H7T" hodnot zapornych v intervalu (0, - o).

Obdobné je tomu, jestlize ahel ¢ probiha interval (0°,90") ve smyslu opacném.
V tom piipadé probihda vzdalenost HT* interval (—v, ). Tim je spravnost prvni
&asti véty 2.46 dokazana.

Spravnost druhé &asti vyplyva ze vztahu (1). Vedeme-li kolmici HT L ¢, =1,
z hlavniho bodu. je trojihelnik Oy HT pravouhly o preponé OyH = d. Odvésna HT
je rovna vysce v, tj. poloméru kruZnice perspektivity k”. Bod T je s k" incidentni, cbd.

Vzhledem k ziskanym vysledkim miZeme vyslovit dalsi vétu.

Véta 2,47. Treti Diirerova soustava nemd redlnych hranicnich hodu ani hraniéni
kruznice.

Ditkaz spravnosti této véty vyplyva z definice uvedenych pojmu a z véty pravé
vyslovené a dokazané. i z vét 2,19 a 2,20. Podle nich je hrani¢ni bod 7° prisecik
horizontu A s kruznici perspektivity & naleZejici slabé samodruzné piimee a, = a.,

pro jejiz ahel ¢ s hlavni vertikalou ¢, = ¢, plati: .
% |
sin ¢ = % )
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Aviak d v > 1 a Ghel ¢ neexistuje. Vzdalenost hraniéntho bodu 7 od hlavniho

bodu /1 jc
@

HT = +V* — d* = +iVd®* — 2

a polomér hraniéni kruznice je

’ ©)

P= e
Vot - d?

Oba posledni vyrazy jsou v tieti Diirerové soustav® (d > v) imaginarni, cbd.

Realny zastupce hrani¢niho bodu T° (obr. 48) je Ty, realny zastupce hrani¢ni

kruznice k“ je kruznice k;, pro néZz plati
HT* = Jd* = v?,
v
rp o= o
v d? - v?

Uloha 2,4 (obr. 48). Je sestrojit redlného zdastupce T, hraniéniho bodu a rediného
zdstupce hranicni kruZnice k.
a) Konstrukce bodu 7}

Ve=kt(oy =), HV'=v, VTP =d.

b) Konstrukce poloméru r, realného zastupce hrani¢ni kruznice:
2

" Vd? -
=, Jdr= 2,
YV BVAN Z'PLTZ",
HP =1,.
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k¢ je hledany zastupce hraniéni kruZznice. Existuji dva zastupci hranicnich bodi
a kruznic, jak plyne z konstrukce.
. Vzhledem k témto vysledkim miZeme vyslovit vétu obdobnou k vété 2,28.

Véta 2,48. Samodruzna primka x rovnobéind s hlavni vertikdlou neexistuje. Jeji
redlny zdstupce je incidentni s redlnym zdstupcem T, hranicniho bodu.

Diikaz. Podle véty 2,28 naleZi tato sa-
modruzna piimka Diirerovy soustavy roz-
Stépeni otoCenim o uhel y = 90° + ¢,
kde sin ¢, = d:v. ProtoZe vak d > v,
uhel ¢, neexistuje, cbd.

Spravnost véty vSak vyplyva i z plat-
nosti véty 2,31, podle niZ je samodruzna
pfimka rovnob&zna s hlavni vertikalou
incidentni s hrani¢nim bodem. Ten vsak
neexistuje, neexistuje ani jmenovana sa-
modruzna piimka, cbd.

Reilny obraz této samodruzné piimky x
(obr. 48) je rovnobézny s hlavni vertikalou
g v; = v, a incidentni s realnym zastupcem

Obr. 48 T hrani¢niho bodu 7.

Uvedené vlastnosti tteti Diirerovy sou-
stavy davaji moznost poznat fidici kuZeloseCku k soustavy jako mnoZinu samo-
druznych pfimek soustavy.

Podle véty 2,25 jsou zakladnice z a tecna ¢ ke kruZnici perspektivity £* v dia-
metralnim bodé V'* vrcholové tecny Fidici kuZeloseCky k. Hlavni vertikdla v, = v,,
s niz jsou incidentni stfedy O,. Og. je osou soumérnosti Fidici kuZelosecky. Jeji
usck Z°V" je jedna z jejich os. a to osa hlavni. Druha osa incidentni s horizontem je
omezena hrani¢nimi body:

HT" = \'v? = d°.
Tato osa je imaginarni.

Ohniska kuZelosecky jsou podle véty 2,33 oba Q-praméty stiedu soustavy, stiedy
0. 0.

Lze dokazat, Ze je spravna i nasledujici véta.

Véta 2,49. V pFipadé tieti Diirerovy soustavy existuji dvé samodruzné primky "u, *u
incidentni se stredem H Fidici kuZelosecky k. Tyto samodruzné pFimky jsou tedy aympto-
tami Fidici kuZelosecky. Jsou prFifazené rozstépeni Diirerovy soustavy otocenim o iihel
Y =90" + @, v obou smyslech, kde ¢, vyhovuje vztahu: sin ¢, = d: v. Pfimky
tvoii s horizontem pravé thel ¢, .

Diikaz (obr. 46, 49, 50). Aplikujme na Diirerovu soustavu 'Q-promitani. Podle
véty 2,5 (obr. 20) naleZi otogeni y = 90° samodruzZna pfimka x kolma k pfimce
perspektivity 0,0 piislusejici hlavni vertikale v, = v, kde je O'eh, HO" = v.
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Pokud neni d = o0, tj. pokud neni O, nevlastni bod hlavni vertikaly, a tomu tak
skutené neni, neprochazi samodruznd ptimka x hlavnim bodem H, stfedem Fidici

kuZelosecky.

Nalezi tedy samodruzna pfimka incidentni s hlavnim bodem H otoceniy = 90° -+
+ @,. Abychom ur¢ili velikost uhlu ¢, vytknéme mimo hlavni vertikalu v, = v,

libovolnou slabé samodruZnou
pfimku a, =a, svirajici shlavni
vertikalou thel ¢ auréeme oba
stfedy perspektivity O°, O° pti
otofeni soustavy ¢, o thely =

= 90° 4+ ¢,.Z podminky, aby
samodruzna ptimka x procha-
zela hlavnim bodem H, plyne
vztah pro ;.

Obr. 49

2 Hay,
27 a=a .
Us s z
ViEke
Obr. 50

V obr. 49 je sestrojena samodruzna piimka x* piislusejici rozitépeni Diirerovy

soustavy otoCenim o uhel 90° a samodruzna pfimka x

REor prishuiejici rozitépeni

soustavy otolenim o thel y = 90° + ¢,. Tento voleny uhel ¢, oviem nevyhovuje

danému poZadavku.

Aby tato samodruZna pfimka x

R+o,

byla incidentni s hlavnim bodem H, musi

stfedy perspektivity 0%, O zaujmout polohu, kterd je naznacena v obr. 50. Plati na-

sledujici vztahy.

Na zaklad¢ konstrukce stiedu perspektivity O” je

ShHO = ShHO" = ¢,,

¢imZ je prokazana spravnost posledni Gasti véty.
Na zakladé konstrukce stiedu perspektivity 0 je

Dale plati:
' =90"— ¢
o =90° — @,

LULUL0" = g,

v =
¥ =

90" — o’
180° — = 180° — (90° — ') = 90° + @’

71



W =90~ — (90 — ) @, =90" — @
(= 180" — @] — ¢ = 180" - 90" + ¢, —

W' =g -
—~90" —w =g, 0 =0 — @+ ¢ =q.

f f
Polomer  krusmic B .. alezeiici slabé samodrumné pime - :
olomér r kruznice perspektivity nalezejici slabé samodruzné pfimee a, = a, je
v ragya
r=——-—= Ul0"
Cos @

Dile je
UlH = d . tg o

HO" =0
(v je polomér kruZnice perspektivity &" nalezici hlavni vertikale). Z trojihelniku
AUZHO® vyplyvi vztah (sinova véta):

UIH @ U0 = sin {1 sin (180 — o)

doAg @it = sin g : sin g cosp + 0
29 Cos @ @ Py
df sin g = iﬂw— @+ 0, sing £0
v sin ¢

sing, = —l;—, cbd.
¢

Véta 2,50. Ridici kuzelosecka treti Diirerovy soustavy je hyperbola o hlavni poloose
HV'= HZ", vedlejsi poloose HT? a ohniscich v bodech O, Oy.
Diikaz spravnosti véty vyplyva z vysledki dosud ziskanych. Ob& poloosy HZ®
a HT! a excentricita HO, = HO,, splituji zakladni vlastnosti hyperboly.
(HT"? = (HOW)? — (HV")?
= (HOY) — (HZ*)?
(HT#? = d? — o2
I thel horizontu A s asymptotami fidici kuZelosecky, jejiz hlavni poloosa je v,
excentricita  a vedlejsi poloosa Vo — d2, je ¢, a plati pro ngj:
. v
singy =,
¢oz souhlasi s vétou 2,44.
V obr. 46 je nakreslen obraz tfeti Diirerovy soustavy a fidici kuzelose¢kou pfi
aplikaci 2Q-promiténi. TutéZ polohu ma Fidici kuZelose¢ka pfi aplikaci ' @-promitani,
Nakonec necht je zminka o Diirerové soustavé, pro kterou je
a)d =0, ’
b) d— oo,
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V pripadé a) jde o prvni Diircrovou soustavu, nebot d = 0 < v (¢ % 0). V pﬁpadé
b) jde o tieti Diirerovou soustavu, nebof d— oo > v.
Necht je dana Diirerova soustava, pro niz je

d =0, e #+ 0.

Jde zfejm& o rozpadlou perspektivni kolineaci, v niz odpovida kazdému bodu
A, B, C. ... zakladni roviny o tentyZz bod 4. = B, = C,... = O (obr. 5i, 52).

Tento pripad perspektivni kolineace
nema praktického vyznamu. Pfesto necht
je vyslovena véta o Fidici kuZelosecce.

Véta 2,51. Ridici kuZelosecka rozpadlé
Diirerovy soustavy pro d = 0 je kruZnice
splyvajici s kruznici perspektivity ndleZici
hlavni vertikadle.

Diikaz (obr. 52). Necht je dana Diire-
rova soustava, v niz O, = 0y = 0 = H.

z
<
2t a;
Y= v
A b=6 | Ve
Obr. 52

Vytknéme dvé slabé samodruzné pfimky v, = vs, @, = a, a sestrojme samodruznou
ptimku x = 0°0" pro uhel otoceni y = 90°.

Sestrojme znamym zplisobem oba sttedy perspektivity O, O“ naleZici vytéenym
slab¢ samodruznym piimkam. Tyto stfedy jsou incidentni s prislusnymi kruZnicemi
perspektivity k”, k%, které sestrojime. Oto¢ime piimku v, do polohy v}, pfimku a,
do polohy @} pomoci jejich stopniké Z*, Z*“. Sestrojime pfimku U_.O"|v}, ktera
splyva s v} a uréuje na k° stied perspektivity 0" = Z*. Podobné piimka UO°||a}
splyne s @} a uréi na k“ bod 0"= Z%.

Piimka x = 0°0° je hledana samodruzna pfimka. Tato piimka x je viak te¢nou
kruznice k" v jejim bodu O'= Z"'.

Spravnost tohoto tvrzeni je hned patrna, uvazime-li oba trojuhelniky ANHZZ" =
>~ ANHZ"Z", které jsou shodné podle véty (sus). Z nich druhy vznikne otofenim
prvniho o thel y = 90°.

V obr. 52 je sestrojena samodruzna pfimka x pfifazena otofeni soustavy ¢, o thel
Y= XZ0Z".

S tim souvisi elementarni konstrukce te¢ny v bodé dané kruznice k" pomoci otoceni,
jestlize je dana jedna z jejich te¢en v daném bodu Z* (obr. 53).
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Uloha 2,5. Nech je dina kruznice k o stiedu S a jeji tecna t = z v bodé T =
= Z". Je sestrojit tecnu kruznice k v jejim bodu T, .

Reseni. 1. Sestrojme polomér ST dotykového bodu 7 te¢ny z a uréeme jeho thel y
s polomérem ST,.

2. Vedme stiedem kruznice S = H libovolnou pfimku //Z° = a, = a, a vytknéme
jeji prisecik Z¢ s teCnou .

3. Otoéme bod Z¢ kolem stiedu S = H o tentyZz thel y do polohy P = Z%. Pak
piimka Z“T, jc hledana te¢na ke kruZnici k&
v jejim bod¢ 7.

Do bodu Z* picjde té7 bod Z*', a to oto-
enim o Ghel y,. Bod Z*' je incidentni s kruZ-
nici otogeni bodu Z“ a s te¢nou ¢ = z. Tento
bod uréuje primku a} = a!. jejiz uhel oto-
Ceni je y, = XZ“SP. Sta&i scstrojit thel
X ZUST, = < Z“SP = y,. T, je dotykovy
bod druhé te¢ny vedené bodem P ke kruz-
nici k.

Obr. 53 b) Necht je dan druby pripad, kdy je

d— o0, v+ 0. Jde ziejmé o rovnobéiné

promitani z nevlastniho bodu O, incidentniho se zakladni rovinou na, ko!mici
k zakladnici. Jde opét o rozpadlou soustavu, o které bude pojednano v kapitole 4.

3. Poznamky k druhému rozStépeni Diirerovy soustavy

Ve vsech provedenych uvahach o Diirerové soustavé perspektivniho promitani
bylo uZito prvniho rozstépeni, tj. podle definice 2,1 rozstépeni otodenim soustavy
zakladni roviny ¢ kolem stiedu Oy, resp. Oy o dany thel 7.

Ve vété 2,2 a 2,3 bylo uvaZovano druhé rozsté€peni otocenim soustavy perspektivni
priimétny n. Nakonec byla uvedena mo7nost zamény funkci obou rovin z, . Plati
véta.

Véta 3,1. Zaménime-li funkce obou rovin m, g, tj. ucinime-li rovinu @ perspektivni
priimétnou a rovinu © rovinou zdkladni, plati viechny véty uvedené pri Studiu Diirerovy
soustavy. Pritom iiloha zdkladnice z ziistdvd, ulohu horizontu pievezme 1ubéZnice w.
Ulohu primétii O,, Oy stiedu zobrazeni O do perspektivni primétny n pFevezmou
pFislusné praméty Oqo, Opq stiedu O do zdkladnf roviny ¢ (obr. 54).

Dikaz spravnosti vety je pii uZiti obr. 54 ziejmy.

Neni nutné provadét znovu viechny tvahy. Stadi uvést jen nékteré véty platné
vzhledem k druhému rozstépeni dané Diirerovy soustavy. Nez tak uinime, vyslovime
a zduvodnime dvé zakladni véty. Pfitom ponechidme diivejsi oznaceni, takZe bod
originalu je napi. A4, jeho perspektiva A (4, po ototeni primétny ¢ do roviny =,
1Q-primét bodu A, je A, ... atd.).

Véta 3,2. Nechf je provedena zdména funkci rovin m, ¢ Diirerovy soustavy a je apli-
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kovdno na zdkladni rovinu n 'Q-promitdni. Pak vzdjemnd poloha stiedu Oy = O,
ubénic hy, w a zdkladnice z je tdZ jako pFi pivodni funkci rovin m, o. Ubéznice h, se
vak stavd uibéznici perspektivni priimétny o , w je ubénici zdkladni roviny m, priimét Ogq
stiedu O do perspektivni priiméiny @ je soumérné polozen k Oy = O podie iibéznice w.

Z véty je patrny rozdil mezi obrazy Diirerovy soustavy pfi oboji funkei rovin =, g.

Spravnost véty potvrzuji obr. 54, 55. V obr. 54 je znizornéna Diirerova soustava
v paralelnim promitani do hlavni vertikalni roviny, daném zakladnici z. Je z né¢ho

__|oso.

X
N
S

T A |7 AW TN

Obr. 54

patrné, Ze po otoceni perspektivni primétny ¢ kolem zakladnice z do roviny n je
Ogo = Og, hy = hywy = w, W, = W, ... atd. V obr. 55 je piimy pohled na rovinu o
otogenou do roviny 7. :

Obdobna véta plati pi aplikaci 2Q-promitani.

Véta 3,3. Vzdjemnd poloha stFedu Oy = Oy, iibéznic hy, w a zdkladnice z je td?
Jako pfi piwodni funkci rovin m, o. UbéZnice hy se vSak stdvd vb&Znici perspektivni
priiméiny o, w ibénici zdkladni roviny w, primét O, stfedu O do perspektivni prii-
métny ¢ je soumérné polozen k Oy, = O podle ubénice w (rozdil od pivodniho
pripadu).

Diikaz spravnosti véty je obdobny dukazu piedeslé véty a je vystizen v obr. 56, 57.

Vzhledem k zaméné& funkcei rovin 7, ¢ zaménuji své funkce i ob& b&Znice A, w,
jak bylo uvedeno v obou vétach. Pravé tak zaménuji své funkce vyska sttedu zobra-
zeni a distance, coZ neni tieba zvlast dokazovat.

Disledek toho je zména jakosti Diirerovy soustavy. Plati tato véta.

Véta 3,4. Zaménou funkei rovin n, o Diirerovy soustavy pfechdzi pruni Diirerova
soustava v treti Diirerovu soustavu a obrdcené. Druhd Diirerova soustava se zdménou
zachovdvd.

Diikaz (obr. 54, 55, 56, 57). Spravnost véty vyplyva ze zamény funkce distance d
a vysky v. Pro prvni Diirerovu soustavu plati:

d<u,
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coz je vztah platny pro tieti Diirerovu soustavu pii zaméné funkei rovin 7, g.
A obracene.

Pro druhou Diirerovou soustavu plati: = ¢, coZ ziistava i po zaméné funkei rovin
7, 0. cbd.

Uvedeme nyni bez dikazu nékteré véty platné po zaméné funkei rovin n, o pfi
rozitépeni soustavy otoCenim zakladni roviny 7, tj. pii rozitépeni otoenim soustavy
perspektivni pramétny pii ptvodni funkei obou rovin n, g, pii druhém rozitépeni
Diirerovy soustavy.

Obr. 56 Obr. 57

Véta 3,5 (obdobna vété 2,4).

Primka perspektivity O' pFislusici hlavni vertikile v, = v, po otoceni soustavy
svird s hlavni vertikdlou ihel ¢, pro ktery plati: tg ¢ = d]v.

Véta 3,6 (viz vétu 2,5).

Samodruznd primka x naleZici otoceni y = 90" soustavy perspektivy n je inci-
denini se stiedem perspektivity O"e w ndlezicim hlavni vertikdle a je kolma k primce
perspektivity 0"= 0,,0" ndleZici hlavni vertikdle.

Véta 3,7 (viz vétu 2,6).

MnoZina stiedi perspcktivity O" nalezicich hlavni vettikdle pro vSechny velikosti
vy . w. polomérem distance

1thlu otocent y je kruZnice opsand kolem stredu W e w, W
zobrazeni (kruZnice perspektivity).

Totéz plati o libovolné slabé samodruZné piimee a;, = a_. coz bylo dfive obsahem
vty 2,7,

Vzhledem k vzajemné poloze stiedu O, . resp. Oy, obrazu Diirerovy soustavy
a kruznice perspektivity rozliSujeme tfi pripady Diirerovy soustavy, a to pro:

d =
Jejich teorie v piipadé zamény funkci rovin 7, g, tj. pfi rozstépeni otodenim soustavy

zakladni roviny 7 je obdobna teorii Diirerovy soustavy pii pivodni funkci obou rovin.
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Jesté uvedeme tyto véty:

Véta 3,8. MnoZina samodruznych primek x pfislusicich vSem velikostem otoceni y
twori bikvadraticky svazek pFimek, jehoZ redlnd Cdst je svazek kvadraticky, uréujici
Fidici kuZelosecku f.

Specialné plati pro |. Diirerovu soustavu véta.

Véta 3,9. Ridici kuZeloseclca I nové pruni Diirerovy soustavy pfi rozstépeni otocenim
zdkladni roviny n je hyperbola, jeji ohniska jsou priméty Qg = O, Ogq stiedu Oy
do roviny 0.

Ditkaz spravnosti véty vyplyva z toho. Ze jde o zaménu funkci rovin =, o, jiz
dand tfeti Diirerova soustava pfechazi v prvni Diirerovu soustavu. Plati tedy dalsi
véta.

Véta 3.10. Ridici kuZelosecka pivodni preni Diirerovy soustavy po rozstépeni otocenim
zdkladni roviny m je elipsa, po roz$tépeni otocenim perspektivni priméiny n hyperbola.
0bé kuzelosecky maji spolecné ohnisko Oy, = Oy a spolecnou vicholovou tecnu v zd-
kladnici z.

Ditkaz spravnosti véty je ziejmy.

Z toho vyplyva véta:

Véta 3,11. Méni-li zdkladni rovina 9 L 1t svou polohu, tvoFi Fidici kuzelosecky po roz-
Stépeni otocenim zdkladni roviny ¢ a po rozstépeni otocenim perspektioni priméiny =
pdry kuZelosecek, elipsy a hyperboly, které maji spolecné jedno ohnisko. Je to stied
0y = Oy, pii aplikaci 'Q-promitdni a Oy = Oy, pri aplikaci *Q-promitdni.

Ditkaz spravnosti véty vyplyva z ptedeslého textu.

111. POMUCKY A PRISTROJE K USNADNENI RYSOVANI
PERSPEKTIV NA ZAKLADFE TEORIE DUREROVY SOUSTAVY

1. Mechanické pomiicky

V ptedeslé kapitole bylo uvedeno n€kolik zajimavych poznatki z teorie Diirerovy
soustavy, hlavné po jejim rozstépeni otocenim y = 90°. Je jich moZno vyuZit pfi
konstrukci perspektiv rovinnych i prostorovych objektii pomoci nékolika jednodu-
chych mechanickych pomucek. Jsou to:

. celuloidové pravitko tvaru kruhové vysece,

. pravouahlé pravitko celuloidové nebo lepenkové,

. celuloidové obdélnikové pravitko,

. celuloidovy perspektograf tvaru obdélnika,

. celuloidovy perspektograf tvaru polokruhu,

. trojdilné pravitko Nicholsonovo,

. dvojdilné pravouhlé pravitko,

. Nicholsonovo pravitko s posuvnymi méfitky,

. dvojdilné pravoihlé pravitko s posuvnymi méfitky.

O X 9NN AW
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2. Celuloidové pravoiihlé pravitko tvaru kruhové vysece

Budiz dan obraz Diirerovy soustavy, perspektivni kolineace (O, = X, z, h) dvou
soumistnych rovinnych soustav A, By, Cy, ..., 4., B., C,, ...

Sestrojeni perspektivy rovinného obrazce incidentniho se zakladni rovinou p,
napf. obdélnika 4BCD, provedeme pomoci celuloidového perspektivniho pravitka
tvaru pravothlé kruhové vyseée Oy EF s vyztuZenym stiedem O, = X. (obr. 58).

MiiZeme postupovat riiznym zpisobem a podle toho pfistroj uzpusobit.

a) Pied rysovanim pespektivy obrazce oto¢ime prvky (z, &, vy = v.) dané perspek-
tivni kolineace kolem stfedu O, = X o thel y = 90° do polohy z', A, v}. Pfitom
muiZeme k otoCeni hlavni vertikaly vyuzit pravitka. Narysujeme otoleny piidorys
A} B{C{D) daného obrazce v téZe vzajemné poloze k z’ a &', jako zaujimal pidorys
A(B,C,D, vzhledem k z a h, pti Sem? je tieba pfipomenout, Ze 4, B, | A{D/{| B{C;.

Obr. 58
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SamodruZna piimka x na papife rysu je dana prasetikem O = Z'Z" . h, tedy
vedenim jedné piimky Z°Z". P¥imku perspektivy 0 = 0,0" miZeme sestrojit
pomoci perspektivniho pravitka pouhym jeho otoenim do polohy, v niZ se hrana
a, = a,nebo ay stane incidentni s bodem 0°. SamodruZnou piimku x pak sestrojime
pomoci pravouhlého trojuhelnika pfiloZeného k hran& perspektivniho pravitka
a, = a, incidentni sc stiedem O".

Samodruznou ptimku x miZeme uréit t¢% pomoci bodu Q incidentniho s oto¢enou
zakladnici z' podle vztahu: HO' = PQ = v, kde P = h.z'. Oba trojihelniky,
ANOGHO", ANO°PQ jsou totiz shodné (véta usu). Je tedy:

x = 00.

Pied pouzZitim je nutno upevnit pravitko tak, aby jeho stfed O, = X splynul se
stiecdem daného obrazu Diirerovy soustavy stejné oznaenym. Jako primitivni
prostiedek poslouZi jehlice zapusténa v bodu Oy = X, kolem niZ je moZno pravitkem
spocivajicim na desce rysu libovolné otacet. K dikladnéj$imu upevnéni slouZi
zafizeni k centrovani a ustaveni piistroje, potfebné hlavné u t&Zsich pfistroji.

Piimku perspektivy o' narysujeme na pravitku pohodIné. Oto¢ime perspektivnim
pravitkem, aby jeho hrana a; = a, splynula s hlavni vertikdlou v, = v, a vyznagime
na pravitku pfimku o’ = 0,0 okopirovanim z papiru rysu, nebo podle véty 2,5
predeslé kap., i jinymi zpdsoby. To zaleZi na technickém provedeni pfistroje.

Je patrné, Ze k uréeni samodruzné pfimky x a pfimky perspektivity o' je potieba
sestrojeni jedné pfimky Z'Z" nebo dvou naneseni vysky stfedu zobrazeni O na
poloptimky HP a PZ"'.

Perspektivity jednotlivych bodit obrazce sestrojime znamym zplsobem. U&inime
hranu a; perspektivniho pravitka incidentni s otodenym pidorysem napf. 4} bodu 4
a vedeme rayon a, podél hrany a, = a,, s niZ je perspektiva A, incidentni. Na ryso-
vacim papife vyznac¢ime bod A° na kruhové hran& EF pravitka a na pfimce perspek-
tivity 0” zaujimacici polohu o“. Otoime pravitkem, aby hrana a; = a, prochazela
bodem A4°, vedeme podél ni rayon a vyznagime jeho prusecik O° se samodruznou
piimkou x. Oto&ime piistrojem, aby bylo moZno narysovat pfimku A, 0% ktera uréuje
na piimce a, perspektivu 4, bodu A.

Je patrné, Ze perspektivu bodu objektu rysujeme pomoci tii piimek a,, 0%, 470°%
z nichZ prvni dvé rysujeme pomoci piistroje.

b) Opatiime-li hrany a; = a., a; perspektivniho pravitka méfitky, jak ukazuje
obr. 58, neni nutné rysovat otoceny obraz dané Diircrovy soustavy, ani otoleny
pldorys. Sta¢i narysovat piidorys 4,B,C D, v pivodni poloze. To je vyhoda této
konstrukee perspektivniho pravitka.

Samodruznou pfimku sestrojime takto: Postavime perspektivni pravitko, aby
hrana @, = a, splynula s hlavni vertikalou v, = v, a ¢teme na jejim méfitku kotu
bodu Z" (k = d + v, napf. 13,8). Vyhledame bod Z" o téZe k6t€¢ na hrané ai,
ktera je nyni v poloze v}, a oznalime jej na ryse. Z°Z" uruje na horizontu h stied
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perspektivity 0", primka perspektivity o = 0,0". Samodruzna piimka X € 0",
x 1L o,0.

Pfi konstrukei perspektivy 4, bodu A otodime pFisirojem. aby jeho hrana a, = a,
byla incidenini s padorysem 4, bodu A4, vyznadime na kruhové hrané £F a na primee
perspektivity o bod 4 a éteme kétu bodu A4,. Bod A, téze kdty na hrané a| vyzna-
gime na ryse. nace’ otodime pravitkem, az hrana d) se stanc incidentni s bodem A°,
vedeme rayon Oy A" a urcime jeho priisedik 0 se samodruZnou piinmkou v. Odsuneme
pravitko a sestrojime p¥imku A4;0% kterd uréi na péimee a, = a, perspektivu A,
bodu 4.

Perspektivu kohmic k zakladni roving ¢ vztydenyceh v jejich bodech sestrojime podie
VEty 4.4 kapitoly 1. Mame-li napi: sestrojit perspektiva DR (K, K,) vyiky DR (K, K)
vztytené v bodu D (K,) k zdkladni roving, postupujeme takio:

Uvedeme pfisiroj do polohy. pii niz je jeho hrana «) ve vzdalenosti velikosti
hrany od piislusného ototeného pldorysu D) (K/). K uvedeni pravitka do této
polohy muizeme narysovat kruznici o stfedu D (K|) a poloméru rovném velikosti
prislusné vysky [1] a oto€ime pravitkem, aby se hrana @) stala te¢nou této kruZnice.
S vyhodou miZeme téZ uzit trojlihelnikového pravothlého pravitka posuvného po
hran¢ @, perspektivniho pravitka. jeho’ odvésna je opatiena méfitkem k udani
vzdilenosti otoéného bodu D| (K;) od hrany a;. — Abychom ur¢ili velikost perspek-
tivy kolmice, narysujeme piimku podle hrany a, = a, pfi uvedené poloze pfistroje
a urcime vzdalenost perspektivy D, (K, ) od této pfimky. Je-1i piistroj v uvedené poloze
dostate¢né pevny, pfilozime k hrané a; = a, pravouhly trojuhelnik jeho odvésnou
a na druhé odvésné opatfené méfitkem a incidentni s D, (K, ) ¢teme velikost perspek-
tivy uvazované vysky. K ¢&teni velikosti perspektivy je vyhodné opatfit perspektivni
pravitko osnovou piimek rovnob&Znych s hranou aj a &islovanych od této hrany.

(t‘isln\'any'ch hran a, = a.. ay je mozZno uzit i u kosouhlych perspektivnich pravitek
probiranych dfive.

Pii kontrole spravnosti pravé provedené konstrukce perspektivy, i pfi konstrukei
samé, slouzi ub&ziniky rovnobéznych pfimek objektu, z nichz jsou hlavni AB| DC,
AD|| BC. Ubgniky téchto piimek jsou oznaceny U*®, U"C. Z teorie konstrukce
perspektiv je znamo, Ze tyto ub&zniky jsou incidentni s horizontem / v prisecicich
slabé samodruznych piimek rovnobéznych s pidorysy (Q-priiméty) prislusnych
hran.

K uréeni téchto Gibéznikd sta¢i narysovat rovnobézku s jednou stranou pudorysu
podstavy objektu, napf. OoU*?|4,B,. Tato rovnob&zka urluje ub&znik U*".
Druhy abéznik U uréime pomoci perspektivniho pravitka. Oto¢ime jim, az hrana a}
splyne s piimkou 0,U*" a vytkneme prése¢ik U hrany a, = a, s horizontem .

Jak pouzijeme téchto ubézniki, je vieobecné znamo.

3. Celuloidové nebo lepenkové pravoihlé perspektivni,pravitko

Tvar obrazce a jeho perspektivy (obdélnik ABCD e ¢) i konstrukci schématu
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skladi§t¢ ukazuji obr. 59, 60. Pravitko, kterého pouZijeme pii konstrukei, pozistava
ze dvou obdélnikovych &asti, MNPQ, NRSOg, spojenych v pravém thlu a vyztu-
Zenych stfedem O, = X, kolem n&hoZ se pfistroj pfi praci otaci. Je jej moZno zho-
tovit z priihledného celuloidu nebo z jiné prihledné hmoty, nebo z lepenky. Jeho
rameno MNPQ obsahuje piimku perspektivity o', je dostate¢né siroké pro jeji
zakresleni v potfebném rozsahu.

Nechf je dén obraz Diirerovy soustavy (O, = X, z, h) pii aplikaci 2Q-promitani
a pldorys 4;B;C;D, podstavy stavby. Perspektivni kolineaci rozitépime otodenim
soustavy ¢, o uhel y = 90° do polohy @) a sestrojime jako dfive samodruZnou
pfimku x obou rovinnych soustav ¢}, o. = n. Incidentni s ni stied perspektivity
0’ je uréen odvozenym vztahem: HO® = v proti sméru otageni, jak plync z kon-
strukce

0'=h.z"Z".

Samodruzna piimka x je urfena: x € 0", x L 0,0". Pravé tak jednoduse vyznacime
na pravitku piimku perspektivity o” = 0,0".

Obr, 59
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Ubgzniky U*®, U dvajic protilehlych stran 4B, CD; AD, BC obdrzime souéasn&
otofenim pfistroje tak, aby jeho hrana a; byla rovnobéZna se stranou pudorysu
A B, || A1D{ nebo A, D, || A\B,. Pak hrana a; = a, v piisluiné poloze urduje na
horizontw /i ub&inik U*” strany 45 a hrana @) pak Gb&nik U*” strany AD.

Perspektivy vrcholi obdéinika urime znamym zptsobem po jeho otoeni o 90°¢
do polohy 47B;C{D,. Sestrojeni udava obr. 59.

Na obr. 60 je sestrojena perspektiva budovy. Velikosti perspektiv jednotlivych
bo¢nych hran jsou sestrojeny znamym zpiisobem pomoci kruznic narysovanych
kolem otoCenych pldorysa jednotlivych vrcholi podstavy a pomoci pravoithlého
trojuhelnika. Pfi scstrojeni perspektivy napf. bo¢né hrany vrcholem B si miZeme,
pocinat trojim zpisobem:

I. Otoenim pravitka uvedeme jeho hranu «) do vzdalenosti velikosti bo¢né
hrany od vrcholu B]. Toho docilime napf. pomoci pravothlého trojihelnika opte-
ného odvésnou o hranu a; a opatieného méfitkem na kolmé odvésné k hrané 4 .
Pravé v této poloze urcujici velikost perspektivy kolmice v bod¢ B zakladni roviny
je pravitko v obr. 60 poloZené. Je vytaZzeno tenkou &arou. Hrana @) nabude polohy
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0, B. Jeji vzdalenost B{ B od otoeného pudorysu By je rovna velikosti bo¢né hrany bo-
dem B podstavy. Hrana a, = a. nabude polohy OB, Vrchol B{ naleZi ziejm& vnitiku
pravého Ghlu obou hran a, = 4., ay. Tim sc stane, jak plyne z konstrukce perspek-
tivy B., Zc se tato perspektiva B, octne pod ramenem pravitka nebo naleZi vnéjsku
pravého tihlu obou ramen. V obou piipadech brani pravitko vedeni kolmice B.B, L
L 0¢B, a zjisténi perspektivy vysky. Proto nemiizeme pouZit k uréeni vzdalenosti
bodu B. od hrany 0,B,, coZ je velikost perspektivy bo¢né hrany vrcholem B, téhoZ
nebo dalgiho trojuhelnika hned. Je tieba narysovat rayon Oy B, podél hrany a; = a,,
odsunout pravitko a uréit vzdalenost perspektivy B, od tohoto rayonu a pfenést ji
pomoci kruZitka.

Je mozZno téZ otolit pravitkem, aZ hrana «) splyne s rayonem O,B,, ptiloZit
trojuhelnikové pravitko dfive uZité a uréit pomoci ného vzdalenost B.B, bodu B, od
rayonu OB, .

2. Druhy zpisob poziistava v tom, Ze opiseme kolem otoceného piidorysu By kruz-
nici k* polomérem velikosti bo&né hrany vedené vrcholem B podstavy a poloZime pra-
vitko tak, aby hrana a} byla jeji te¢nou. Velikost perspektivy hrany uréime narysova-
nim rayonu O, B, podél hrany a; = a, a uréenim jeho vzdalenosti od perspcktivy B,.
Velikost perspektivy vysky mizeme vSak urcit pomoci pravouhlého trojihelnikového
pravitka posunovaného po hrané a, = a,. Proto musi ndleZet perspektiva B, vnitiku
pravého uhlu hran a; = a,, d}, bod B jeho vn&sku. PoloZime proto hranu aj
incidentni s tou te¢nou kruznice k°, aby uvedena poloha nastala, pfiloZime trojthel-
nikové pravitko na hranu @, = a., aby jeho obvésna byla incidentni s perspektivou
B, a ptefteme na ni vzdalenost bodu B, od hrany a, = a,. .

3. a) Jedno z ramen pravitka je moZno zhotovit tak, aby mélo urcitou znimou
sitku @, napt. rameno MNPQ. Pii sestrojeni perspektivy vysky » bodu B si po¢iname
takto: Postavime pravitko pomoci pravouhlého trojuhelnika do polohy uvedené
v 1., v niZ je oto€eny piidorys By od hrany a; ve vzdalenosti vysky v vztySené k zakladni
rovi¢ v bodé¢ B. Upevnime pravitko a zméfime vzdalenost p perspektivy B. od
hrany MQ, kdyZ je perspektiva mimo pravitko. Velikost perspektivy vysky pak
jep+a

b) V piipadé, 7e se octne perspektiva B, pod pravitkem, které je prihledné, je
vyhodné opatfit je osnovou pfimek rovnobéZnych s hranou a; = a, ve vzdalenostech
jednotek méfitka. V tom pfipad€ je moZno velikost perspektivy vysky &ist.

Roli obou ¢&asti pravitka MNPQ, MRSO je mozno pii uréeni velikosti perspektiv
kolmic zaménit.

Pfi tomto uréeni velikosti perspektiv bo&nych hran, napi. bo¢né hrany prochazejici
bodem B, je tieba uvaZzovat tfi moZnosti.

1. Stied O, = X nalezi vn&jsku kruZnice k”. Daji se z né¢ho vést dvé realné teny
od sebe riizné a pracujeme jednim ze zplsobi, jak bylo pravé uvedeno.

2. Stfed O, = X je bodem kruZnice k. V tom pfipad® oto&ime pravitkem, aby
jeho hrana a} byla kolma k pfimce OB; (te¢na kruznice k° v stiedu soustavy O, =
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= X). Pak vzdalenost perspektivy B. od hrany @, = a, je hledana velikost perspektivy
uvaZované bo¢né hrany. Pravitko uvedeme do Zadané polohy pomoci pravouhlého
trojihelnika opfeného odvésnou o hranu aj. Tato moZnost nastala u bodu A
(obr. 60).

3. Stfed 0, = X nalezi vnitiku kruznice k”, coZ nastalo u bodu D. Ze stiedu O,
nelze vést realné te¢ny ke kruZnici k” a nelze uréit timto zpisobem velikost perspek-
tivy bo¢né hrany vrcholem D.

ObdrZime ji timto opatfenim: Posuneme bod D rovnobé&zné s perspektivni pri-
métnou n napi. do polohy D*, &imZ se podle véty 4,3 kapitoly I nemeni velikost
perspektivy boéné hrany vedené bodem D. Bod D posuneme po hlavni pfimee roviny ¢
(rovnob&zné se zéakladnici z) incidentni s pidorysem D; do polohy Dj. Abychom
se vyhnuli otaCeni tohoto bodu Df a feSeni zjednodusili, posuneme pfimo bod D}
do polohy Di" ve sméru otoené zakladnice z', tj. ve sméru z’||v, = ov,.

Perspektivu Df tohoto bodu D* sestrojime znamym zpiisobem. Velikost perspek-
tivy hrany bodem D urime jako v piipadé 1, kdy sticd O, = X naleZel vn&jsku
kruznice k*. Na obr. 60 je velikost perspektivy bo&né hrany vrcholem D sestrojena
jako v piipadé 2. Této konstrukce uzijeme téz pfi uréeni perspektivy bodu K hiebene
stiechy.

Jestlize stied O, = X nalei sice vn&jsku kruznice k%, ale neni od ni pfili§ vzdalen,
takZe teCny jim vedené ke kruZnici k% nelze scstrojit presng, posuneme bod D{ po
jeho hlavni piimce do takové polohy, aby kruZnice k* sticdem O, = X prochazela.
Pro tuto polohu bodu D} plati:

a) Lezi na hlavni piimee D DY’ || '

b) Vzdalenost bodu D}’ od stfedu Oy = X se rovna velikosti bo¢né hrany v bodé& D,
0D =P,

Velikost perspektivy bo¢né hrany vrcholem D je pak uréena jako v piipadé 2.
¥V obr. 60 je bod D{ posunut pravé do této polohy Dy’

4. Urceni polohy pfimky perspektivity vzhledem k dhlu otoéeni

Nez budou uvedeny dal$i navrhy mechanickych perspektivnich pomicek na
zakladé rozstépeni perspektivné kolinearniho vztahu, majici rizné vyhody pii
mechanickych konstrukcich perspektiv, je tfeba uvazit daleZitou okolnost pro udéleni
vhodného tvaru perspektivnimu pravitku. Je jist¢ napadné, Ze v poslednich kon-
strukcich zaujima piimka perspektivy o° vzhledem k ihlu otodeni <tajOga, riznou
polohu. V obr. 58 nélezi piimka o' vnitiku tohoto uhlu, v obr. 59 pak jeho vn&jsku.
Stejné je tomu tak v obr. 12, 14, kdy nalezi pifimka perspektivity o’ vnitiku uhlu
oto¢eni a v obr. 20 pak vngjsku hlu otoceni.

Uvazme posledni tvar perspektivniho pravitka. Pro rysovani rayon® podél hran aj ,
a, = a, by bylo mozno mu dat dvoji tvar. Jednak uvedeny v obr. 59,.v némz jsou
hrany a}, a, = a., moZno fici, vnitini hrany pravitka, jednak tvar napf. &tverce,
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obdélnika, kruhové vysede, uvedeny v obr. 58, 71, v némZ jsou hrany 4y, a; = a,
vnéj$imi hranami pravitka.

Déame-li pfednost druhému tvaru, mohli bychom jej dat pravitku vzdy, naleZi-li
pfimka perspektivity o vnittku uhlu otodeni <xajOya.. Tomu tak napf. v obr. 59
neni.

Je otazka, je-li poloha pfimky perspektivity ovlivnéna napf. vzajemnou polohou
prvki v obrazu Diirerovy soustavy nebo jinymi okolnostmi. Je-li tomu tak, pak je
mozno polohu piimky perspektivity predem urcit a podle toho dat pravitku vhodny
tvar.

Je tedy konkrétni otazka, zdali je poloha pfimky perspektivity zavisla na zadani
Diirerovy soustavy ncbo na jinych okolnostech, za jakych podminek naleZi piimka
perspektivity 0"

a) vnittku Ghlu <a}O,a,,

b) vn&jsku tohoto uhlu,

¢) rameni tohoto thlu.

Odpovéd na prvni ctazku je kladna. Dikaz toho a téZ dikaz spravnosti tvrzeni
o uréeni polohy piimky perspektivity, jak bylo uvedeno, vyplyva z n&kolika vét,
v nich? pfedpokddame Diirerovu soustavu perspektivniho promitani danou jejim
obrazem.

Véta 4,1. a) Body zdkladnice z maji tu vlastnost, Ze jejich perspektioni priméty
splyvaji s jejich priméty v obou Q-promitdnich.

b) Mimo body zdkladnice z splyvd perspektivai primét bodu 0'% s jeho ' Q-priimétem
do n, kde 0'® je 'Q-priimét stFedu O do zdkladni roviny (obr. 61).

¢) Podobné mimo body zdkladnice z splyvd perspektivni primét bodu O’ s jeho
2Q-pramétem, kde O je 2Q-primét stredu O do zdkladni roviny g.

Diikaz. a) Body zékladnice z jsou incidentni s ob&éma rovinami. Jejich perspektivni
priméty i jejich Q-priméty s nimi splyvaji.

b) Promitaci ptimka bodu 0'? € ¢ (obr. 61),

c

ktery mé& uvedenou vlastnost, splyvéa v * Q-pro- M
mitani s perspektivné promitaci pfimkou to-

hoto bodu. Mimo obé promitaci piimky 2
bodu 0'? nesplyvaji promitaci pfimky zad- K3 PN 0
ného jiného bodu zakladni roviny, nebot A:_ Z
bodem lze vést pravé jednu primku daného g

. . . S v
sméru. Proto 'Q-primét i perspektivni pri- -2 / - O r@ NOT N

mét tohoto bodu 0'? splyvaji, cbd. ANV v O
c) Podobné se dokdZe platnost vyroku c). E:

Plati vSak i véta obracena.
Véta 4,2. 1. Mnozina bodi zdkladni ro- -2, \\

viny o, jejich? perspektivni priméty a *Q-pri-

méty splyvajici, jsou Obr. 61
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a) body zdkladnice z,
b) primiét 0'? stiedu O perspektivniho promitdni do zdicladni roviny o.

2. MnoZina bodii zdkladni roviny o. jejichZ perspektioni priméty a *Q-priméty
splyvaji, jsou
a) body zdkladnice z,

b) primét O™ stiedu perspektivniho promitdni O do zdkladni roviny o.

Diikaz. 1. a), 2. a) Body mnoZiny a) jsou incidentni se spoleénou piimkou rovin z, o,
jsou v obou promitanich samodruzné, ¢imz je spravnost tvrzeni 1. a), 2. a) dokézéna.

a) (obr. 61). P¥i 'Q-promiténi-se zobrazuje mnoZina bodd zAporné poloroviny —o
do vaitinich bodd zaporné poloroviny —n, zatim co pfi perspektivnim promitani
se zobrazuje mnoZina bodi téZe poloroviny -9 do mnoziny bodi rovinného pasu
o krajnich p¥imkach v zakladnici z a v horizontu h. Tyto mnoZiny jsou disjunktni
a nemuze splynout Q-pramét s perspektivnim pramdtem 7adného bodu této casti
zakladni roviny.

B) Pii ' Q-promitani se zobrazuje mnoZina bodi kladné poloroviny + 0 do mnoZiny
bodh kladné poloroviny + . Pii perspektivnim promitani se zobrazuje prvni mnozina
bodit do celé roviny 7 s vyjimkou rovinného pasu uvazovaného v odstavei «).

7) MnoZina bodi incidentnich s +¢ je moZno rozlozit v mnoZinu pasu o krajnich
piimkéch v zakladnici z a v distanéni piimcee, prise¢nici w™ = 7’ . ¢ distanéni roviny se
zakladni rovinou ¢ a v mnoZzinu poloroviny w*M urlené distan¢ni primkou w™ a opac-
né k pasu w'z. 'Q-priim&t mnoZiny bod pasu w"z je mnoZina bodfl pasu zw,, kde i,
je 'Q-pramét abéZnice 1. Stiedovy pramét mnoziny bodd tohoto pasu w'z je mno-
Zina bodi ziporné perspektivni primétny —n. To jsou viak mnoZiny disjukntni
a neexistuje bod této ¢asti +¢, jehoZ oba priméty by splynuly.

&) Pfi 'Q-promiténi se zobrazuje mnoZina bodl poloroviny w*M do mnoZiny
bodl poloroviny w M, , pfi perspektivnim promitani se zobrazuje do mnoZiny bodid
poloroviny hM . Aviak tyto dvé mnoZiny w M, , hM . maji neprazdny priinik, a to
mnoZinu druhou, kterd je podmnoZinou mnoZiny prvni, jestlize plati: < v,
tj. jedna-li sc o prvni Diirerovu soustavu. Jestlize plati: d > v, tj. jedna-li se o tieti
Diirerovu soustavu, maji obé mnoZiny neprazdny prinik, a to mnoZinu prvni w, M, .
ktera je podmnoZinou mnoZiny druhé. V p¥ipadé rovnostranné Diirerovy soustavy
jsou ob& mnozZiny totoZné.

Tedy jedin& v poloroviné w"M zakladni roviny ¢ mohou existovat body, které maji
ve vét& uvedenou vlastnost, tj. jejich priméty Q a perspektivni priméty splyvaji.

Ma-li viak splynout 'Q-primét takového bodu s jeho primétem perspektivnim,
musi splynout promitaci pfimky bodu v obou promitanich. JelikoZ promitaci piimka
perspektivniho promitani je incidentni se sttedem O a timto stfedem lIze vést jedinou
rovnob&zku se smérem 'Q-promitani, je bod uvedené vlastnosti incidentni s rovinou o
jediny, a to primét O'? stiedu O perspektivniho promitani do zakladni roviny g.

Perspektivni priimét tohoto bodu i jeho 'Q-priimét splynou, jak je patrné z obr. 61,
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se stiedem perspektivni kolineace, o niz mluvi Stevinova véla 1,17 kapitoly 1. Je
tedy tento stfed O, samodruZnym bodem uvedené perspektivni kolineace.
Podobn& dokazeme platnost druhé Casti véty 4.2. MuZeme tedy vyslovit vétu.
- Véta 4,3. Nutnd a dostacujici podminka proto, aby spivaul perspektivni primét bodu
zdkladni roviny o s jeho 'Q-priimétem do perspekiivni primétny, resp. s jelio >Q-pri-

10

métem zni: Bod je bodem zdkladnice =. nebo je to bod O'2, resp. bod 0.

S touto vétou souvisi véta dalsi.

Vita 4,4. Primky incidentni se zdkladni rovinou o ndleici svazku o stfedu 0%,
resp. svazku o stiedu O™ a jejich prespektioni priméty ndleici do svazku o stiedu
v bodu O, resp. O tvofi perspektivni svazky o zdkladnici z jako ose perspektivnosti.
Oba svazky v zdkladni roviné ¢ maji tu vlastnost, Ze 'Q-primét, resp. *Q-primét kazdé
pFimky svazku 0'?, resp. O™ splyvd s perspektionim priimétem této pFimky.

Diikaz. 1. Body zakladnice z jsou samodruzné v perspektivai projekci i v 'Q-pro-
jekei, resp. v 2Q-projekei, jak bylo uvedeno ve vété 4,1, &imz je prokizana spravnost
prvni Casti véty.

2. Bod 0,, resp. O, je perspektivnim pramétem bodu 0'¢, resp 0°® a takiéz
1Q-priimétem bodu 0'?, resp. *Q-primétem bodu 0™

Perspektivni primét piimky svazku o stfedu O'?, resp. o stfedu O™ tedy splyva
s jejim 'Q-primétem, resp. 2Q-primétem, protoZe splyvaji tyto priméty dvou jejich
bodii, cbd.

Plati viak i véta obréacena.

Véta 4,5. Primky incidentni se zdkiadni rovinou o, jejichz perspektivy v roviné m
splyvaji s jejich *Q-praméty, resp. 2Q-praméty, tvofi mimo zdkladnici z dva perspektivni
svazky piimek o stfedech v bodech 0'®, resp. 0", o zdkladnici z jako ose perspek-
tivnosti.

Dilkaz. Ma-li splynout perspektivni primét pfimky roviny ¢ s 'Q-primétem
této primky, musi splynout perspektivni priimét s 'Q-primétem dvou jejich bodd.
Takové pfimky jsou:

a) zdkladnice z, jejiz kazdy bod ma Zadanou vlastnost,

b) piimky riizné od zékladnice z néleZici do svazku o stiedu v bodé 0'?, nebot
perspektivni primét a 'Q-priimét jejich spoleénych bodii se zakladnici splyva s jejich
!Q-primétem. Mimo body zékladnice z splyva viak podle vity 4.2 perspektivni
priimét a 'Q-primét toliko bodu 0'?.

Podobna tivaha plati o pfimkach svazku o stfedu 0, cbd.

Je tedy mozno fici vétu.

Véta 4,6. Nutnd a dostacujici podminka pro to, aby splynuly perspektivni priméty .
a ' Q-praméty, resp. *Q-priméty primek zdkladni roviny @ zni: Primky jsou:

a) zdkladnice z,

b) pFimky roviny ¢ ndleZici svazku o stfedu v bodé 0'°, resp. pFimky roviny @
ndlezici do svazku o stfedu v bodé O™,

Splyvajici perspektivni priméty a 'Q-priméty, resp. 2Q-praméty pfimek svazku
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o stiedu 0'?, resp. 0™ jsou slab& samodruzné pfimky perspektivni kolineace
o stiedu Oy, resp. Oy, o niZ mluvi Stevinova véta.

Je dulezité si uvédmomit, Ze tyto samodruZzné piimky maji jen dva své body
samodruzné, ostatni body samodruné nejsou. Nejsou to tedy pfimky samodruZnych
bodi, jak je tomu u zakladnice z.

MiiZzeme o tom vyslovit dalsi vétu.

Véta 4,7. Vytkneme-li slabé samodruzZnou piimku a, = a, v perspektivni kolineaci mezi
'Q-priimétem zdkladni roviny o do primétny m a jejim perspektivnim priamétem, odpo-
vida ji pfimka a zdkladni roviny, jejiz priméty jsou a, , a.. Pak se fada bodii A, B, C, ...
incidentnich s pFimkou a zobrazuje v Q-promitdni i v perspektivé do soumistnych
projektivnich fad Ay, By, Cy,...5 A, B.. O..... na a, = a,.

Diikaz spravnosti véty vyplyva ze zakladnich poznatkli projektivni geometrie.

O téchto projektivnich fadach plati véta.

Véta 4,8. Tyto dvé soumisiné projektioni rady na pFimkdch a; = a, maji vZdycky
dva samodruzné body redlné od sebe rizné. Vyjimku tvofi primka rovnobéZnd se
zdkladnici, jejif Fady jsou podobné, maji jeden vlastni samodruzny bod O, druhy
samodruzny bod je bod nevlastni.

Diikaz. Podle véty 4,1 a 4,2 jsou to body O, (stfed svazku samodruznych pi¥imek
a, = a,) a prisecik se zakladnici z.

Je-li pfimka a, = a, rovnob&Zna se zakladnici z, je jeji druhy bod samodruzny
nevlastni bod. Takové fady jsou, jak uci projektivni geometrie a jak by bylo moZno
i zde podrobnéji zdiivodnit, podobné cbd.

Obr. 62
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O obou soumistnych projektivnich fadach na slabé samodruznych piimkach
a, = a, svazku o stiedu v samodruzném bodu O, (0;) plati podrobn&jsi véta.

Viéta 4,9. Uvedené soumistné projektivni Fady na slabé samodruznych primkdch
ay = a, perspektivni kolineace jsou nesouhlasné, jestlize bylo aplikovdno ' Q-promitdni
zdkladni roviny o do perspektivni priméiny n a jsou souhlasné, bylo-li aplikovdno
2Q-promitdni.

Obr. 63

Diikaz (obr. 62, 63). 1. Necht je v dané Diirerové soustavé aplikovano ' Q-promitani
zakladni roviny ¢ a stfedu O do perspektivni primétny n. V obr. 63 je narysovan obraz
soustavy a obou promitani i v stranoryse (pohled sm&rem zakladnice z je oznaden
indexem 2). Jsou vytéeny body 0'? a O, jako sttedy svazkd primek, které prechazeji
pfi perspektivnim promitani a 'Q-promitani v sebe podle véty 4,4, a 4,5. Je vytéena
piimka a roviny ¢ néleZejici do svazku o stfedu 0'?, které se zobrazuje podle Stevi-
novy véty v obou uvedenych promitanich do samodruzné pfimky a, = a, perspektivni
kolineace obou soumistnych soustav.
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Jeliko? se ptimka a zobrazuje v perspektivnim promitani i v Q-promitan{ stejné,
splyvaji ob& promitaci roviny v spole¢nou promitaci rovinu.

Rozdélme piimku @ na &asti incidentni s ¢astmi zakladni roviny ¢ vytéenymi
v dikazu spravnosti véty 4,2, poloprimku MA, Gse¢ku ME a polopiimku EF.

Polopfimka M.4 incidentni s polorovinou —g se zobrazuje 'Q-promitanim do
polopiimky M A, incidentni s polorovinou — 7, zatim co perspektivnim promitanim
se zobrazuje v usecku MU/ incidentni s polorovinou +7. Néle7i tedy 'Q-primét
a perspektivai primét polopiimky AMA opaénym po!m'ovinefm perspektivni prii-
métny .

Blizi-li sc bod A polopfimky MA samodruznému bodu M = M, = M, ez
pies bod B, blizi se jeho perspektivai primeét A. samodruznému bodu M =
= M, = M,_ pfes perspektivu B, bodu B a priimét 4, bodu A se blizi ssmodruZznému
bodu M = M, = M, pies primét B,. Ob¢ fady bedd A4,B,C, .... 4.B.C, ... na
piimee ¢; = a, jsou v oznacené jeji Casti nesouhlasné.

Stejné se da ukazat, Ze tomu tak je, probihd-li bod A tseCku MDE. Jeho perspek-
tivni primét probiha polopiimku MD,_. zatim co 'Q-primét probihd v opaéném
smyslu usecky MD, £, .

Probiha-li kone¢né bod A4 polopfimku £F, pohybuje se jecho perspektivni pramét
po polopiimee Uy, Ul ve smyslu O, UZ, zatim co ' Q-priimét probiha poloptimku E,0,
v tomto smystu. Obg fady jsou téZ nesouhlasné a maji zfejmé v bodé 0, samodruZny
bod.

Tim je spravnost prvni éasti véty dokazana.

2. K dtikazu spravnosti druhé ¢asti véty 4,9, uzijme obr. 64, 65.

Pfimku a € ¢ rozdélime na €asti jako v 1. &asti dikazu a budeme na né aplikovat
perspektivni promitani a zirovei Q-promitani.

Obr. 64
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Je patrné, e polopfimka M4 incidentni s —p se zobrazuje *Q-promitinim do
kladné poloroviny perspektivni primétny +n. Probiha-li bod A polopfimkou AfA
smyslu 4 M a blizi-li se bodu samodruznému M pies bod B, probiha jcho 2Q-primét
polopiimkou MO; a blizi se v smyslu A4, M pics bod B, samodruznému bodu M.
Jeho perspektivni primét A, probiha usecku UM v tomto smyslu a bliZi se pres
perspektivu B, bodu B samodruznému bodu M. Obé fady jsou v tomto Gseku sou-
hlasné. Zaujme-li bod A polohu 02, splynou oba jeho praméty v samodruzném
bodé 0, .

Stejné se da dokdzat, e obé fady jsou souhlasné, probiha-ii bod A4 usecku MDE
piimky a. Jeho 2Q-priimét probiha usecku MD,E, v tomto smyslu, zatim co perspek-
tivni promét probiha v témz smyslu polopiimku MD, = MD,E,.

Probiha-li bod A posledni ast piimky a, polopfimku EF, probiha jeho 2Q-pramét
polopfimku £, F; v tomto smyslu, kde7to perspektivni primét probihd polopfimiku
UZF, v opainém smyslu, tj. v souhlasném smyslu s E, F,.

Tim je véta 4,9 dokazana.

Z uvedenych a dokazanych vét vyplyva véta o poloze piimky perspektivity of
prislusné perspektivnim fadam na piimkach a,, aj po rozstépeni perspektivni ko-
lineace otogenim soustavy g, o velikost thlu y (90°).

Véta 4,10. V pripadé nesouhlasnpch soumistnych projektivnich Fad bodovjch
na slabé samodruzné primce dané perspektivni kolineace, tj. v pFipadé aplikace ' Q-pro-
mitdni v pFislusné Diirerové soustavé podle véty 4,9, ndleZi pFimka perspektivity o*
(resp. 0°), sestrojend po roz$tépeni perspektivni kolineace, vnitiku tihlu < v} Ogv,
(resp. <ray0Oqga,) perspektivnich fad vy, v, (resp. a) . a.).

Diikaz (obr. 63). Uvazujme slabé samodruZnou piimku a, = a, s incidentnimi
nesouhlasnymi projetivnimi fadami dané perspektivai kolineace (4,B,C, ... E, ...
Uf, ...) n(A.B.C.... E... UZ.). Rozitépme tuto kolineaci otofenim fady a,
o uthel 90° do polohy af. Ob¢ tady a. = A.B.C, ..., ay = A{B{C{ ... jsou perspek-
tivni podle stiedu perspektivity O* = A A, . B{B. = U{, U’ . E{E,, a pfimka 0,0"
je piimka perspektivity p¥isluiejici dvojici a}, a,.

Lze snadno dokazat, Ze stfed perspektivity O° je vnitinim bodem pravého thlu
a;0qa,, nebo prisluiného thlu vrcholového, &imZ je proveden ditkaz spravnosti
1. Casti véty 4,10.

UvaZme stied perspektivity jako bod incidentni s pfimkami U{, Uf, E(E.,.
které spojuji odpovidajici si body U{., — UZ. E{ — E,, obou perspektivnich ¥ad
ay, a,.

Piimka U{, U? incidentni s bodem U/ je rovnobézna s pfimkou a; a je tedy
incidentni s polorovinou a UZ, jejiz &asti je Ghel <a}Oqa,. Pfimka E{E,,, incidentni
s bodem E| je rovnob&Zna s pfimkou @, a je tedy incidentni s polorovinou a.Ej,
jejiz casti je tentyz vhel <tayOga,.

Obé poloroviny a}U?, a.E{ maji spoleény prinik, thel £a}0a,, s nimz je stied
perspektivity o® incidentni. Mohli bychom vzit i jiné dva pary odpovidajicich si bodi
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obou fad a, © a.: napf. My > M., A; — A.. Protoze My = M_, Op4, > Oy4,

. nebo obracené a Oy4, > O,M,., nebo obracené a 0p4. < OyM,, plati po otoCeni:
OoM| = OgM,, OgA| > OyA,., nebo obracend, OgAy > O,M,, nebo obracené,
a 0gA. < OM,. Z toho vyplyva, Ze ptimky M{M,, A}A, se protinaji na Gsedce
M{M,, tedy v bodg& 0", ktery nélezi vnitiku thlu £aj0,a,.

Tim je na zakladé definice p¥imky perspektivity o spravnost prvni &asti véty
dokazana.

Touz Gvahou zdtvodnime spravnost i druhé &asti véty 4,10.

Necht je dana Diirerova soustava svym obrazem, perspektivni kolineaci se sou-
hlasnymi projektivnimi fadami na slab& samodruZnych piimkach a, = a. (obr. 64, 65),
je tedy aplikovano 2Q-promitani. UvaZme pro kréatkost dvojice M, — M., A, — A,.
Prvni dvojici tvofi samodruzny bod incidentni se zkladnici z, druha je 2Q-priamét
a perspektivni primét bodu p¥imky a incidentnfho se zapornou zékladni rovinou g.
Ziejmé je 0g4; > OyA,; OpA,, ObA, > OoM, (M, = M. =Z".

Po oto&eni fady @, do polohy a) ziistavaji tyto vztahy v platnosti: OyA; > OgA,;
OuAy, OpA, > OoMy(= OgM,). Z toho vyplyva, Ze usetky Mi{M,, A1A. nemaji
spole¢ného bodu a ptimky M{M,, A{A, maji spoledny bod néleZici vn&jsku pravého
Ghlu, <CajOga, cbd.
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Na zékladé vyslovenych a dokazanych vét mizeme odpovédét na otazku poloZenou
na zalatku § 4 a vyslovit vysledek vétou.

Véta 4,11. V Diirerové soustavé perspektivniho promitdni dané obrazem (0, z, h)
Jje poloha primky perspektivity 0° (0°) vzhledem k tihlu <v{Ogv, (€a{0qa.) zdvisld na
aplikovaném Q-promitdni zdkladni roviny ¢ do perspektivni prumétny n. PFi aplikaci
YQ-promitdni je o° pFimkou ndleZici vnitfku tihlu <v{Oww,. (Lai0a,), pFi aplikaci
2Q-promitdni ndlezi vnéjsku tohoto tihlu. ,

Lze tedy volbou Q-promitani vzdy dosahnout toho, aby pfimka perspektivity 0"
naleZela bud vnittku nebo vnéjsku thlu uréeného odpovidajicimi si dvojicemi
perspektivnich bodovych fad na pfimkach v{, v, (ay, a.) po rozitépeni perspektivni
kolineace.

Tento zajimavy vysledek, diilezity pro konstrukci n&kterych mechanickych po-
miicek k usnadnéni rysovani perspektiv, doplnime dvéma poznimkami. Prvni je
odpovéd na otazku, kdy splyne pfimka perspektivity o’ s ramenem thlu <Co;{O,v..

Véta 4,12. Primka perspektivity o° splyne s ramenem ihlu <Xv{Ozv, (Xa{Oqa.)
v tom a jen v tom pripadé, jde-li o perspektivu horizontdlni roviny g Diirerovy soustavy.
Projektivita na jeji slabé samodruzné piimce a, = a, degeneruje. PFimka perspektivity
pak splyne s pFimkou v_(a,), nikoli s druhym ramenem iihlu otoceni < v{ Oyv. (<a;Oya,).

Samodruznd primka obecné kolineace vzniklé rozstépenim perspektivni kolineace
splyvd s horizontem h a zdroveri se zdkladnici z.

T

AN

A 6 _zeh|Z O

Obr. 66

Diikaz (obr. 66, 67).

Necht je dana Diirerova soustava (O, n L ), v niZ je zakladni rovina totozna
s rovinou horizontalni g, tedy v = 0. V obraze soustavy splyne zakladnice z s hori-
zontem 4. UvaZme hlavni vertikalu v, = v, nebo libovolnou jinou slabé samodruznou
pfimku @, = a, dané perspektivni kolineace.

Aplikujeme-li na soustavu 'Q-promitani, je stied 0'? svazku primek a incident-
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nich se zakladni rovinou g, jejichz praméty a, v perspektivni priméné n splyvaji
s jejich perspektivnimi priméty a,, totozny sc stfedem promitani O, 'Q-primst
stiedu O do perspektivni primétny je bod O, pro n&jz je HOy = d.

Z toho je patrno, Ze perspektivni priméty viech bodii 4, B, C, ... primky a splyvaji
v jeden a tentyZ bod 4. = B, = C, = ..., prusecik pfimky a s horizontem /. To
plyne té7 z konstrukce perspektivnich prumété bod pomoci spadovych piimek s¢,
pripadné i z nazoru.

Jde skute¢né o degenerovanou projektivitu, jak bylo ve véte feceno.

Roz§t&pime-i perspektivni kolineaci otogenim fady a, o uhel y (90°) do polohy ay .
je prislusny stied perspektivity O* = A(A, . B{B,,....tedy0" = M. = A4, = B, =...
a piimka perspektivity o = a, = a,.

Otogime-li fadu a,, je stfed perspektivity 0° = M, M/ . A, A/, coZ je bod M =
= A/ = B/ = ... a piimka perspektivity 0" = /. Pfimka perspektivity nesplyne
ani s a{, ani s a,, cbd.

Z uvahy dale plyne, Ze mnoZina bodii perspektivity pro viechny dvojice ay. a.;
byi. b, ci, ¢, ... je horizont & splyvajici se zakladnici z, a to je pravé pfimka samo-
druzna x, tedy x = h = z, cbd. Dikaz spravnosti véty obracené je jednoduchy.

2. Jako druha poznamka je odpovéd na otézku,
kdy je stied perspektivity O nevlastni. Tuto od-
povéd dava véta.

Véta 4,13. Jestlize stfed perspektivity je bod ne-
vlastni, pak perspektivni promitdini prFi vlastnim
stFedu O je promitdni identické, tj. kladnd rovina
o splyne s perspektivni primétnou n.

Obr. 68 Diikaz (obr. 68). Necht je dana Diirerova sou-

stava svym obrazem, perspektivni kolineaci, v niZ

jsou samodruzné body, jak bylo ukédzdno vétou 4,1, body zikladnice (slab& samo-

druzné body) a priimét O, stiedu promitani O (silné samodruzny bod). Na ptimce

slabé samodruzné, napi. na a; = a., nemiize byt Zadny dalsi bod samodruzny.

Pro stfed perspektivity O° plati: O* = M{M. . A{A,., pfi emz M, = M, (bod za-
kladnice), OgM, = OgM;{, OyM;{ % OM..

Jestlize je bod O° nevlastni, pak musi platit: M{M | A{A., a proto musi byt
0yA{ = 0,4, ajetedy 4, = A,.

Z toho plyne, Ze dvé projektivni fady bodové na slab& samodruzné piimce maji
tfi samodruzné body a jsou proto vsechny jeji body samodruzné. Z toho jednoduchou
uvahou dale vyplyva, Ze vSechny body roviny jsou samodruzné. Zakladni rovina g
splyva s perspektivni primétnou m a Diirerova soustava degeneruje. Kazda primka
roviny mizZe byt vzata za zakladnici, kazdy bod prostoru nikoli incidentni s ¢ = 7
za stied promitani O a kazdy bod roviny za bod O, (i nevlastni).

Tim je spravnost véty 4,13 dokazana.

Plati té7 véta obracena.
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5. Celuloidové perspektivni pravitko ¢tvercové nebo obdélnikové

Vétou 4,11 byl vysloven dileZity vysledek Fady tivah o poloze piimky perspekti-
vity 0" vzhledem k dvojici pfimek v, = v,, v{. Podle této véty miZeme piedem
zafidit, aby pfimka perspektivity o” naleZela vnittku nebo vngjsku Ghlu obou piimek.

Je-li Diirerova soustava dana svym obrazem (O, = X, z, h), pak prvni pfipad je
nakreslen v obr. 69. druhy pFipad v obr. 70.

0,
-
Y%
_lo, =¥ d
T b I 2
d Z
h H Z_z
z z H n
z rd 4 h d
‘ I | vev
o \ a ‘
oy {
oL ‘
Obr. 69 Obr. 70

MiiZzeme se proto rozhodnout v dalsi praci pro nékterou z poloh pfimky perspekti-
vity a podle toho volit druh Q-promitani v dané Diirerové soustavé. Chceme-li dat
piistroji tvar Ctverce nebo obdélnika podle poznamky na str. 101, pak volime
!Q-promitani. V tom piipadé bude pfistroj zaujimat mensi plochu. UZijme oboji
mozZnosti.

Necht je dana Diirerova soustava svym obrazem (O,, z, h), jak ukazuje obr. 71.
Jde o pripad naznaceny v obr. 69, kdy je aplikovano 'Q-promitani.

Nejdtive sestrojime stfed perspektivity O" ndleZejici hlavni vertikale v, = v,.
prongj: HO® = HZ' = v ve smyslu dovnitf thlu otoeni <v{O4v,. Stiedem perspek-
tivity je urlena primka perspektivity piinaleZejici pfimce v, = v, 0° = 0,0".
Samodruzna pfimka x je incidentni se stfedem perspektivity O' a je kolma k pfimce
perspektivity 0, ¢imZ je stanovena.

Necht je dan pGdorys a narys objektu s podstavou v zakladni roviné g, jehoZ
perspektivu je sestrojit. Perspektivy jednotlivych bodd podstavy sestrojime znaimym
zpiisobem. '

Konstrukce. 1. Upevnime vhodné pravitko, aby jim bylo mozno jednak snadno
otacet kolem bodu O, = X, jednak aby je bylo mozno v kazdé poloze dostateéné
upevnit. Vyznac¢ime na ném piimku perspektivity o', hlavné jeji bod J na hrané NP
(obr. 71).

2. Oto¢ime pldorys 4,B,C;D, objektu v kladném smyslu o dhel y = 90° do
polohy A{B{C{Dy.
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3. P¥i sestrojeni perspektivy 4, bodu A otogime pravitkem, aby jeho hrana vi(a;)
byla incidentni s ototenym pidorysem A; a vedeme rayon podél hrany vy = v,
(a; = a,). Zaroveii vyznacime na ryse bod J ptimky perspektivity 0”(0%).

4. Otocime pravitkem, aby hrana v{(a{) nebo v, = v, (¢, = a,) byla incidentni
s bodem J a vedeme podél ni rayon O,J.

dad, | osc,

Obr. 71

S. Tento rayon protne samodruznou piimku x v bodu O, stiedu perspektivity
slabé samodruzné ptimky a, = a, incidentni s perspektivou 4. Stadi sestrojit pfimku
A{0% ktera uréi na a, hledanou perspektivu 4, bodu A.

Opatiime-li hrany pravitka m&fitky, jak je tomu na obr. 71, miZeme otogit piido-
rys do polohy A3 B{C{Dj zcela jednoduse pomoci pravitka.

Provedeni. Otoc¢ime pravitkem, aby hrana v; = v_ byla incidentni s ptidorysem A,
bodu 4 a ¢teme kétu tohoto plidorysu. Na hrané v] Cteme tutéZ koétu a vyznaéime
na ryse bodem. Tento bod je otogeny piidorys A;. Stejné ucinime s ostatnimi body.

Pii tomto opatieni hran pravitka méfitky neni vSak tfeba rysovat cely otoceny
pldorys, nybrZz oznacovat uvedenym zplsobem jen jeho body. Abychom nemuseli
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otacet padorys 4,B,C,D, do polohy A{B{C Dy, je vyhodné ototit piedem obraz
Diirerovy soustavy do polohy (O, = X, z', I'), jak ukazuje obr. 58. a narysovat
plidorys A{B{C{Dj{ jen jednou v této otolené soustavé. Pomoci pravitka mizeme
pak urcit hned perspektivu A.B.C,D.. MiZeme postupovat i tak, e povaZujeme
pudorys 4, B,C D v soustavé (O, z, h) za otoeny, pti CemZ obdrzime perspektivu
AB.C.D, ototenou o 90” v zaporném smyslu. Pii poloze soustavy dané v obr. 71
by byly bo¢né hrany objektu vodorovné. Pii pouziti tohoto tvaru perspektivniho pra-
vitka mdZeme sestrojit samodruznou primku v a pfimku perspektivity o pomoci
piistroje a pravouhl¢ho rovnoramenného trojuhelnika £FG dostate¢né velkého.
Konstrukce (obr. 71, 72). Oto¢ime pfistrojem
o 180" ze zakladni polohy uvedené v obr. 71 do 9
polohy uvedené v obr. 72. Pfilozime trojihelnik
EFG odvésnou FG k hrané M'Q perspektivniho .
pravitka, aby byla hrana pfepony incidentni se za- -
kladnim bodem Z" a narysujeme podél ni pfimku o ¢
Z'F protinajici horizont /i v bodé 0". Oto¢ime pfi-
strojem, aby jeho hrana OyN byla incidentni s bo-

dem 0°, a narysujeme podél ni pfimku perspekti- N

vity 0. PfiloZime trojuhelnik EFG odvésnou k této S g VA z
hran¢ perspektivniho pravitka, aby vrchol pravého : ¥ \v'

dhlu splyval s bodem 0", narysujeme podél druhé €

odvésny jednu z poloptimek samodruzné p¥imky x a Obr. 72

po odsunuti pravitka ji doplnime.

Vratime-li perspektivni pravitko do polohy v obr. 71, mizZeme vyznacit pfimku
perspektivity 0" na pravitku.

Abychom mohli sestrojit pohodiné napi. perspektivu budovy, a vyznacit na ni
vodorovné primky, je vyhodné opatfit pfistroj ¢tvercovou siti a umistit vhodné
narys budovy, aby byly ¢itelné nebo odsunovatelné vysky jednotlivych jejich bodii.
Je wiGelné vzit v, = v, za zdkladnici pro narys a vyznadit narys h, horizontu h, jak
ukazuje obr. 71. Z predeslého je patrné, 7e tento narys 4, je incidentni se stiedem
perspektivity 0, takZe h, x, o’ naleZi témuZ svazku pfimek.

Chceme-li urcit perspektivu bo¢né hrany CR, kolmé k zakladni rovin¢ v bodu C,
piedteme jeji velikost v narysu pomoci &tvercové sité. V obr. 71 je v = 7. Otofime
piistrojem, aZ se vrchol Cy stane incidentnim s piimkou sité o k6t& 7 na hrané v, =v,,
a vedeme piimku 7; podél hrany pravitka v; = v.. Vzdalenost perspektivy C, od této
primky naméfena na kolmici v je velikost C R, perspektivy bo&né hrany vrcholem C.
Tuto kolmici je tfeba narysovat pomoci pravouhlého trojihelnika.

Velikost perspektivy C.R, je viak moZno uréit pomoci pravitka. Oto¢ime jim, aby
hrana v{ pravitka splynula s rayonem #¢. Kota primky sité rovnob&Zné s v{ incidentni
s perspektivou C, je velikost perspektivy hrany CR. Kétu ¢teme na hrand v, = v,.

Uréeni velikosti perspektiv vySek objektu miZeme zjednodusit. Uginime toto

7 AUPO, sbornik praci
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opatieni: Rozsifime perspektivni pravitko, takze nabude tvaru naznadeného v obr. 73.
Pfitom miZeme ptvodni ¢ast pravitka opatfit jen osnovou pfimek a taktéz &ast novou.
To je vyhoda této nové Gpravy.

Jina vyhoda tohoto tvaru je v tom, Ze nezileZi na poloze piimky perspektivity
vzhledem k uhlu otoleni, nebot je vZdy na pravitku urcitelna. U tohoto tvaru lze
aplikovat kteroukoli Q-projekei.

Abychom mobhli ¢ist velikost vysek bodl nad zakladni rovinou ¢, maZeme u tohoto
tvaru umistit narys dvojim zptsobem, jak ukazuje obr. 73.

Jde-li o perspektivu E, bodu E na hrané vrcholem B podstavy predmétu, tedy
o perspektivu bocné hrany BE, pro jejiZ urceni je pfistroj v obr. 73 postaven, postupu-
jeme takto:

1. Otoéime pfistrojem do zakladni polohy, tj. aby jeho hrana O,R splynula
s hlavni vertikalou, a ¢teme vysku v = 8,3 bodu E.

2. Oto¢ime perspektivnim pravitkem, aZ bude bod B incidentni s pfimkou osnovy
o koté 8,3 hrany Oy R a &teme kétu 6,6 pfimky druhé osnovy incidentni s perspekti-
vou B, bodu B, vyznalené na hran& O M’. Tato kéta udava velikost hledané
perspektivy.

Dalsi vyhoda tohoto pravitka je v tom, ¢ neni nutno rysovat rayon 5 podél
hrany OyR a neni nutno otacet pravitkem, abychom mohli ¢ist velikost perspektivy
hrany, jak bylo nutné u pravitka jednoduchého.

V obr. 73 je vyznadena konstrukce vySky vrcholu ¥V stfe$niho hicbene. ProtoZe
je tato vyska v&tsi neZ vzdalenost O,V (O, naleZi vnittku kruZnice opsané kolem
stiedu ¥ polom&rem ¥,V rovnym vysce stie§niho hfebene), posuneme bod Vi
rovnob&Zné se zakladnici z’ | z do polohy V{'. Pro perspektivu vysky Viv™* = V¥V
plati véta 4,3 prvni kapitoly: Vi Ve = Vi V..

Sestrojime perspektiva V;® a urime znamym zpisobem velikost perspektivy kol-
mice ViV* = v} (obr. 73). (V1 Vil z, OgVi L OgVY, 00 = ViT?).

Abychom mohli v pfipadé potieby pfece narysovat rayon podél hran OyR (v, =
=), OyN'(v]), je tiecba vyfiznout v pravitku podélnou §térbinu OyR, O\N'(¥).
Téz pii rysovani samodruzné piimky x zplsobem, ktery byl naznaden v obr. 71,
je tieba pomocné Stérbiny § ncbo dostatedng velkého trojuhelnika.

V obr. 73 jsou vyznadeny polohy hran pravitka pri uréeni perspektiv jednotlivych
bodii, napi. ¢, = ¢,, o° pfi uréeni perspektivy C, bodu C. Je zde aplikovano ?Q-pro-
mitani a otoceni pdorysu je provedeno ve smyslu zaporném.

V piipad¢ poticby je moZno pravitko rozsifit o dalsi ¢ast.

6. Pravitke Nichol 0 jako jednoduchy perspektograf

Uvazime-li, Ze pti uvedenych konstrukeich pfichdzi stale v avahu invarientni
trojice pfimek v, = v,, vy, 0" naleZici svazku o stfedu O,, miiZzeme uZit trojdilného
Nicholsonova pravitka jako cenné pomiicky k rysovani perspektiv. Dvé z jcho
ramen slouzi jako ramena @hlu otoeni, ktera téZ asto oznatujeme a, = a, ay , tieti
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ma ulohu piimky perspektivity o pFisludici slabé samodruzné piimee a; = a,
Pt jejim roz§tépeni.

Pravitko je nakresleno ve dvou riznych polohach v obr. 74. Tam je téZ schema-
ticky naznadeno nosn¢ zafizeni, aby bylo moZno pristrojem pohybovat ve sméru
vodorovném i svislém a aby jej bylo mozno
umistit kloubem O,, ktery zastupuje stied
perspektivni kolineace, v kterémkoli bodé na-
kresny. Tohoto zafizeni je moZno pouZit

-

i u piedeslych mechanismii.
Zavedeme pojem dostiedéni (centrace) a
ustaveni pristroje.
D
tako
aby osa otaceni ramen prochdzela danym
bodem nakresny a pfitom nepronikala ryso-

troje  budeme  rozumét

edenim - pi

> umisténi piistroje na rysovaci desce,

vacim papirem.

Ustavenim pftistroje  rozumime upevnéni
jeho ramen v konstantni vzajemné poloze tak,
aby jim bylo mozZno pohybovat (otacet, piip.
posunovat) se zachovanim této vzajemné
polohy.

Aby Nicholsonovo pravitko mohlo slouzit

Obr. 74 jako uvedena perspektivni pomiicka, je ticba
nékolika zafizeni. Jsou to:

1. Vhodné spojeni s nosnym zafizenim, aby bylo mozno pravitkem otacet v kloubu
O, = X a posunovat jim a aby byla otaciva jednotliva ramena zvlast.

2. zafizeni, jimZ pfistroj dostfedime v daném bodg.

3. Sroubové zafizeni v hlavici O, = X, jim7 je mozno upevnit ramena v kazdé
jejich vzajemné poloze, tj. ustavovaci zafizeni. Pfipadné

4. zafizeni, jimz by bylo moZno upevnit ramena v hlu dané velikosti.

5. Hrany pravitek, podél kterych bude rysovano, musi prochazet sttedem kloubu O,
jak ukazuji obr. 74, 75.

Necht je dana Diircrova soustava svym obrazem (O, z. /1). Aplikujme pro sklapéni
zakladni roviny do perspektivni primétny 2Q-promitani. Konstrukce perspektivy
poziistava z ¢asteCnych operaci v tomto pofadi:

I. Oto¢ime danou soustavu kolem stiedu O, = X, pro ng&jz plati HO, L h,
HOy = d, o uhel y = 90" do polohy (O,.z',k'). Hlavni vertikila HO, = v, = v,
zaujme polohu H'O, = v{. Nakreslime otogeny pidorys obrazce v poloze A{B{C{D/ .

2. Sestrojime stfed perspektivity, pfimku perspektivity a samodruZnou pfimku x:
HO" = h, HO" = HZ = v (v opaném smyslu k otoleni y), o' = 0,0". x L 0,0",
xe0".
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3. Dostiedime piistroj ve stfedu O, obrazu soustavy, uvedeme jej do zakladni
polohy, aby hrany dvou ramen byly incidentni s hlavnimi vertikalami v, = v, v{,
tieti s pfimkou perspektivity o'

a upevnime ramena, aby zachovavala konstantni
vzajemnou polohu.

4. Cheeme-li sestrojit perspektivu 4, bodu 4, uvolnime zajisfovaci zafizeni a oto-
¢ime piistrojem, aZ piislu§na hrana pravitka v{ bude incidentni s otocenym ptado-
rysem A{ bodu A a narysujeme rayony podél hran pravitek «, = a,, o* (obr. 75).

5. Ototime pravitkem, aby byla nakresna volna a vyznacime pruse¢ik 0= o°. x.
Pfimka 04, vytina na rayonu a. hledanou perspektivu 4, bodu A.

Obr. 75

Pro zjednoduseni konstrukce a kontrolu jeji spravnosti sestrojime ub&zniky U4%,
U*? primek 4B, AD. Uvedeme jedno rameno, napf. v{, do polohy rovnobé#né se
stranou A, D, . resp. A;B; ototného obdélnika a vedeme rayony ry, r, podél hran
obou ramen vy, v,. Jejich priisediky s horizontem jsou hledané tb&zniky. JelikoZ
hrany ototeného obdélnika a obdélnika v plivodni poloze jsou stiidavé se sebou
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rovnobezné: A{B{| A, D,, A(D{|| A;B; podle znamych vét z planimetrie, jsou
ubézniky U*P = r, . h. U= r, . h.

estlize je vrcholem A obdélnika vedena kolmice velikosti vt = AE k zikladni
roviné g, miZeme sestrojit jeji perspektivu znamym zplsobem. Pfi uvedeném tvaru
pravitka neni viak jiné moznosti, ne opsat kruznici polomérem v kolem ototeného

vrcholu A a otodit pravitko tak, aby rameno v{ bylo te¢nou k této kruznici, aby tedy
nabylo polohy t*. Vzdalenost perspektivy A4, bodu A od druhého ramene v, = 1%
pravého whlu je velikost perspektivy vysky v, Proto vedeme rayon f£ podél hrany
v, a stanovime vzdalenost A, — (% = A TP a preneseme na Ak, | z.

Jisté vyhody ma Nicholsonovo pravitko, jehoZ hrany opatiime méfitky s nulovym
bodem ve stiedu Oy, jak ukazuje obr. 76. Zjednoduseni konstrukce spociva téz v tom,
Ze neni ticba rysovat ob& soustavy (0, z, h), (O, 2, k') a oba pidorysy obrazce.

Mgé&jme Diirerovu soustavu danou jejim obrazem (Qg, z, h) a pidorys obdélnika,
jehoz perspektivu vzhledem k vodorovné zakladnici chceme ziskat. Narysujme za-
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kladnici z' a horizont &' ve svislé poloze, jak je u¢ing€no v obr. 77, a povazujme je
za otoené v zaporném smyslu.

Pomoci Nicholsonova pravitka obdrzime perspektivu v zakladni poloze bez
zékladnice a horizontu (v obr. 76 jsou zakladnice z a horizont i narysovany). Postup
je tento:

1. Piedng je nutno pfistroj dostfedit a ustavit. Ustaveni provedeme takto: Naneseme
na horizont 4’ od hlavniho bodu H’ kladnym smérem otdéeni (aplikovano 2Q-promi-
tani) vysku stfedu O zobrazeni, H'O" = v, timZ obdriime stfed perspektivity O
nalezejici hlavni vertikdle. JeZto je v Diirerové soustavé aplikovino 2Q-promitani,
nalezi bod 0" i pfimka perspektivity o' vnitiku Ghlu otodeni <Cv{Ogv,. PoloZime
pravitko v; = v, na hlavni vertikalu otocené soustavy (vpravo), pravitko v{ k nému
kolmo (dolt) a pravitko o” tak, aby jeho hrana prochazela bodem 0. V této poloze
pravitko ustavime. Piedteme kotu bodu O na pravitku o (v obr. 77 je kéta 15,4,
pravitko je oznaeno ry{, jednotka je 1.75 mm).

2. Otocime pFistrojem, aby pravitko v} pfi§lo na misto pravitka v, = v, (do hlavni
vertikaly). Kota 15,4 pravitka o° v této poloze udava bod 0" samodruné primky x,
ktera je kolma k hrang tohoto pravitka. Narysujeme podél ni rayon r, a sestrojime
xLlry, xe0"

Diikaz spravnosti konstrukce ply-
ne ze shodnosti figur, napf.vobr. 75.

3. Sestrojime ub&zniky obou sméri
stran rovnobéznika ABCD. Oto&ime
pristrojem aby hrana pravitka v{ byla
rovnob¢Zna se stranou A, D, rovno-
béZnika a éteme kotu prasesiku U4
hrany tohoto pravitka s horizontem
k' (vobr. 77 kéta 19,6). Vytkneme na
hran€ druhého pravitka vy = v_bod
téZe koty a oznadime jej na ryse
jako bod U*P, ub&snik strany AD
v hledané perspektivé.

Otocime dale pristrojem, aby hra-
na pravitka vy prochazela pravé ur-
enym ub&Znikem U4P, teme na Obr. 77
tomto pravitku kétu 23,0 priseciku
U jeho strany s horizontem /. Vytkneme tutéZ kotu na pravitku v, = v, a ozna-
&ime na ryse tento bod U4%, ub&nik sm&ru 4B. V obr. 76 je tento ub&nik oznaten
UP, jeho kota je 18.

Dukaz spravnosti a) prvniho tvrzeni.

Soustava (0, z', h') povaZujeme za otocenou, plivodni soustava neni narysovana
(obr. 77 ve srovnani s obr. 76). ’
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Plati:
OUM NAB].  O,U"™ I A[D/,

kde U4 04" jsou ubgzniky smért AB. AD na horizontu k'

Dile plati:
COUMYH = A0 UM H (usu).
z ¢ehoZ plyne:
0,U*" = 0,U"", OH' |l h, OgH' = d
Té7 plati:
0 U L OU 1 AID]. O U A[B/I14,D,. cbd.

(A, D, jc strana obdélnika v pivodni poloze).
Ditkaz spravnosti b) druhého tvrzeni:

Plati:
Ut = 0,U" K,
O ,H' U =~ 1 0,HUA? (usu),
z ¢ehoz plyne:
OOUAU' _ 00L,AB
Dale plati:
O,UA" 1 OJU* | A{B] . O U A{D]|| A,B, . cbd.

4. Sestrojime perspektivu A, bodu A (obr. 76). Oto&ime pfistrojem, aby hrana
pravitka ©, byla incidentni s vrcholem A{ piidorysu obrazce, vedeme rayon r*
podél hrany pravitka v, a vyznatime prasecik hrany pravitka o* se samodruZnou
pfimkou x, 0= o". . Perspektiva A, je: A, = r*. 0"4]

Perspektivy kolmic k zakladni roviné ¢ v jejich bodech sestrojime jako dfive.

V obr. 77 jsou piimky v, = v, v{ tvofici pary opatieny oblougky opsanymi kolem
stiedu Q.

Z uvedenych uvah a konstrukei je patrné, Ze v strojnych ulohach se opakuje fada
zakladnich operaci a zakladnich uloh tak, jak je tomu vibec pfi feSeni strojnych
uloh v deskriptivni geometrii. Viimneme-li si této skuteénosti, miZeme n&které
tyto ulohy formulovat a vyslovit vétu.

Véta 6,1. Nékteré zdkladni wilohy pFi konstrukci perspektiv obrazcii incidentnich
se zdkladni rovinou ¢ Diirerovy soustavy se daji provddét pomoci dvojdilného pravitka
prostého, nebo opatieného méfitky s nulovym bodem v jeho kloubu, nebo opatfeného
posuvnymi ortogondlnimi méritky. — Jsou to napf. ulohy:

1. Sestrojit perspektivu piimky incidentni se zakladni rovinou dané Diirerovy
soustavy. .

2. Uloha obracena, sestrojit primku roviny ¢ z jeji perspektivy.

3. Sestrojit perspektivu usecky na dan¢ pfimcee incidentni se zakladni rovinou g.

4. Uloha obracena, sestrojit skutenou velikost tsecky.
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5. Nanést na danou polopfimku tseCku dané velikosti.

6. Rozdé¢lit danou tsecku na n stejnych dili.

7. Vzty<it nebo spustit v zakladni roving kolmici k dané piimce.

8. Sestrojit skutecnou velikost uhlu rtiznobéZek leZicich v zakladni roviné danych
perspektivami.

Ditkaz spravnosti tvrzeni provedeme, uskuteénime-li tyto konstrukce.

Uloha 1. Necht je ddna Diirerova soustava svpm obrazem (O, z'. h') jako v obr. 76.
PovaZujeme ji opét za otoéenou v zdporném smyslu o vhel y = 90°. Budi? ddna primka
svpm piidorysem ai. Je sestrojit jeji perspektiou v obvyklé poloze soustavy.

Konstrukce. Na zakladé axiomu o urcenosti piimky dvéma body od sebe riznymi
a na zakladé véty o zachovani incidence pii promitani sestrojime perspektivy dvou
jejich riiznych bodii. Vyhodné je pouZit stopniku Z¢ ptimky @ a nevlastniho jejiho
bodu U (obr. 78).

a) Sestrojeni perspektivity stop-
niku Z° primky a:

2) Z=a).z.

f) Sestrojime pfimku O,Z", ve-
deme k ni sttedem O, kolmici a ur-
¢ime bod Z% = Z{ s ni incidentni,

002 = 0,2°.

Duakaz spravnosti. Stopnik Z¢
piimky a incidentni se zakladni ro-
vinou ¢ je jej spoleny bod se za-
kladnici z, je to tedy jeji samodruzny
bod. Pii otoleni soustavy ¢, do po-
lohy ¢/ prejde bod Z“ v bod Z% =

a; . z'.

AL AR NN

Plati tedy:
002" = 0,27, 0,2° 1 0,Z%, cbd.

b) Konstrukce ubézniku U pFimky a.
Sestrojime rovnob&zku O, U{, s pfimkou a; a incidentni se sttedem O, vytkneme
jeji prisetik US' s horizontem /' a vedeme stiedem O, k p¥imee O U’ kolmici O,UZ

O,Us L 0,UY .
Na této kolmici uréime bod U tak, aby bylo
0,V = 0,UY,

U? je hledany ub&inik pfimky a.
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Diikaz. Ubgznik UZ piimky a incidentni se zdkladni rovinou je bod horizontu

Jelikoz GbtZnik U? a Gb&Zny bod Uf,, jsou v kolineaci o sttedu O, piifazené body,

- leZi oba na téZe slab& samodruzné pfimece OyU¢| a;. Po otodeni pfimky a; o ahel

y = 90" do polohy aj piejde bod Uf, pfimky a, v bod U{,, pfimky af a af L a,.
Ze plati 0,U* = 0,U, bylo dfive dokazano (0,U" |a, U = O U . ).

K sestrojeni perspektivity a, pfimky «a staci dvojdilné pravitko opatfené méfitky,
jak je naznaCeno v obr. 79. Ramena oznagime v, = v,, v, jako hlavni vertikalu po
jejim rozitépeni. Pfistroj dostiedime v bodu O, a ustavime v zakladni poloze:
vy = UgH', v, = v, L OyH' (vzhiiru). Oto&ime pristrojem, aZ se hrana pravitka o,
stanc incidentni sc stopnikem Z* = ay . 2’ a &teme kotu tohoto bodu Z* hrany vy
(v obr. 79 je to kéta 10,0). Vyhledame na rameni v, = v, tuto kétu a oznadime bod
na rysu. Je to hledany stopnik Z°.

Podruhé oto¢ime pravitkem, aZ se hrana ramene v, stane rovnob&Znou s otoSenou
pfimkou ay, ur¢ime spole¢ny bod této hrany s horizontem k' a &teme jeho kotu
(v obr. 79 kétu 18,3). Vyhledame na rameni v; = v, bod o téZe koté 18,3 a vyznacime
jej na rysu. Podle konstrukee, jejiz spravnost byla dfive prokéazana, je to ub&znik U;
pfimky a. Perspektiva pfimky « je pak dana:

a, = 7°U°.
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Je ziejmé, Ze perspektivu piimky a € ¢ sestrojime pomoci dvou otoceni pfistroje
a dvou parli odedteni kot za predpokladu, Ze je narysovana piimka O,U;" |la;
incidentni se stfedem Q. Plati nasledujici véta.

Véta 6,2. Perspektivu dalsi pFimky incidentni se zdkladni rovinou mizeme sestrojit
pomoci dvou otoleni (nastaveni) pFistroje a jednoho pdru odecteni. Perspektivu
primky treti a dal$i uZ jen pomoci dvou otoceni pristroje.

Ditkaz (obr. 80). Necht je dana pfimka p e ¢ Diirerovy soustavy a je scstrojena
jeji perspektiva p, pomoci jejiho stopniku Z” a ub&zniku U/, jak bylo u¢inéno v obr. 78.
Necht je dale dana piimka g oto¢enym ptdorysem
g1 (obr. 80). Jeji dva body vhodné pro konstrukci
jeji perspektivy g. jsou stopnik Z? a jeji spole¢ny
bod R s ptimkou p:

Z8=2Z  0,Z'=0,2", R =p.gi.

Perspektiva stopniku Z7 je sestrojena pomoci oto-
Ceni a paru odecCteni kot, kdeZto perspektiva R,
priseciku R je na zakladé véty o zachovani inci-
dence pfi promitani sestrojena pomoci jednoho
otoCeni pfistroje.

Perspektiva dalsi pfimky ¢, ktera je dana obéma
svymi priiseSiky s piimkami p, g (T=p.t, Q = g.1), je urena jen dvéma oto-
Cenimi (nastavenimi) pfistroje.

Stejné je tomu pfi konstrukei dalsi piimky, cbd.

Uloha 2. a) Je sestrojit pidorys p, piimky p e g, je-li ddna jeji perspektiva p,
stopnikem Z" a ubéznikem U”.

Regeni této wlohy vyplyva z Feseni tlohy 1. Pedné je patrné, Ze plati tato véta.

Véta 6,3. Diirerova soustava je ddna stiedem O, a perspektivou p, pFimky p € o,
p. = ZPUL.

Ditkaz. Necht je dan stfed O, a perspektiva p. = Z"U! pfimky p. (obr. 81).
Podle feseni ulohy la) je

0,27 = 0yZ",  0uZ° L 0,Z"".

Zakladnice z () je incidentni se stopnikem Z? (Z*’) a ma znamou polohu. Dale plati:

0,U” = 0,U",  O,U” L O,UL.

Horizont /' je incidentni s ub&Znici U!" a je rovnob&Zny se zakladnici z'.
Tim je dana Diirerova soustava, cbd.
Lze dokéazat, Ze tato véta je specialni piipad obecngjsi véty.
Véta 6,4. Diirerova soustava je ddna stiedem O, a dvéma pdry pfifazenych bodi:
A,,A: B, B.
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Dukaz. Necht je dan stied O, a uvedené body (obr. 82). Primka 4B, = p. je
perspektiva piimky p = AB, p, = A, B, je jeji pudorys. Bod s obéma incidentni
je stopnik Z” pfimky p, s nimZ je incidentni zikladnice z, jejiz poloha je zndma.
Ubéznik UP pFimky p. s nimz je incidentni horizont A, je dan vztahy:

o U!| py, Ulep.: cbd.

Obr. 81 Obr. 82

V obr. 82 jsou sestrojeny priiméty i v otoCeni a pomoci nich jeou urceny Z” a U?.

Jestlize je pfimka p dana stopnikem Z” a Gb&znikem U?, jsou tim dany dva pary
piifazenych bodi, Z7 = 77 U? - U?.

Konstrukce pomoci perspektivniho dvojdilného pravitka opatfeného méfitky
(obr. 81).

1. Oto¢ime pravitkem, aby hrana ramene v; = v, byla incidentni s perspektivou
7" a vedeme podél hrany ramene vy rayon. Piecteme kotu perspektivy Z” a vytkneme
tutéz kotu na pravitku v{ a nazna€ime na papife rysu bod, stopnik Z°.

2. Totéz u€inime pro ubéznik U’ a oznacime bod, ubéznik U!.

3. Sestrojime svislou pfimku, zakladnici z" incidentni se stopnikem Z”" a horizont 4’
incidentni s ubéznikem U?'.

4. Pomoci nékterého ramene pravitka sestrojime pfimku O,U!" urlujici smér
otoceného piidorysu py. ktery je incidentni se stopnikem Z”'. Je¢ tedy urlen takto:
pieZ, piiiOzUY.

b) Je sestrojit otoCeny pldorys p; primky p. je-li dana jeji perspektiva p. dvéma
body A4,. B,.

Jak je znamo ze zaklada perspektivniho promitani, nejsou svymi priméty uvedené
body uréeny. Bude tomu tak teprve tehdy, budou-li dany jejich nositelky. Musi byt
tedy dana Diirerova soustava tak, jak je tomu v obr. 83. Je dana opét v otofené
poloze (O, z', I'). B

Perspektiva p. = A.B. uréuje na zakladnici =z

stopnik Z"" piimky p, s kterym
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je incidentni jeji padorys p;. na horizontu 4" urCuje jeji ubéznik U". Pro otoceny
pidorys plati, jak bylo diive uvedeno, py | O,U”".

Konstrukce. Postavime perspektivni pravitko jako pfi feseni ulohy a) a urcime
obg oto&ené perspektivy A., B udavajici otogenou perspektivu p. = A/B.. Ta vytind
na zakladnici z’ stopnik Z”, na ho-
rizontu A’ ub&nik U

PoloZime hranu nékterého pra-
vitka ubéznikem U a sestrojime
pfimku O,U!". Rovnobézka stop-
nikem Z”" je hledany otofeny pil-
dorys p{ pfimky p.

Reseni obou uloh uvedenych
vyZzaduje sestrojeni rovnobézky s da-
nou pfimkou O, U, incidentni s da-
nym bodem Z”. I tuto &ast ukolu

Obr. 83 Obr. 84

viak lze mechanisovat pfipojenim pomocného pravitka 'P posuvného po rameni
vy = v, (obr. 84).

V tomto obraze je naznadeno sestrojeni otodeného pidorysu py || O,U?". Pfistroj
postavime tak, aby hrana pravitka v, byla incidentni s ub&nikem U?’, posuneme
pravitkem 'P, a7 se jeho hrana stane incidentni se stopnikem Z*’, a narysujeme podél
této hrany otoleny piidorys py .

V obr. 85 je naznaceno sestrojeni samodruzné piimky x pomoci posuvného pra-
vitka 'P pfi otoeni y = 90°.

1 pti konstrukci perspektivy p.(a.) primky p(a) uZijeme tohoto dvojdilného perspek-
tivniho pravitka s posuynymi pravitkem 'P (obr. 84). Postavime pfistroj tak, aby
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hrana pravitka ' P splynula s otoenym ptdorysem pi(a;). Hrana pravitka v{ udava
na horizontu i’ ototeny ub&Znik U? piimky p. Druhé pravitko v, = v, uréuje
ubéznik U? podle vztahu O,U! = O,U?L.

Uloha 3. Je sestrojit perspektivu tisecky AB incidentni se zdkladni rovinou g.

Pii Teseni této ulohy je tfeba nejprve sestrojit perspektivu 4.8, nositelky této
useCky. primky AB, podle feSeni ulohy 1 (obr. 78). Perspektivu A B, usccky AB
sestrojime pomoci prostého dvojdil-
n¢ho perspektivniho pravitka. Po-
stavime pravitko tak, aby hrana ra-
mene vy byla incidentni s pidorysem
A%, resp. B{ krajnich bod& pido-
rysu useCky a vyznacime na hrané
druhého ramenc jejich perspektivu
A,. resp. B..

V obr. 78 jc sestrojen stfed S
usecky AB a ckvidistantni body B,
1, 2, 3, ... Primky oznacujici vza-
jemnou polohu pravitek pfi kon-
strukei jsou opatifeny obloucky se
stfedem O, .

Uloha 4. Je sestrojit skutecnou ve-
likost usecky AB incidentni se zd-
kladni rovinou g urcené perspektivnim
priimétem A_B, (obr. 78, 86).

Nositelka tusctky, piimka AB, je
uréena podle tlohy 2 rliznym zpii-

i sobem. Sestrojime-li otoceny pado-

o Obr. 85 rys A By této nositelky, uréime sku-

te¢nou velikost AyB{ tsetky AB

dvojim nastavenim pravitka. Pritom je hrana ramene v, = v, incidentni s perspek-

tivou A, resp. B,, hrana ramene vi udava na pj krajni body A}, resp. B{ skutené
velikosti usecky AB.

Je tfeba pfipomcnout, Ze oba krajni body perspektivy A B, Gse¢ky AB by mohly
byt piipadné oddélovany ub&znikem UL JelikoZ je ubéznik UL perspektiva nevlastniho
bodu U?, je tieba udat perspcktivy 4., B, obou bodii 4, B na téZe polopiimee
urdené na ptimee p, jejim ub&nikem UL,

V obr. 86 je sestrojen otodeny pidorys ¢, piimky ¢ a jeji usctky SO. kde S je stied
use¢ky ABap.Lg..

Uleha 5. Je ddn obraz Diirerovy soustavy (O, £', ') v otocent. Jeji zdkladni rovina
obsahuje primku a danou pidorysem ay a bod Ay e a\ . Je nanést v perspektivé na polo-
pFimku Bl pocinajic jejim krajnim bodem B iisecku dané velikosti (obr. 78).
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MiiZeme pripadné Zadat konstrukei ekvidistantnich bodd B, 1, 2, 3, ... na pfimce a.
Tato uloha je v podstaté uloha 3. Je proveditelna prostym dvojdilnym perspektiv-
nim pravitkem jednoduse, pouhym otaenim piistroje. Reseni poziistava ze ti Casti.

a) Sestrojeni perspektivy 4.B, pfimky 4B podle dlohy 1.

b) Naneseni dané se¢ky 4B na poloptimku 4Z¢, piipadné uréeni ekvidistantnich
bodd B, 1, 2, 3, ... na pidorysu d}
primky a pocinajic bodem B.

¢) Uréeni perspektiv B, /., 2.
3., ... téchto bodl. Provedemc to
tim, Ze otacime piistrojem, az sc
hrana ramene o) stane incidentni
po tadé s body B, 1, 2,3, ... a ur-
¢ime v prisecicich hrany ramene
v, = v, s perspektivou . piimky ¢
perspektivy hledanych bodi B,. /.,
2,5 30y e

Uloha 6. Podobné iesime tilohu 6,
v niZ mdme rozdélit usecku AB in-

cidentni se zdkladni rovinou ¢ danou
perspektivnim primétem A.B, na n
stejnych dilii.

V obraze soustavy (O, z, h)
sestrojime podle ulohy 2 otoceny
piidorys 41B, ptimky AB a rozdg-
lime A} B{ na n stejnych dila. Jako
v uloze 5 sestrojime perspektivy jed- ' f\
notlivych délicich bodi.

V obr. 78 je sestrojena perspek-
tiva stfedu S usecky AB.

Uloha 7. Vztycit nebo spustit = daného bodu kolmici k dané piimee, jsou-li obé
incidentni se zdkladni rovinou.

Regeni tlohy poziistava z dvoji aplikace tlohy 1 piipadné i ulohy 2.

Uloha 8. Urcit skutecnou velikost tihlu riznobézek p, q incidentnich se zdkladni
rovinou @ a danych perspektivami p,, q,.

Reseni tlohy pozistava z dvoji aplikace feseni ulohy 2 (obr. 86).

Uloha 9. Sestrojit perspektivu visecky dané velikosti kolmé k zdkladni roviné g
v daném jejim bodé.

Reseni jiz bylo popsano na str. 108. Bylo provedeno pomoci dvojdilného perspek-
tivniho pravitka a dalsimi zpisoby, které byly uvedeny dfive u rGznych druhd
perspektivnich piistroji.

Nicholsonovo pravitko neni dost vyhodné pro konstrukei perspektiv kolmic

Obr. 86
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k zakladni roviné o. Pfi konstrukei je nutno stfidat rizné nastroje, napi. kruZitko
s trojahclnikovymi pravitky a s piistrojem samym, a tim se stava konstrukce zdlouha-
vou a namihavou. :

Je moZno navrhnout uziti pomocnych pravitek P,. P, posuvnych po ramenech
P, 2P dvojdilného pravitka a opatfenyct itky s nulovym bodem na hranach ramen
{obr. 87). Prvni pravitko Py slouZi k takovému postaveni pFistroje, aby hrana pravitka

Obr. 87

1P = v} byla vzdalena od oto¢eného piidorysu uvazovaného bodu incidentniho se za-
kladni rovinou ¢ o velikost dané kolmice vztycené v tomto bodé k zakladni roving.
Pritom vzdalenost perspektivy uvazovaného bodu od dguhého ramene 2P = v, = v,
pravothlého pravitka udava velikost perspektivy této vysky, kterd se méfi na pra-
vitku druhém P, . .

Konstrukce velikosti perspektivy kolmice AE vztyéené v bodé A k zakladni roviné
se provede takto:
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1. Pravitko dobfe dostfedime a zajistime, aby vzajemna poloha ramen byla pevna.
Ototime pifstrojem a posuneme pravitkem P; tak, aby jeho kota shodné s velikosti
vy¥ky bodu E na hrang vztylené v bodé A splynula s pidorysem A3 bodu 4. Tim
prejde rameno 'P do polohy %, rameno P do polohy t* a posuvné pravitko P, do
polohy v*.

2. Posuneme pravitkem P, tak, aby se jeho hrana stala incidentni s perspektivou A,
bodu 4. Tim piejde pravitko P, do polohy v a kéta bodu A, uréuje velikost perspek-
tivy seCky AE na kolmici vztyCené v bodé A k zakladni roving p.

V obr. 87 je velikost bo¢né hrany zobrazovaného kvadru AE = 7,7, velikost jeji
perspektivy 4 E. = 7,0. Perspektivni pravitko je v tomto obraze umisténo téZ v poloze
uréujici velikost perspektivy boéné hrany CQ kolmé k zékladni roviné v bodé C.
Velikost bo¢né hrany je tataz, velikost jeji perspektivy C.Q. je 6,3.

Z t&chto konstrukei velikosti perspektiv bo¢nych hran objektu je vidét, Ze na
jednom z pravitek éteme koty uvniti pravého tthlu obou ramen dvojdilénho pravitka,
na druhém pak vné tohoto thlu nebo obracené. Proto si nemohou pravitka navzijem
prekazet. Pro pfipad potieby odgitani kot pravitek P, . P, na riznych stranach ramen
piistroje je moZno zhotovit ob& pravitka jako pravitka ptekladna.

7. Celuloidovy perspektograf tvaru polokruhu

S perspektivnim pravitkem, o némZ bylo pojednano v §2, souvisi perspektograf
znazornény v obr. 88, konstruovany pii aplikaci 'Q-promitani v Diirerové soustavé
dané obrazem (O, z, h). Ma n&které vyhody, napf. tu, Ze jim lze otadet obrazec
incidentni se zdkladni rovinou g, perspektivy kolmic k zakladni roviné je moZno
rysovat jednoduse atd.

Pravitko je celuloidova deska tvaru polokruhu vyztuZena ve stiedu Oy = X
a opatiena Gizkym vyfezem § podél ptimky v, = v,, ktera d&li desku na dva &tvrtkruhy,
O,GF, O,EG. Ob¢ &asti jsou opatfeny osnovou piimek / ve sméru hrany O,F.
Cislovani pfimek osnovy je udano na hrané v, = v,. Cast O4EG je opatiena orto-
gonalni osnovou primek /7, jejichZ &islovani je udano na hrané OyE.

V obr. 88 je sestrojena perspektiva krychle s podstavou 4 BCD v zakladni roving g.
Konstrukei rozdélime na pét ¢asti:

1. Provedeme dostiedéni piistroje.

2. Ur¢ime piimku perspektivity o' na pravitku a samodruznou piimku x na

rysovacim papiru.

3. Sestrojime ototeny piidorys Ay B{CyD{ podstavy ABCD.

4. Sestrojime jeji perspektivu 4_B,C.D,.

5. Uréime perspektivy boénych hran kolmych k zéikladni roving o.

Provedeni.

1. Jako diive.

2. Piimku perspektivity 0" a samodruZnou pfimku x sestrojime takto: Uréime
na papife rysu stied perspektivity 0*, HO" = HZ*= v. Jelikoz je v dané Diirerové
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soustave aplikovano 'Q-promitani. nileZi stfed perspektivity O° piislusny hlavni
vertikale podle véty 4,11 vnitiku Ghlu <o} Ogv,. Proto naneseme vysku stiedu zobra-
zeni v = HZ" od hlavniho bodu A v kladném smyslu horizontu A. Oto¢ime pravitkem
tak, aby jeho hrana r, = v, splynula s hlavni vertikdlou OyH tého? pojmenovani
a vyznaCime na pravitku piimku perspektivity o= 0,0'. Abychom sestrojili
samodruznou piimku x na papife rysu, oto¢ime piistrojem tak, aby jeho hrana

XXX SIS
R SEIERES
ORI XX XK o
LRI
Obr. 88

vy = v, byla incidentni se stfedem perspektivity O°. Vytknéme piimku soustavy 7
incidentni se stfedem perspektivity O” a vyznacime jeji body na kruhové hrané pra-
vitka vlevo i vpravo. Odsuneme pravitko a spojime oba body samodruZnou piim-
kou x.

V piipadg, Ze je i ¢tvrtkruh O,GF opatien osnovou /1, neni tfeba nanaset vysku
stfedu zobrazeni na horizont, v = HO". Pomoci méfitek na hranach vj, v, = v,
je mozZno vyznacit hned na pravitku stfed perspektivity O" a taktéZ pfimku perspek-
tivity o,
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3. Otoceny pldorys A} B{C{D{ miizeme sestrojit bud z pidorysu 4, 8,C, D, nebo
piimo v ototené poloze s ohledem na otofenou zakladnici z' a horizont A’, pro které
plati: z' [ L z|lh, 02" = 042", O,11' = OyH, jak tomu bylo v fad¢ dfive uvede-
nych ryst.

V prvnim piipad¢ otofime pravitkem tak, aby s¢ hrana v, stala incidentni s piado-
rysem A, bodu A a &teme jeho kotu na méfitku této hrany, Narysujeme pfimku podél
hrany v, = v, v §térbin& § a vyznalime na ni bod A} téhoZ Cteni na hrand v, = v,.
To udinime se viemi vrcholy pidorysu 4,B,C,D,.

4. Sestrojime znaimym zpiisobem perspektivy 4., B, C,, D, ... jednotlivych bod
podstavy, a to u kazdého bodu dvojim nastavenim piistroje, vedenim dvou rayoni
a sestrojenim pfimky dané dvéma body.

5. Perspektivu vysky AE L g sestrojime, jak je znamo z piedeslych uvah, takto:

Oto¢ime pravitkem tak, aby bod A} byl incidentni s piimkou osnovy I o kot
rovné skutecné¢ velikosti use¢ky AE. Koéta pfimky osnovy /I incidentni s perspek-
tivou 4, bodu A fesi ukol, tj. udava velikost perspektivy hrany AE.

V obr. 88 je piistroj naznacen v poloze urtujici pravé perspektivu A.E, kolmice

AE = ¢* k zakladni roviné g, AE == 5. AE, = 6,4.

1V. POZNAMKY K MECHANICKYM KONSTRUKCIM
ROVNOBEZNYCH PROJEKCI

1. Pravouhla afinni pravitka

Z deskriptivni geometrie je znamo, Ze zobrazeni zikladni roviny ¢ do perspektivni
priimétny metodou stfedového promitani neni bez vyjimek, jsou-li ob& roviny euklei-
dovské. Tyto vyjimky je moZno odstranit rozsifenim obou rovin i celého prostoru
na roviny, resp. prostor projektivni (rozsifeny eukleidovsky prostor) zavedenim
nevlastnich prvki, rovnocennych s prvky vlastnimi.

Po tomto opatieni je mozZno uvaZovat Diirerovu soustavu perspektivniho promi-
tani, je-li

a) stied O, bod nevlastni,

b) zdkladnice z ,, primka nevlastni.

Oba pfipady byly uvaZovany v ¢lanku [7]. Bylo tam pojedndno

a) o rovnobéziném promitani,

b) o homotetii
a byly uvedeny né&které mechanické pomicky navrZené na zakladd roz§tépeni afinity
a homotetie. Bylo uvedeno celkem sedm p¥ipadd rovnob&Zného promitani v Diirerové
soustavé. V &tyfech piipadech zobrazeni degeneruje, v ostatnich tfech pfipadech je
regularni a ma vyznam v technické praxi. Tyto pfipady nastanou, je-li smér promitani,
kolmy k zakladnici, rovnob&Zny s nékterou rovinou soumérnosti @, kolmy k zaklad-
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nici nikoli rovnob&iny s rovinou w a koneéné nema-li Zadnou z uvedenych Sesti
poloh.

Aby vynikla souvislost rovnobéZnych projekci s projekci perspektivni, budeme
i v Diirerové soustavé rovnobé&zného promitani mluvit o perspektivé 4, bodu 4 apod.

I v pfipadé Diirerovy soustavy rovnob&zného promitdni miiZeme zavést pojmy
znamé z perspektivniho promitani. Je to predn& pojem Q-promitdni, kosouhlého
vzhledem k zakladni roviné ¢ a perspektivni primétn& = a ortogonalniho k jejich
roviné soumérnosti a nahrazujiciho sklopeni zikladni roviny kolem zéakladnice
do primétny 7. Da se dokazat, Ze plati Stevinova véta, podle které je mezi Q-primétem
zakladni roviny ¢ do perspektivni primétny a perspektivou zakladni roviny perspek-
tivné kolinearni vztah o nevlastnim stiedu 0y, (Q-pramét sttedu O, do perspektivni
primétny n). Je to zndmy vztah perspektivné afinni. Lze ukazat, Ze tento vztah je
ekvivalentni Diirerové soustavé rovnobézného promitani.

Lze dale ukazat, Ze je mozno zavést dalsi pojmy, jako je pojem rozstépeni obrazu
Diirerovy soustavy (perspektivni afinity s osou v zakladnici z) otodenim nékterého
z rovinnych poli ¢,, ¢, kolem stiedu O, . Toto otodeni pfechazi v uvazované Diire-
rové soustavé v posuvnosti libovolné velikosti podél zakladnice z a je urdeno rozsté-
penim vytéené slabé samodruiné piimky a, = a, dané perspektivni afinity. Pfi
tomto rozitépeni plati zakladni véta obdobna vété 2,3 v pojednani [7] o perspektivnosti
bodovych fad na piimkéch a., a (resp. a,, a.). Mluvi se v ni téZ o stFedu jejich perspek-
tivity O* a o pFimce perspektivity o° pfifazenych slabé samodruzné pfimee ¢, = a,,
a o samodruzné primce splyvajici se zakladnici z. Dale je uveden pojem invariantni
trojice primek a,, ay, o°, atd.

Jako prvni je v pojednani [7] uvazovana Diirerova soustava, v niz je smér promitani
kolmy k zakladnici z a rovnob&Zny s rovinou soumérnosti ', *m. Je ukazano, Ze
jeji obraz je identita ncbo ortogonalni osovd soumérnost, je-li aplikovano 'Q-promi-
tani, resp. Q-promitani. Je sestrojena perspektiva A.B.C, ... obrazce ABC ...
incidentniho sc zakladni rovinou g, tj. obraz A B,.C, ... soumérné¢ poloZeného
k obrazeu A, B,C, ... podie zakladnice z. Na zakladé této konsirukce, ktera je spe-
cidlnim piipadem Fresnayovy konstrukee perspektiv, je navrzen jednoduchy symetro-
graf. Jeho konstrukce je patrna z obr. 9 ¢lanku [7].

Pti konstrukei perspektivy A.B.C. ... obrazce ABC ... incidentniho se zakladni
rovinou ¢ daného jeho 'Q-primétem A4, B,C, ... sestrojime perspektivy jeho vrchold.
Je-li tedy sestrojit napf. perspektiva C., bodu C, po¢iname si takto: . Posuneme
tQ-pramét (padorys) 4,B,C, ... obrazce o dany vektor p do polohy A;B{C; ...

2. Posuneme pravitkem po zakladnici z tak, aby hrana 'P’(¢{) se stala incidentni
s bodem Cj a narysujeme podél hrany 'P (¢, = c¢,) pfimku a ozna&ime stfed perspek-
tivity 0 = P’ . z.

3. Odsuneme pfistroj a narysujeme ptimku C;O°, ktera uruje na ¢, = ¢, hledanou
perspektivu C, = (¢; = ¢,). C{O°. ’

V piipadé, Ze jsou dolni ¢asti pravitek opatieny méfitky, jak je nakresleno v obr. 9
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[7], neni tieba posunovat obrazec A,B,C, ... do polohy AiB{Cy ... Postup pfi
rysovani perspektivy C, bodu C je tento:

I. Postavime pfistroj tak, aby jeho hrana 'P byla incidentni s pidorysem C,.

2. Vedeme rayon podél hrany 'P = ¢, pfedteme kotu bodu C; a oznatime na
hrang pravitka 'P’ bod C{ té7e kéty (v obr. 9 [7] je to kéta 4,9) a oznadime na zaklad-
nici z = x stfed perspektivity O° = o°. z.

3. Odsuneme pravitko a narysujeme pfimku C{O°, kterd urfuje na rayonu c,
perspektivu C, bodu C.

Plati M,C, = M,C..

JestliZe je aplikovano 2Q-promitani pfi téZe poloze stiedu O, pak jsou ob& rovinné
soustavy gy, ¢ totoZné. Stfed perspcktivity O° prisludny slabé samodruzné piimce
a; = a, je nevlastni bod zdkladnice, piislusna p¥imka perspektivity o je nevlastni
pfimka roviny identity, samodruzna piimka x pfechazi v nevlastni bod zaklad-
nice z.

Jako Sesta je v pojednani [7] uvaZovana Diirerova soustava, v niZ je smér promitani
kolmy k zakladnici, nikoli vSak rovnobézny s nékterou rovinou soumeérnosti w.
Jeji obraz je ortogonalni afinita o ose v zakladnici z charakteristiky kladné nebo
zaporné podle aplikované Q-projekce.

Na zakladé vlastnosti této ortogonalni afinity a pomoci dfive zavedenych pojmi
miiZzeme sestrojit perspektivu A B.C, ... obrazce 4BC ... incidentniho se zakladni
rovinou g, tj. miZeme sestrojit obraz ortogonalné afinni k jeho primétu 4,B,C, ...
do perspektivni primétny n. Konstrukce je v ¢lanku [7] provedena (obr. 12).

V téZe praci je uvedeno .zmechanisovani konstrukce a je navrZzeno jednoduché
afinni pravitko z lepenky nebo celuloidu, sestrojené pro obvykly smér rovnob&Zného
promitani, kdy je stfed O, incidentni s kvadrantem ohrani¢enym kladnymi polo-
rovinami rovin 7, ¢ pii aplikaci 'Q-promitani. P¥i rysovani perspektivy 4cB.Ce ...
obrazce ABC ... € ¢ si poiname takto:

1. Vedeme pomoci piiloZzného pravitka P rovnob&Zky A, 4}, B, By, ... se zdkladnici
z incidentni s vrcholy ptdorysu 4,B,C; ...

2. Postavime afinni pravitko opérnou &asti GFLK na pevné piiloZné nebo jiné
pravitko P umisténé pod pidorysem, jak je ukézano v obr. 12 [7], a posuneme jim,
aby se jeho hrana a; = q, stala incidentni s plidorysem 4, bodu 4 a vedeme rayon
podél této hrany.

3. Vyznagime dva body, priseik 4; hrany ai s rovnob&zkou 4,4}z a bod P*
na horni hrané pravitka a na pfimce perspektivity 0. Proto je pravitko opatieno na
své horni ¢asti vybézkem.

4, Nato posuneme pravitkem, aby jeho hrana a, = a, byla incidentni s bodem P*
a vedeme rayon protinajici samodruZznou pfimku x = z ve stfedu perspektivity 0%
perspektivnich fad a,, af.

5. Odsuneme pravitko a sestrojime pfimku 430, ktera protina rayon a, v hledané
perspektivé 4, bodu A4.
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Perspektivy ostatnich bodia ziskame obdobné. V obr. 12 [7] je pravitko v poloze
urCujici perspektivu 4. bodu A a perspektivu C, bodu C.

Z konstrukcee je patrné, Ze jc perspektiva bodu urdena bez posouvani padorysu
AB,C, ... rysovanim tfi rayond, t¥i oznafeni bodi a sestrojenim piimky uréené
dvéma body.

Popsany tvar pravitka je mozny, je-li piimka perspektivity incidentni s rovinnym
pasem ohraniCenym piimkami a; = a,, a|. V piipadg, 7¢ je vn& pésu, je tfeba
konstrukei pfistroje pozménit (obr. 13[7]). O poloze primky perspektivity plati véta
obdobna vété 4.11 predeslé kapitoly.

Véta 1,1. Necht je v Diirerové soustavé 6 stied zobrazeni O, v obvyklé poloze.
Aplikujeme-li na zdkladni rovinu mimo perspektivni promitdnt i *Q-promitdni, ndlezi
primka perspektivity 0% rovinnému pdsu, jeho¥ hranice jsou pFimky a, = a,, aj.
Aplikujeme-li  *Q-promitdni, lei primka
perspektivity 20° mimo tento pds, jak uka-

zuje obr. 89.

Dikaz. Spravnost vyroku vyplyva z véty
4,11 predeslé kapitoly a z jejiho dikazu.
Véta 1,1 je jejim specialnim pfipadem pro
nevlastni stfed perspektivniho promitani
0. Je viak moZno provést diikaz sprav-'
nosti samostatné. V obrazu 89 jsou ozna-
geny 'Q-priiméty bodi obrazce incident-
niho se zékladni rovinou 4j, B}, ... Po
roz§tépenti afinity jsou oznadeny 4;, B},
... Stiedy a pfimky perspektivity jsou ozna-
geny '0°, 10", ..., resp. '0% 10, ... 2Q-
priméty téchze bodi jsou A2, BY, ... po
rozstépeni A2, B}, ..., stfedy a pFimky
perspektivity pak 20° 20", ..., resp. 20°,
20 ...

Obr. 89 ukazuje spravnost uvedené véty
1,1. Konstrukci perspektiv  popsanym
pravitkem je moZno zkrétit o konstrukci rovnob&Zek 4,4, B By, ... se zakladnici
z, opatiime-li hrany a, = a., aj pravitka mé&fitky sc stoupajicimi kétami od hrany
GF (obr. 13 [7]).

‘0t-<

Celuloidové nebo lepenkové pravoihlé afinni pravitko pro aplikaci >Q-promitani

Jak bylo uvedeno, naleZi stied perspektivity O° fad a,, a; a pfimka perspektivity o®
pii aplikaci *Q-promitéani vn&jsku pasu ohranienéhg dvojici a; = a,, a . Proto bude
hlavnj &ast EJRG pravitka konstruovaného pro tento pfipad $ir$i neZ u pravitka
piedeslého.
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Pravitko je znazornéno v obr. 13 [7]. Lisi sc od predeslého tvaru jednak polohou
piimky perspektivity o, jednak tim, Ze je opaticna vyfezem podél piimky a, = a,
pro rysovani rayonti podél této piimky. Jestlize tuto hiranu opatfime me&fitkem, a tomu
tak v obr. 13 je, odpadne rysovani posunutého padorysu Ay B/ ... MéFitko ma nulovy
bod na prodlouZené hrang LK.

Postup pfi rysovani perspektivy je obdobny jako u piistroje predesiého. Je-li
sestrojit napf. perspektivu C, bodu C, postupujeme takto:

I. Predpokladame, Ze konstrukce pravitka odpovida kvocientu afinity. Posuncme
pravitkem po priloZzniku P, aZ hrana a; = a, se stanc incidentni s pidorysem C;
a nabude polohy ¢; = ¢, a narysujeme pfimky podél této hrany, podél hrany o
zaujimajici polohu o, a podél hrany a}, kterd je v poloze c;.

2. Cteme kétu 13,1 bodu C,. Posuneme pravitkem, az ¢; = ¢, splyne s ¢; a nazna-
&ime bod C{ té7e kéty na rysc.

3. Pii této poloze pravitka vytkneme na hrané o stied perspektivity O° = o°

4. Odsuneme pravitko a narysujeme primku C{O¢, ktera vytinana ¢, = ¢, pelspek-
tivu C, bodu C, C. = C{O° . ¢,

V obr. 13 [7] je pfistroj v poloze urlujici perspektivu A, a C, bodu A, C. Je vidét,
e ji ur¢ime dv&ma nastavenimi pfistroje, vedenim tii rayond, z nichZ jeden mizeme
nahradit bodem O° na zékladnici z = x, dvou &teni a sestrojeni piimky dané dvéma
body. — Jedno pfemisténi pravitka je mozno eliminovat, jestlize hranu @) opatfime
mé&fitkem shodnym s mé&fitkem na hran& @, = a, s nulovym bodem na pfimce LK.
Polohu bodu C{ miZeme &ist pti prvni poloze pravitka (kota 13,1).

MéFitko na hrané @} je moZno nahradit osnovou pfimek rovnobéznych se zakladnici
z vedenych jednotlivymi body méfitka a;, = a..

Opérna &ast pravitka viak mizZe byt n&kdy na pfekazku umisténi méfitka na hrané
ay. Jina nevyhoda celuloidového, zv1asté lepenkového pravitka o pevnych hranach
a, = a,. ay, 0" je v tom, Ze je upotiebitelné pro afinitu urcitého kvocientu g =
= A M, : A.M,. Pfi upotiebeni pro afinity rlznych kvocientd je tfeba ménit
polohu pfimky perspektivity o, coZ se muZe dit vyznacenim na plose pravitka,
zv14§té celuloidového, a Gpravou postupu pii rysovani perspektivy.

Nekteré tyto nedostatky je moZno odstranit pravitkem tySovym s méfitky na pevné
tyéi @, = a, a na posuvné tydi aj.

Pravoihlé afinni pravitko tycové

Pravitko v obr. 14 [7] je konstruovéano pro aplikaci ' Q-promitani, pravitko v obr. 90
pak pro aplikaci 2Q-promitani.

Casti prvniho pravitka jsou:

1. Pravouhlé pravitko o &astech 'P(a, = a.), P'(z = x) tvaru tyée pevné spolu
spojenych.

2. Po ty&i P’ se posouva pravitko 2P(a}), které je moZno upevnit v kazdé jeho
poloze.
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3. Po ty&i P’ se téZ posouva index O s vyfezem pro oznaleni bodu.

Dolni &st (resp. horni &ast) pravitek 'P, 2P je opatfena mé&fitky s nulovymi body
na hrané tyce P'.

Pred rysovanim perspektivy zakladni roviny ¢ si uvédomime, Ze index O°, zastu-
pujici stted perspektivity dvojice a., ai, leZi pti aplikaci 'Q-promitani uvnitf pasu
uréeného ob&ma ty¢emi a,. a a piidorys 4, B, C, ... obrazce incidentniho se zapornou
zékladni rovinou ¢ le#i v za-
porné &asti perspektivni pri-
métny n. Pii aplikaci 2Q-pro-
~~. e mitani je tomu obracené.
Zvolime velikost posuvu a
upevnime v pfislusné poloze
/| ty& *P. Podle kvocientu afinity
~ / upevnime v piislusné poloze
~_I/ na ty¢i P’ index O
— 4 Pfi  rysovani perspektivy
- 3 napf. bodu A4 si poliname
r takto:

~ 8, -
e

>
T
1y
\
\
g/,

%
=

i |. Posuneme pravitkem, az
se jeho hrana a; = a_ stane
\ lere, ¢ incidentni s padorysem Ay
» \ # - a vedeme rayon podle této
r - \ o hrany.
\ 1| » N\ 2. Odecteme kétu 6 bodu
qma, AN ‘ o Ay na hrané tyce a, = a,_, tu-
\ e, U ' % téZ kétu uréime na hrang tyde
Obr. 90 ay a oznadime bod A} tuZkou
na papife rysu.

3. Oznadime v zéfezu indexu O* bod téhoZ jména. .

4. Odsuneme pravitko a narysujeme pfimku A470° kterd uruje na rayonu a,
hledanou perspektivu A, bodu 4.

=
\

Pri tomto tvaru pravitka je perspektiva 4, sestrojena pomoci jednoho nastaveni
pfistroje a narysovani rayonu, pomoci dvou ¢teni, dvou oznaceni bodu a sestrojeni
pfimky urcené dvéma body (obr. 90).

V piipadé vngj§i piimky perspektivity o, tj. p¥i aplikaci 2Q-promitani, je nutno
prodlouZit pravitko z = x a index O umistit vn& pasu daného piimkami a., aj,
jak ukazuje obr. 90. V tomto obraze je ptistroj nakreslen v poloze uréujici perspektivu
A, bodu A4 a naznadeno je sestrojeni perspektivy C, bodu C.

Je-li Giloha sestrojit rovnob&Znou projekci hranolu s podstavou v zékladni roviné
Diirerovy soustavy 6, je tfeba pfipomenout dal3f vétu.
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Véta 1,2. Kolmice k zdkladni roviné @ uvaZované Diirerovy soustavy se zobrazuje ve
skutecné velikosti.

Diikaz spravnosti véty je znam ze zakladi deskriptivni geometrie, kde se ukazuje,
Ze useCka rovnobéZna s priimétnou se zobrazuje v rovnobéZném promitani ve sku-
tedné velikosti.

Spravnost véty vyplyva téZz z véty 4,4 kapitoly 1, vztahujici se k témuZ ukolu
v perspektivé o vlastnim stiedu O.

Mame-li uréit velikost perspektivy v, kolmice v vzty&ené napi. v bodu A zakladni
roviny, posuneme pravitko po piiloZniku tak, aby byl bod A ve vzdalenosti v od
hrany pravitka 2P(a}). Pak vzdalenost perspektivy 4, bodu 4 je od hrany pravitka
'P(a, = a,) rovna velikosti perspektivy v, vysky v. Ale pfi posunuti pravitka sc ob&
vzdélenosti stile sob& rovnaji:

Acd4a =a) = Ay 4d;.
Tim je téZ spravnost véty potvrzena.

2. Uziti pravouhlé perspektivni afinity v ortogonalni a trii a v M
promitani

Je tieba doplnit poznamku o urleni obrazu velikosti vySek vztyCenych k zakladni
roviné v jejich bodech. Jde tu o ortogonalni axonometrické a Mongeovo zobrazeni,
o kolmice k roving soufadnicovych os xy, resp. kolmice k obecné roviné v Mongeové
promitani. Tehdy ovSem neni kolmice rovnobéZzna s priimétnou.

Necht je dana pravouhla afinita osou o a dvojici pfitazenych bodd A, —» 4.
Tuto afinitu miZeme interpretovat riznymi zpisoby. Z nich uvedeme mimo inter-
pretaci v Diirerové soustavé 6 dvé dalsi interpretace tykajici se zdkladd deskrip-
tivni geometrie.
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a) Dana afinita pfedstavuje vztah mezi ortogonalné axonometrickym obrazem

soufadnicové roviny, napf. roviny os x, y, a otofenou touto soufadnicovou rovinou

" kolem jeji axonometrické stopy do axonometrické pramétny. V obr. 91 a v obr. 92
je tento vztah ortogonalni afinity dan stopou z'™ = XY jako osou a dvojici bods
0, 0., kde O, je axonometricky obraz vrcholu trojhranu soutadnicovych os a O,
je tento vichol otogeny kolem z'* do axonometrické pramétny.

b) Dana afinita je vztah mezi prvnim primétem roviny ¢ podle Mongea a otocenou
rovinou ¢ kolem jeji prvni stopy p{ do 1. primétny. V obr. 94 je tento vztah dan
prvni stopou p{ roviny ¢ jako osou afinity a dvojici pfifazenych bodit 4, 4,
znadmého vyznamu.

Da se snadno ukazat, Ze obé uvedené interpretace jsou v podstaté jedna a taz,
jde v obou pfipadech o ortogonalni primét roviny ¢ do roviny 7 s ni riiznobézné,
nikoli kolmé, Obé interpretace se od sebe i po grafické strince jen riznym zpdsobem
oznadeni.

Uvazujme piipad a). Je-li afinita dana osou o a dvojici afinnich bodt 4, = 4,
(obr. 93), jak se zpravidla oznaduje, miZeme pozménit oznaleni s ohledem na axono-
metrii. Osa necht je z'" = X'¥ a dvojice pfitazenych bodit Oy - O,. MiZeme vyslovit
vétu.

Véta 2,1. Ortogondlni afinitou (z'* = XY, Og— 0,) je urcena nekonecné mnoho-
znacné axonometrie, v které je osa 2'™ axonometrickd stopa souradnicové roviny xy,
bod O, je axonometricky primét vrcholu trojhranu os O (x, y, z) a bod Oy je otoceny
vrchol trojhranu kolem stopy z'™ = XY do axometrické primétny .

Dikaz spravnosti véty vyplyvad ze zakladnich vlastnosti axonometrie. Primét
soufadnicové osy z je dan afinni ptimkou 0,0, = z,. Ob& zbyvajici soufadnicové
osy x, y jsou incidentni se soufadnicovou rovinou 'z = (0, z'™) a jsou k sobg kolmé.
Jejich vzajemna poloha je uréena jednou z nich, napf. osou x = OX, pfi ¢emz X
je jeji stopnik, vrchol axonometrického trojihelnika a tedy X € z'*. Soufadnicova
osa y je tim jednoznaén€ urena. V otoleni je OgX = Xq, yo = 0,V L 04X, Y =
= y,.z™ Tim je ddn osovy trojhran O(x, y, z) a tim axonometrie, cbd.

Pokud se tyka jen vztahu soufadnicové roviny 'm = Oz'" a axonometrické pri-
métny, miZeme vyslovit dalsi vétu.

Véta 2,2. Ortogondlni afinitou v pFedeslé vété je dana odchylka o souradnicové roviny
In od axonometrické primétny. Poloha vrcholu trojhranu soufadnicovych os je ddna
dvojznacné. Koeficient dané afinity dany vzddlenostmi prifazenych bodii od osy z'®
a odchylka o jsou vdzdny vztahem:

Z'0,
cos o = - —C |
Z'0,
Diikaz (obr. 91).
PoloZme pramétem osy z = 0,0, jeji promitaci rovinu ¢. JelikoZ jde o ortogonalni

promitani, tvofi body této roviny, a to vrchol O soufadnicového trojhranu, jeho
axonometricky primét O, a prisedik Z’' = ¢ .z'* pravouhly trojuhelnik 00,Z".
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Jeho odvésna 00, je vzdalenost vrcholu soufadnicového trojhranu od axonometrické
primétny, ptepona OZ’ je rovna vzdalenosti vreholu O od zakladnice z'%, a tedy
plati:

04" =07 = 0,7

Druha jeho odvésna O.Z' je axonometricky primét této vzdalenosti OZ'. Pravy
thel trojuhelnika je pfi vrcholu O,.

V obr. 92 je sklopena rovina ¢ i s uvedenym trojuhelnikem kolem odvésany O Z’
do axonometrické pramétny n: 0.(0) L 0.Z', Z'(0) = Z'0,.

Podle definice odchylky dvou rovin je jeho tihel <0.Z'(0) = 5.0.Z'0 odchylka
soutadnicové roviny !z od axonometrické primétny ve skuteéné velikosti.

Je patrné, Ze axonometricka primétna uréuje v prostoru dva poloprostory. Stied
axonometrického trojhranu miZze byt incidentni s kterymkoli z nich, cbd.

Z této véty vyplyva, Ze rozhodneme-li se pro polohu vrcholu osového trojhranu
v jednom z obou poloprostori, je uvedenou ortogonalni afinitou uréena poloha
soufadnicové roviny 'n vzhledem k axonometrické primétné incidentni s nakresnou
jednoznagné. Proto je dana touto afinitou i kolmice k soutadnicové roviné 'n v kterém-
koli jejim bodé. MizZeme vyslovit dalsi vétu.

Véta 2,3. Ortogondini afinitou uvedenou v predeslych vétdch je urdena kolmice
k soufadnicové roviné *n v kterémkoli jejim bodé i primét usecky dané velikosti inci-
dentni s touto kolmici.

Diikaz. Z definice kolmosti pfimky k roving a ze zakladnich vlastnosti ortogonal-
niho promitani vyplyva, 7e pramét kolmice k k roviné 'z je kolmy k stopd z'™,
ose dané afinity. Dale je znamo, Ze stejné velké useky na kolmicich k soufadnicové
roving 'z se zobrazuji jako stejné. Proto miiZeme uvaZovat jednu z kolmic k roving ',
napf. soufadnicovou osu z.

PoloZme touto osou rovinu ¢ zavedenou ve vété 2,2 (obr. 91) a sklopme ji i s osou z
a jmenovanym trojihelnikem AO0O.Z" do axonometrické priimétny. Podle véty
o kolmosti pfimky k roving je sklopena osa z, piimka (z), kolma k pfimce (0)Z’ a pro-
tind axonometrickou primétnu v bodé Z = (z) . z.. Trojahelnik A(0)ZZ’ je pravo-
ahly a plati, jak je zndmo z elementarni geometrie:

AZOL0) ~ NM0)O.Z' ~ AZ(0)Z',
L0(0)Z = 50.Z(0) = o.

Jestlize je tedy dana na soutadnicové ose z useCka OV = (0)(V), pak je jeji pramst
0. V. = (V')(V) a plati pro n&j:

oV, =WV)V)=(0)V).sina = bV. sin a, cbd.

Z toho vyplyva feSeni nasledujici Glohy souvisejici s nas$im tématem.
Uloha 2,1. Nechf je dina ortogondini afinita osou o a dvojici bodit A, —~ A.. Je
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nanést na kolmici k* vztycené k roviné 'n, uréené afinitou podle predeslé véty, v jejim
bodu A usecku dané velikosti vt = AA'.

ReSeni (obr. 93) s ohledem na predeslé tivahy a oznadeni je:

1. Otocime trojuhelnik AAA.Z* kolem A.Z* do nakresny: A (A) L A.Z°% Z(A4) =
= 74, (a) = Z%(A).

2. Naneseme danou use¢ku v* na ptimku (a), Z%(4’) = v*.

3. Sestrojime piimku (A"} (A") ]| A, A, urCujici na p¥imce A(A) bod (4").

4. A(A") je velikost prim&tu viseku kolmice vztyéené v bodu A k roviné 'm,
uréené danou afinitou. Stadi ji prenést na k7,

Al = A(A).

" Obr. 93

Diikaz spravnosti konstrukce:

Podle posledni véty je primét usecky OV dané velikosti incidentni se souradnicovou
osou z kolmou k roving 'n a téZ primét usetky dané velikosti na kazdé kolmici
k této roviné dan vztahem:

OV, = AA, = v'. sina = AA" . sin a.
V casti feeni 1) je sestrojen uhel . V ¢&asti FeSeni 2) a 3) je sestrojen trojuhelnik
LZ(A")A,. podobny trojihelniku AZ%(A)A,, v némZ plati:
A(A") = [Z°)A") .sina = Z%(A") .sino = AA . sina = A A, cbd.
V obr. 92 je nanesena tusecka dané velikosti v na soufadnicovou osu z timto
zplisobem i obvyklym zplsobem uZivanym v axonometrii, tj. pomoci sklopeni sou-

fadnicové osy z kolem jejiho axonometrického primétu do axonometrické primétny.
V ryse 94 je timto zpisobem sestrojen pidorys GseCky dané velikosti v incidentni
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s kolmici k* vzty&enou k roving g v jejim bodé 4. Jako kontrola spravnosti konstrukce
je nanesena usetka dané velikosti na uvedenou kolmici obvyklym zptisobem.

Konstrukce:

1.A(A) LEY,  A(A) =z = A4\,  ZA, = Z(A),

2. Z(A) = v, (A')(A") L Ay (A4),

3. Ay A} = A,(A") = v, je pidorys vysky v.

Reseni ulohy v axonometrii i v Mongeové promitani jsou ziejmé shodnd. Pfi
probiranych mechanickych konstrukcich je uvedeny zplisob sestrojeni primétu
vysky v = AA’ vyhodngjsi, nebot souvisi s perspektivni afinitou, kterou se prave
zabyvame. Ji se rozsifi konstrukce axonometrického priimétu obrazce incidentniho
se soufadnicovou rovinou na konstrukci axonometrického priimétu prostorového
objektu.

3. Kosouihlé promitani

Necht je dana Diirerova soustava 7 s nevlastnim stfedem promitani, ktery je dan
promitaci pfimkou bodu A nikoli kolmou k zékladnici z. Je to kosouhlé promitani
zakladni roviny ¢ do perspektivni priimétny 7 znazornéné v obr. 15 [7]. Jeho zakladni
vlastnosti jsou znamy.

V mechanickych konstrukcich kosouhlych obrazi objekti je dileZitd Mongeova
projekce piidruZena k danému kosouhlému promitani a jeji souvislost s Q-projekei
zavedenou v tomto ¢lanku.

O Mongcovych pramétech sméru perspektivniho promitani s (s, resp. s,) a o'per-
spektivnim primétu sméru Q-promitani (p, resp. g¢) plati tyto véty vztahujici se
k obr. 16, 17, 18 [7]:

a) Véta 3.1 (obr. 16 [7)). si, 53 jsou Mongeovy
pravouthlé priuméty sméru perspektivniho promitani
s pii ztotoznéni kladné zdkladni roviny +¢ se zd-
pornou  perspektivni primétmou —mw (pri aplikaci
2Q-promitdni) .

Diikaz. Vytknéme v kladné poloroving +o za-
kladni roviny ¢ bod P incidentni s kladnou polo-
pfimkou +x osy x a sestrojme Mongeovy pri-
méty perspcktivné promitaci pfimky s nim inci-
dentni. Podrobime-li bod P 2Q-promitani, obdrzime
bod Pf. Perspektivné promitaci ptimka s bodu P Obr. 95
je uréena timto bodem P a jcho perspektivou P2
Mongeovy priméty bodu P a jeho perspektivy P2 jsou P, P2, resp. P3 = P2,
P2 je incidentni s osou y. V obr.95 jsou naznateny Mongeovy a perspektivni
priméty uvedenych sméri promitani v jednom obrazku.
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Oba Mongeovy priméty perspektivné promitaci pfimky s jsou:
st=PiPL, s = P3P, = x,, cbd.

b) Véta 3,2 (obr. 16 [7]). 51, 55 = 52 Jsou Mongeovy priméty sméru perspektivniho
promitdani s pFi ztotoZnéni kladné poloroviny + ¢ zdkladni roviny ¢ s kladnou polo-
rovinou +m perspektioni primény ., tj. pfi aplikaci 'Q-promitdni na zdkladni rovinu.

Diikaz. Podrobme zvoleny bod P 'Q-promitani. Obdriime jeho pramét P .
pro ktery plati: P10 = P10. Jeho narys P i Mongeovy priiméty bodu P, jsou tyté7
jako v pfipadu a). Proto je

1 11 1pt
st=PiPh. sy = s = PPl cbd.

¢) Véta 3,3 (obr. 17 [7)). p.. py. jsou perspektioni primét a perspektivni primét
piidorysu (perspektioni pidorys) sméru ' Q-promitdn.

Dikaz. Vytknéme bod 4 incidentni se zipornou polorovinou — ¢ zékladni roviny ¢
a s nim incidentni promitaci piimku p = 4B, kde B je incidentni se zdpornou polo-
rovinou —7z perspektivai primétny n. Plati: 4,4, = B,B,. Mongeovy priiméty
(&chto bodli 4, # jsou v poloze udané v obr. 17 [7]. Perspektiva bodu 4 je A (4,4, | x,,
A4 ||PP,), perspektivni piidorys bodu A je A, = A,. Perspektiva bodu B je
B, = B,, perspektivni jeho piidorys B, = B, . Perspektiva promitaci pfimky p == 4B
a jeji perspekiivni pudorys jsou p. = A.B,, p;. = A,.B,. | x, cbd.

d) Véta 3,4 (obr. 18 [7). q.. q,. jsou perspektivni primét a perspektioni pidorys
sinéru > Q-promitdni.

Ditkaz. Volme bod E incidentni se zapornou polorovinou —g zédkladni roviny @
a sestrojme s nim incidentni *Q-promitaci piimku ¢ = EF, kde F je incidentni s klad-
nou polorovinou +7 perspektivni primétny z. Mongeovy priméty obou bodii E, F
jsou v poloze uvedené v obr. (18 [7]. Plati: E; = F,, E, = F,. Perspektiva bodu E
je EAE,E | x., E\E,||P\P), perspektivni piidorys bodu E je E,. = E,. Perspektiva
bodu F je F, = F,, perspektivni pidorys F;. = F,. Perspcktiva promitaci primky ¢
a jeji perspektivni piidorys jsou

9. = E.F,, G1e = Ey Fill x,, cbd.

Vsechny uvedené projekce jsou znazornény v obr. 95. Vsech je moZno uZit pii
konstrukei perspektiv objektu incidentniho se zakladni rovinou g. Tak napf. kon-
strukci perspektivy obrazce 4ABCD incidentniho s kladnou polorovinou -+ ¢ zakladni
roviny ¢ p¥i aplikaci 2Q-promitini je moZno provést nékolika zplisoby.

a) Pomoci hloubkovych piimek A4,4,, B;B,, ... incidentnich s jednotlivymi
vrcholy A, B, ... obrazce. JelikoZ se pfi uvedeném promitini rovnobéZnost a délici
pomér zachovavaji, jsou jejich perspektivy rovnobézné s x, a jsou zkraceny v daném
poméru q = OP,/OP (A4, |l x., A,A. | P,P,) (obr. 96).

b) Pomoci Mongeovych p1iimét perspektivné promitacich piimek s incidentnich
s jednotlivymi vrcholy A, B, ... pfi aplikaci 2Q-promitani (obr. 16, 17, 18, [7], 95, 96).
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Timto zpiisobem je sestrojena perspektiva C, bodu C. Mongeovymi priméty C,, C,
jsou vedeny priméty promitaci piimky s s |si, s{e €y, s5ls3. s5e€Creyp aje
sestrojen jeji druhy stopnik, ktery je hledanou perspektivou C,.

¢) Pti aplikaci 'Q-promitanisi po¢indme podobng. UZijeme-li hloubkovych pfimek,
sestrojime 'Q-priimét A} B{C{D{ obrazce ABCD do perspektivni primétny =,
ktery je soumé&rné poloZen k jeho
2Q-priimétu do = podle zakladnice
z (obr. 96). Hloubkova piimka bo-
dem A} je AyA,. jeji perspektiva
AyA N x.. Zkraceni jeji je dano
primkou P{P,. Perspektiva A, bodu
A je tedy

A, = A4, . A A,
kde
ALANPP,.

d) Pomoci Mongeovych primétii
51, s3 sméru perspektivniho pro-
mitini s pfi aplikaci 'Q-promitani.
Tak je sestrojena perspektiva A,
bodu 4. Vedeme bodem A perspek-
tivné promitaci primku s, sf e 4},
stllst, s5€ Ay, s3ls; a sestrojime
narysny stopnik této promitaci pfi-
mky 54, coz je perspektiva 4, bodu A.

Podobné miZeme pouZit per-
spektiv promitacich piimek p, g 'Q- Obr. 96
i 2-Qpromitani.

Je znidmo, Ze Q-primét objektu zdkladni roviny ¢ a jeho perspektivni primét jsou
vazany klinogonaln& afinnim vztahem, ktery je podle Stevinovy véty ekvivalentni
s Diirerovou soustavou 7 (véta 2,8 [7]).

1 zde miZeme vyslovit vétu o roz§tépeni klinogonalni afinity (véta 2,11 [7]) a mi-
Zeme zavést ostatni znadmé pojmy souvisici s timto rozitépenim.

Na zaklad¢ toho je moZno dopliiovat rovinnou soustavu bodii 4., B., C,, ...
klinogonalng afinni k rovinné soustavé bodi 4,, By, C,, ...

Uloha 3,1. Nechf je klinogondlni afinita ddna osou z a dvojici piifazenych bodi
Ay — A.. Necht jsou dany body B, C,, ... soustavy. Je sestrojit pfifazené body
B, C,, ... soustavy g.. .

Sestrojeni (obr. 97). a) Body B, C., ... jsou incidentni s pfimkami B,B. | C,C.|
oee ) A, A
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b) Sestrojime body A}, B{. Cy{,... tak, aby platilo: 4,4} | B,B{||C,C{| ...z,

A Ay = B\B{ = C,C{ = ...p.
" ¢) Sestrojime stied perspektivity O° = z. A A} urdujici s body 'K, 2K konstantni

trojici.

d) Sestrojime body O°, OF, ... na zakladé zachovéni této trojice.

¢) Pak pfimky B{O", C;O°, ... uréuji hledané afinni body B,, C,, ..., &im? je
konstrukce provedena.

Diikaz spravnosti konstrukce je snadny. V obr. 97 je sestrojena kosouhla projekce
obdélnika ABCD pii aplikaci obou Q-projekci.

Obr. 97

4. Mechanické pomiicky k rysovani kosouhlych projekci. Celuloidové nebo lepenkové
afinni pravitko (kosouhiy afinograf)

Konstrukei dopliiovéani klinogonalnich afinnich soustav 1ze snadno provadét po-
moci jednoduchého mechanismu, celuloidového nebo lepenkového kosothlého
afinniho pravitka znazornéného v obr. 20 [7]. Je podobné pravouhlému afinnimu
pravitku nakreslenému v obr. 12 [7]. Obsahuje téZ pravitko vlastni EFIK a pravitko
opérné EFGH. Obg jsou spojena v celek. Hrana a, = a. (d, = d,) vlastniho pravitka
zastupuje slab& samodruznou piimku afinity téhoZ oznadeni, druha hrana zastupuje

* posunutou pfimku a@}(d;) po rozitépeni perspektivni afinity posuvem p.

Na hlavni ¢asti pravitka je naznacena primka perspektivity o*| a; = a, incidentni
se stredem perspektivnich bodovych fad a,, aj. Tento bod je uréen pomoci jednoho
paru afinnich bodd A4;, 4.. Samodruzna pfimka je x = z.

P#i rysovani perspektivy opfeme pravitko jeho hranou EF o pevné pravitko P
rovnobézné se zakladnici z a posouvame afinnim pravitkem po tomto pravitku P.
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V obr. 20 [7] je nakresieno afinni pravitko pro pfipad, kdy jsou afinni obrazce inci-
dentni s rdznymi polorovinami perspektivni primétny uréenymi zakladnici z jako
osou afinity. Pidorys je v zaporné &asti —n perspektivni primétny, perspektiva
AB. ... v kladné jeji ¢asti. To je moZné jen tak, Ze je obrazec incidentni se zapoinou
polorovinou — g zdkladni roviny a je v Diirerové soustavé aplikovano ' Q-promitani.

1 v tomto ptipadu kosouhlé afinity plati véty 4,11 piedesi¢ kapitoly a 1,1 o poloze
stiedu perspektivity O naleZiciho slabé samodruzné piimee a; = a,., vzhledem
k pasu voviny m ohrani¢eného ob&ma piimkami a; = a, a @} po rozstépeni afinity.
V obr. 20 [7], kde bylo aplikovano 'Q-promiténi, naleZi oba prvky vnitifku tohoto
pasu.

V obr. 97 je nakresleno kosothlé afinni pravitko pii obvyklém zadani kosothlého
promitani. Zde jsou oba obrazce, pldorys a perspektiva, v téZe poloroviné urcené
zdkladnici z, v zaporné poloroviné primétny n. To je jen tak moZné, Ze je obrazec
incidentni s kladnou &asti zakladni roviny ¢ a je aplikovano 2Q-promitani. Stied
perspektivity O° piislusny slabé samodruzné piimee ¢, = a, a piimka perspektivity o”
nalezi vnéjSku pasu ohranieného ob&ma piimkami «, = a,. aj. V tomto piipadé
pojizdi piistroj svou opérnou hranou po pravitku zastupujicim zakladnici z a s ni
splyvajici samodruznou piimku x. Proto neni potieba piimky perspektivity, postaci
toliko index posuvny s piistrojem po pravitku P, zastupujici stied perspektivity 0%
Pristroj je nakreslen v poloze urlujici perspektivu A, D, bodi A, D.

Postup pfi kresleni perspektivy je zfejmy. Zjednoduseni sc dosahne, opatiime-1i

hrany pravitka méfitky, jak tomua bylo u pravothlého afinografu.
Tycovy (pravitkovy) kosoihly afinograf

Nekteré vyhody ma tyCovy kosothly afinograf, jehoz schéma je v obr. 21 [7]
a v obr. 98, obdobny pravoithlému tyCovému afinografu na
Pristroj ma tyto Casti:

1. Pevné pravitko P poloZené na rysovaci desce. Jeho hrana splyva se zakladnici
z = x, takZe je stale uprostied rysu, af jsou oba obrazce v kterékoli vzaijemné poloze.

2. Opérné pravitko afinografu Q spociva na pravitku P a pii rysovani perspektivy
se po ném posunuje. Pravitko nese ¢epy k namontovani dalSich casti.

3. Primky a, = a,.. a) zastupuji pravitka stejné oznacena v obr. 98. Piimku
perspektivity o° zastupuje index O posuvny po opérném pravitku Q. Obé pravitka
a, = a,, a) jsou posuvna po opérném pravitku Q a otaciva v ¢epech ‘K,2K. Tim
Ize pfistroj sefidit pro libovolny thel hran a; = a,, a} vzhledem k zakladnici z
i pro libovolny posuv p. Lze ho 1éZ uZit jako afinografu pravodhlého.

Pii praci je jasny rozhled po celé konstrukei, emuz pii uZiti lepenkového pravitka
nebylo. PruZeni pravitek je mozno zmirnit napf. namontovanim pricky Q' apod.

Pouziti tohoto tvaru kosowhlého afinografu je ziejmé. V obr. 21 [7] i v obr. 98
je pfistroj nakreslen v poloze urCujici perspektivu 4, bodu A pii poloze obrazce
v zaporné &asti zdkladni roviny —g a pii aplikaci ' Q-promitani. Stied perspektivity 0°

csienému na obr. 90.

9 AUPO, sbornik praci 129



a piislusna pfimka perspektivity o naleZi vnitfku pasu ohraniteného pfimkami
a, = a.,day. V obr. 98 je téZ pfistroj nakreslen pii aplikaci 2Q-promitani. V tomto

piipadg je ve dvou polohich, a to v poloze urlujici perspektivu B, bodu B a perspek-
tivu C, bodu C.
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Obr. 98

5. Uziti pravethlych afinografu k rysovani kesouhlych projekei

Pii konstrukei kosouhlych projekci je mozno uzit i pravothlych afinnich pravitek,
jak bylo ukézano v [7]. Plati ddlezZita véta o rozstépeni perspektivni afinity posunutim
smérem kolmym k slabé samodruzné ptrimce (véta 2,11 [7]). piipadné i jinym smérem.
Pii tomto rozstépeni kosothlé afinity plati obdobné vztahy jako drive. Stiedy perspek-
tivity O ... nalezici jednotlivym slab& samodruznym pfimkam a, = a,, ... nejsou
viak incidentni se zakladnici z. Jejich mnoZina tvofi piimku rovnobéZnou se zaklad-
nici. Postup pfi dopliovani kosouhlych afinnici soustav je obdobny dopliiovani
soustav pii rozstépeni obvyklym posunutim.
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Pravitkovy (ty¢ovy) pravoihly afinograf k rysovani kosodhlych projekci

Casti tohoto pristroje, znazorn&ného v obr. 99, jsou: Opérné pravitko Q, kterym
se pristroj posouva po pevné podloZce, napf. po pfiloZném kosothlém pravitku P,
poloZeném ve sméru kolmém k slabé samodruZnym piimkam @, = a. dané afinity.

S op&mym pravitkem je
pevné spojeno kolmé pravitko
A, jehoZ hrana a; = a, zastu-
puje samodruznou piimku té-
hoz oznaceni. Po ném se po-
souva pravitko M kolmé
k pravitku A. Pravitko M‘ je
mozno upevnit Sroubem S¢
nebo jinym zafizenim k pra-
vitku 4 v kazdé jeho poloze.
Na pravitku M“ je nasazen
index 0%, posunovatelny po
M*®a oznalujici stied perspek-
tivity téhoZ oznadeni.

Posunutou  soustavu )
piedstavuje hrana téhoZz jména
pravitka A,, které je posu-
novatelné po pravitku Q a
upevnitelné ve vzdalenosti ve-
likosti posunuti p od pra- Obr. 99
vitka A.

Pravitka 4, Ay i M" jsou opatiena méfitky, jak je vidét v obr. 99.

Postup pri sestrojeni perspektivy B, bodu B

Je-li kosouhla afinita dana osou z a parem pfifazenych bodi 4; — A, sestrojime
bod B, pfitfazeny danému bodu B, takto:

a) Setidime pravitko podle velikosti posunuti p.

b) Opfeme je o pevné kosouhlé prilozné pravitko P, posuneme jim tak, aby hrana
a, = a, pravitka 4 byla incidentni s bodem A, a vyznaime na pravitku M?, které
posuneme do bodu $° = z. (@, = a),, bod 0 indexem téhoZ jména, 0" = A4, .
.M

¢) Posuneme afinografein, aby pravitko 4 a jeho hrana a; = a, nabyly polohy B,
by, = b, € By a vedeme rayon podél hrany b, = b,. Pravitko 4° nabude polohy B°. .

d) Pretteme na pravitku B kétu bodu By (v obr. 99 je to kéta 3,7) a vyznacime
bod BY na rysc udany touze kétou na hrané b$ pravitka B°.

¢) Posuneme pravitkem M“ po pravitku B a7 se jeho hrana stane incidentni s bodem
S'=z.(b ELbE), Zaroveidi vyznatime na rysu bod 0" udany indexem na pra-
vitku A", :




f) Odsuneme pristroj a narysujeme pifmku B0, ktera vytina na rayonu b, = b,
_perspektivu B, bodu B.

Podle Q-projekce aplikované v Diirerové soustavé nalezi stied perspektiviy 0°°
rameni pravitka M jak je uvedeno v obr. 99, nebo rameni opaénému. V tomto obraze
je aplikovano '@-promitani pfi poloze obrazce v zaporné zakladni roviné —o,
takze stied perspektivity 0% nalez vnitiku pasu, ohranigeného piimkamia, = a,, a/..
Je-li dana samodruzna primka x, neni tieba indexu o,

Na obr. 22 [7] je znazornéno celuloidové nebo lepenkové pravouhlé afinni pravitko
pro dopliiovani kosouhlé afinity. Je v poloze urcujici perspektivu 4,, B, boda A4, B.
Je jim posunovano po kosouhlém piiloZzném pravitku P, jehoZ hrana je kolma k slabé
samodruznym piimkam a; = ur.\u. Postup pit konstrukci perspektivy objektu
v zakladni roving je tyZ jako pii uZiti tyového pravitka.

Pro Gplnost je ticba jesté pripomenout moznost konstrukcee afinografu pro piipad
afinity koeficientu ¢ = — 1. tj. kosouhlé soumérnosti, kosothlé¢ho symetrografu.

Kosothly symefrogral

Tato mechanicka pomucka muze byt tvaru celuloidového kosouhlého perspektiv-
niho pravitka nakresieného v obr. 20 [7]. Piimka perspektivity o je vSak symetrilou
pasu ohrani¢eného obéma rovnob&nymi hranami a, = a,, ay. Pracuje sc s nim
stejné jako s pravitkem v obr. 20 {7].

Druhy tvar je symetrogral tvaru zobrazeného schematicky v obr. 100. Je to
vlastng pravitkovy kosothly afinograf zobrazeny v ryse 98. Index 0%, 0", ... oznadujici
stted perspektivity fad a,, a}; b,, b'; ... je stiedem fiseCky uréené obéma epy 'K, *K.

V obr. 100 je sestrojen klinogonalné soumérny obraz A4.B.C.D, k danému obrazci
A, B,C, D, podle osy soumérnosti z. Plistroj je v polohach uréujicich vrcholy 4., B..

S piistrojem se pracuje znamym zpisobem.

Prvni mechanické pomiicky k rysovani
afinnich obrazii byly konstruovany za jinym
acelem neZ k sestrojent axonometrickych a
klinogonalnich projekei. Slouzily nap¥. jako
pravoahlé elipsografy. To je vidét na pii-
kiadu elipsografu W. Lehnera, sestrojeném
uZz v 1. 1892 na zaklad¢ ortogonalni afinity
mezi kruznici a elipsou [26] a na dalSich pfi-
kladech.

Obr. 100 Prvni z pfistroji k rysovani axonomet-

rickych a klinogonalnich obrazii prostoro-

vych objektd v Diirerové soustavé byly konstruovany v Sovétském svazu asi od

roku 1923 [2]. Ved! k tomu jednak rostouci zajem o deskriptivni geometrii, jak uvadi

Volberg, jednak rozvoj primyslu ve viech odvétvich, hlavn& priimyslu strojniho
a dulntho.
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Z konstruktért afinnich ptistroji vynikli:

D. G. Tamboveev (1923), J. N. Verjaminov (1933), M. S. Rosental (1940), G. B. Valc
(1948 —1952), M. N. Judickij, L. S. Skupov, G.I. Vilesov (1951), N.L. Ruskevi¢
a dalsi [2].

V r. 1934 byl konstruovan némeckym inZenyrem £. Foxem axonograf k tcelim
dilniho kresleni. R. 1936 sestrojil Green a Mauer jednoduchy afinograf, ktery mecha-
nisuje ortogonalni afinitu. Podobny je piistroj konstruovany némeckou firmou
o1t atd. [27).

Je nutno dodat, Ze byly konstruovany daldi mechanické pomiicky k rysovani
perspektivnich i rovnob&Znych projekei. Ze je tomu tak, potvrzuje napf. fada per-
spektivnich a afinnich mechanickych pomtcek popsanych v knize G. B. Valcaa G. L.
Usakova [28). V &eské literatufe je uveden napf. K. Kuchafem (Pfehled kartogra-
fie) afinograf, slouZici jako mechanicka pomicka pii konstrukei afinnich kopii map.

V. SOUSTAVA PERSPEKTIVNIHO PROMITANI
O NEVLASTNI ZAKLADNIC]

1. Teorie soustavy

V kapitole 111 byla poloZena otazka, tykajici se nevlastnich prvka Diirerovy
soustavy, O, z,., a byla uvaZovana soustava o nevlastnim stiedu O, Uvazujme
nyni Diirerovu soustavu, jejiz ub&Znice je piimka nevlastni z,, .

Podle véty 3,1 [7] nabude zakladnice z uvedené polohy ve dvou piipadech, z nichZ
prvni, kdy je zakladni rovina ¢ nevlastni, nema praktického vyznamu (obr. 101).
Druhy pftipad (obr. 102ab), kdy je zékladni rovina ¢ rovnob&Zna s perspektivni
primétnou =, je prostorova homotetie obou rovin g, n podle stiedu O [7]. Tato sou-
stava perspektivniho promitani pfestava byt Diirerovou
soustavou ve smyslu definice 1,7 kap. 1, nebot ztraci né-
které vlastnosti této soustavy. To sc jevi uZ v zobrazeni
vztahu obou rovin =, ¢ v perspektivni primétné n, kdy
je nutno nahradit sklopeni zikladni roviny ¢ kolem za-
kladnice z do primétny 7 posunutim této roviny v libo-
volném sméru do primétny n. Naproti tomu lze zavést
nékteré pojmy, prospésné v teorii Diirerovy soustavy
perspektivniho promitani, i v soustavé homotetie, napi.
pojem rozstépeni soustavy otoCenim kolem jejiho stiedu
0y, a uzit diisledkd, které z toho plynou. V tom se jevi
uzky vztah této soustavy se soustavou Diirerovou.
Vzhledem k t&mto souvislostem s Diirerovou soustavou
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perspektivniho a rovnob&Zného promitani budeme mluvit o Diirerové (prostorové)
soustavé homotetie.

" Predné jde o zobrazeni vztahu prostorové homotetic obou rovin 7, ¢ v perspek-
tivni primétné n. Aby vynikl vztah Diirerovy soustavy perspektivniho promitani
a soustavy homotetie, zavedeme i v této soustavé pojem Q-promitani zakladni
roviny ¢ do perspektivni pramétny a budeme mluvit o perspektivnim promitani,
o perspetivach objektii atd.

Definice 1,1 (Q-promitdni v soustavé homotetie)

Necht jsou od sebe rizné rovnobéiné roviny n, o ve svislé poloze a vlastni stied
promitani O necht neni incidentni s Zddnou z nich (obr. 24a [7], 102a). PoloZme stfedem O
svislou rovinu & kolmou k obéma rovindm, protinajici primétmu n v hlavni vertikdle v
incidentni s hlavnim bodem I. Pak pFimky incidentni s touto rovinou & a majici od
primétny odchylku rovnou 45° urcuji sméry rovnobéiného Q-promitani zdkladni
roviny ¢ do perspektivni priimétny .

Z nazoru i z obr. 102a je ziejmé, Ze takova promitani jsou dvé. Nazveme je jako
dfive 'Q-promitani, kterym se zobrazuje podle obr. 102a bod A roviny ¢ do bodu 4,
roviny 7, stied O do bodu O, roviny =z, a >Q-promitani, kterym se¢ zobrazuje bod A4
do bodu 4] a stfed O do bodu Oy roviny n.

N\
o2

Ob.r 102

Da se ukazat, Ze misto Q-promitani pravé definovaného muZeme uZit i posunuti
zékladni roviny ¢ do perspektivni primétny n ve sméru k ob&ma rovinim kolmém
(ortogonalni promitani zakladni roviny ¢ do priimétny n). Toto posunuti miZeme
povaZovat za otoceni zakladni roviny ¢ kolem nevlastni zakladnice z,, do primétny 7.
Da se dale ukazat, Ze dasledky obou promitani jsou tytéz.

O vztahu perspektivnich priméta A4, B, ... bedi A, B ... incidentnich se za-
kladni rovinou ¢ a jejich Q-projekci 4. B, ..., resp. A7, By, ... do pramétny 7 plati
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specialni véta Stevinova 3,2 [7] obdobna vété 1,17 kap. I, platnd pro Diirerovu sou-
stavu perspektivniho promitani.

Podle této vity je mezi perspektivnim priim&tem zikladni roviny ¢ a jejim Q-pri-
métem vztah rovinné homotetie se stiedem v primétu O,, resp. O, stfedu O
do primétny n. Kvocient této homotetie je k = OpA; : OyA,.

Je dilezita otazka tykajici se ekvivalence Diirerovy soustavy homotetie a jejiho
obrazu, rovinné homotetie, o niz mluvi specialni Stevinova véta. Na zakladé uvede-
nych vét a definic Ize dokazat, Z¢ dané Diirerové soustavé homotetic nalezi dvé
homotetiec v roviné 7. Rozhodneme-li se pro nékterou z Q-projekci, je vztah obou
soustav v uvedeném smyslu jednoznacny.

Obracené viak plati véta (v [7] véta 3,5).

Véta 1,1. Homotetii (0y, A, — A.) danou stiedem Oy a dvojici bodi A,, A.
v roviné ¢, = n je ddna Diirerova soustava homotetie nekonecné mnohoznacné.

Dikaz (obr. 102). Je znamo, Ze piimce p € A incidentni s rovinou ¢ kolmé k hlavni
vertikale v piislusi dvojice primek p, € A, p. € A., py || p. |l p, viechny kolmé k hlavni
vertikale i k jejim primétim v, = v.. Prisctiky A{, 4. primek p,, p. s hlavni
vertikdlou vy = v, si téZ odpovidaji v dané homotetii, jsou obrazy bodu A"ep
a uruji se stiedem O, tutéZz homotetii. Vedme hlavni vertikdlou v hlavni vertikalni
rovinu ¢, ktera je v obr. 102a nakresnou, kdyZ je s nakresnou incidentni stied O.
Stied O soustavy je incidentni s pfimkou 0,0 € ¢ svirajici s hlavni vertikdlou v
thel 45°. Bod A" lezi na ptimce A7A4"[| 0,0, kde 0,A[A° = 45°. Kterakoli
primka prochazejici perspektivou A, a incidentni s vertikalni rovinou ¢ urcuje na
piimkach 0,0, A{A" stied O a bod A" a tim téZ rovinu g, pro kterou plati: ¢ € 4",
ollm, cbd. .

Tato véta souvisi s obecnou Stevinovou vétou 1,16 kap. 1. Otaceni zakladni
roviny ¢ kolem zakladnice z odpovida zde posuv zikladni roviny smérem 0,0 se
zachovanim rovnob&Znosti s perspektivni primétnou. Otaceni stfedu promitani
kolem horizontu odpovida posuv stiedu O po piimce 0,0, promitaci pfimce stiedu
zobrazeni O.

Podle této obecné Stevinovy véty se méni vzajemna poloha prvki Diirerovy sou-
stavy homotetie, zachovava se vSak jeji obraz, rovinna homotetie v roviné n. JestliZe
nebudeme rozliovat mezi prvky ‘mnoziny, kterou tvoii Diirerovy soustavy homotetie
pfifazené dané¢ rovinné homotetii (O, 4, - A.) podle véty 1,1, pak nalezi dané
rovinné homotetii pfi zvoleném Q-promitani jedna prostorova soustava homotetie.
JestliZe toto opatfeni neucinime, je potfeba udat napf. hlavni bod zobrazeni H,
aby byla zarucena jednoznanost piechodu od rovinné homotetie k prostorové
soustavé homotetie.

MuZeme tedy vyslovit daleZitou vétu.

Véta 1,2. Diirerova soustava homotetie a pFislusnd rovinnd homotetie v © jsou pojmy
ekvivalentni, jestliZe:

a) je zvoleno jedno z obou Q-promitdni (zpravidla 'Q-promitdni),

135



b) jestlize mnoZina Diirerovych soustav homotetie podle obecné Stevinovy véty je
pecazovdna za jednu a tuté Diirerovu soustavu homotetie. Jestlize poZadavek b) nent
uzndn, pak je nutno ucinit jiné opatfeni, aby oba pojmy byly ekvivalentni.

a) Jako drive.

b) Jestlize je urcen hlavni bod H % O, a tim i ,,horizont* soustavy.

Pukaz spravnosti véty je zicjmy.

Véta 1,2 plati i v piipadé, je-li misto definovaného Q-promitani aplikovano v pro-
storové soustavé homotetie posunuti roviny ¢ do roviny z ve sméru kolmém k obéma,
piipadné posunuti v jiném sméru.

Elementarni geometrie se zabyva obsirné prostorovou soustavou homotetie
i soustavou rovinnou. Mnohych jcjich vlastnosti v dalsich uvahéich uZijeme a budeme
proto jejich znalost predpokladat. Pro mechanické konstrukcee je nutno uvazit napft.
kvocient soustavy a s nim souvisici zvétSeni a zmenseni originalu i okolnost, kdy
ic obraz fyzicky ncbo geometricky (obr. 103. 104), pojem slabé samodruznych pfimek
a; =a., by = bh..... ald. O &chto piimkach plati véta.

NJa.

Obr. 103 Obr. 104

Véta 1,3. Odpovidajici si fady bodi A\B,C, ..., AB.C. ... na slabé samodruznych
primkdch jsou podobné.

Dikaz. Ob¢ fady maji mimo stied O, spolcény samodruzny nevlastni bod U, =
= U,,. V projektivni geometrii se u¢i, Ze takové bodové fady jsou podobné, cbd.

Za acelem navrzeni nékterych mechanickych konstrukei v soustavé homotetie
zavedeme pojmy, které byly uvazovany pii studiu perspektivniho i rovnobéZného
promitani v Diirerové soustavé. Je to zvlasté pojem rozstépeni soustavy otoCenim
rovinného pole g, o velikost Ghlu y % 0°, 180°, pojem stFedu perspektivity O naleZi-
ciho slabé samodruzné piimce a, = a., pojem pFimky perspektivity o° naleZici
téZe piimce, pojem samodruzné pfimky x, ... atd..jak tomu bylo u Diirerovy soustavy
perspektivniho promitani.
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Necht je dana homotetie (O, A; > A4.). Uvedenym otoenim y rovinné sou-
stavy ¢, kolem stfedu O, se homotetie roz§tépi, &imZ se zrusi perspektivnost obou
soumistnych poli ¢, , ¢, a ob& soustavy piejdou v obecné soumistné soustavy podobné.
Silné samodruzny bod O, piejde v bod jen slabé samodruZny. Kazda slabé samodruzna
piimka @, = a, se rozitépi v dvojici piimek a., aj, o niZ plati zakladni véta.

Véta 1,4. Bodové Fady AB,C, ..., AyB{C{ ... incidentni s pFimkami a,, ay jsou
perspektivni. Stied perspektivity O° téchto Fad je bod nevlastni. Samodruznd primka x
pFislusici rozstépent y je pFimka nevlastni (obr. 25 [7], 105).

Diikaz. a) Obe fady ¢, a} jsou podobné a takové fady jsou projektivni. V projek-
tivni geometrii sc uci, Ze¢ dvé projektivni bodové Fady incidentni s dvéma od sebe
riznymi piimkami, jejichz spole¢ny
bod je samodruZny, jsou perspektivni.
V daném piipadu je tomu tak. Spoleény
bod 0, je samodruzny, obé uvedené bo-
dové fady jsou perspektivni, cbd.

b) Obé fady a., a, jsou podobné
(v&ta 1,3). Jejich samodruZné body jsou
0O, a jejich spoleény nevlastni bod
U,, = U,,. Otofenim fady a, do po-
lohy a} piejde bod U, v bod U, .
Oba si v perspektivité obou fad a,, ay
odpovidaji. Stfed perspektivity O° je
incidentni s nevlastni pfimkou jimi
uréenou, cbd.

c) Stejné se da dokazat, ze stied
perspektivity, naleZici kazdé slabg sa-
modruzné piimce, je bod nevlastni.
Geometrické misto téchto bodd je ne-
vlastni pfimka, samodruzna pfimka x,
cbd.

V teorii Diirerovy soustavy perspek- i Obr. 105
tivniho promitani bylo ukazano, Ze
riiznym otofenim rovinného pole ¢, pfislusi rizné samodruiné primky. Tim byla
kazdému roz§t&peni soustavy otofenim riizné velikosti pfifazena uréitd samodruzna
pfimka x. Bylo dokazéno, ¢ mnoZina t&chto samodruznych piimek jc rovinny sva-
zek 4. tiidy, ktery se rozpada ve svazek 2. tiidy a dali ¢ast. V soustavé homotetie
plati véta.

Véta 1,5. V soustavé homotetie ndleZi riznym velikostem otoceni rovinného pole ¢,
kolem stiedu O, tatd* samodruznd nevlastni pFimka x. Ridici kuZelosecka soustavy
homotetie je omezena na nevlastni pfimku roviny homotetie.

Diikaz. SamodruZnd pfimka néaleZici rozstépeni homotetie otocenim o uhel y
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je podle v&ty 1,4 pfimka nevlastni. V roving homotetie existuje viak pravé jedna
nevlastni primka, coZ dokazuje spravnost prvni ¢asti véty. Z toho vyplyva viak i sprav-
‘nost druhé Casti véty.

1 pfi studiu soustavy homotetie a piislusnych mechanickych pomiicek je prospésné
zavést pojem piimky perspektivity o prislusné dani slab& samodruzné pfimce a,

Definice 1,2 (ptimky perspektivity soustavy homotetic).

Primka urcend stfedem homotetie Oy a nevlastnim stiedem perspektivity O°, pFi-
slusicim slabé samodruzné pFimce a, = a,, se nazyvd primka perspektivity o*
ndleZici této slabé samodruzné primce (obr. 25 [7], 105).

Necht je dana homotetic (Oy, 4, — A.), V niZ jsou A4, = a, = a,, BB, =
= bb,, ... slabé samodruzné pfimky. Plati véta obdobna vété 1,4 [7].

Véta 1,6. Trojice pFimek a,, ay, 0% b, by, 0" ... jsou pii témz iihlu otoceni shodné.

Diikaz (obr. 26 [7]). JelikoZ je o | A A{, 0" | BBy, ... stadi dokazat, Z¢ trojihelniky
NOGAA{, NOB.By, ... jsou podobné. Vskutku je tomu tak, nebot

a) oba se shoduji v uhlech pii spoledném vrcholu O,

=a,.

T A,004] = XB.0,B/,
b) pro strany svirajici tyto Uhly plati podle definice homotetie:
OpAy : 0pgA, = 0pd; 1 OgA, =k, OB : OB, = 0B, : 0,B, = k.

Oznacené trojuhelniky jsou tedy podle véty (sus) podobné, cbd.

Pii konstrukci mechanickych pomicek pro kresleni perspektiv uvedenych v kap. 1
méla znaénou dileZitost poloha primky perspektivity vzhledem k uhlu otodeni
primky a, do polohy ay. I v soustavé homotetie miZe néleZet piimka perspektivity
vnitiku Ghiu otoceni nebo jeho vnéjsku. O-tom plati véta.

Véta 1,7. V soustavé homotetie o kladném kvocientu k ndlezi pFimka perspektivity o*
pFislusnd slabé samodruzné pFimce a, = a, vnéjsku vhlu otoceni y = A,04A4{, jestlize
Je tento thel y < 180°. PFimka perspektivity pak ndleZi jeho vnitiku, je-li y > 180°.

Diikaz (obr. 106, 107). a) V piipad¢ kladného kvocicntu homotetie k a uhlu

Obr. 106

Obr. 107
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otoCeni y < 180° naleZi isek A A pfimky urené t&mito body, spojujici odpovidajici
si body v perspektivité fad a, A ay, vnitiku iihlu otodeni y = 4 A4.0,A4{. Osa perspek-
tivity 0% ktera je s pfimkou 4.4{ rovnob&Zna, naleZi zfejmé vn&jsku vihlu otoleni
y = «A.00A4].

b) V piipad& uhlu y > 180° naleZi tsck A.A; vn&sku ahlu otogeni y a piimka
perspektivity o pak naleZi jeho vnitiku, cbd.

Podobné plati dalsi véta.

Véta 1,8. V soustavé homotetie o zdporném
kvocientu k ndleZ( primka perspekti- vity o°
prislusnd slabé samodruzné pfimce a, = a,
vnitiku tihlu otoleni y = <€ A.OyA .

Diikaz spravnosti véty je op&t patrny
z obr. 108, kde je (4,4.0,) < 0.

Nyni miiZzeme feSit nasledujici Glohu.

Uloha 1,1. V homotetii soumistnjch rovin-
nych soustav dané stedem O, a dvojici pFi-
Fazenych bodit Ay — A, je sestrojit pétitihelnik
AB.C. ... podobny pétivhelniku ABC ... da-
nému priimétem A B Cy ...

ReSeni (obr. 105) vyplyvé z piedchizejicich
uvah.

a) Sestrojime ptimky 4,0,. B0, ...,
které jsou incidentni s body 4., B,, ... pfi-
fazenymi v homotetii danym bodim A4, Obr. 108
By, ...

b) Otocime obrazec 4,B,C, ... o velikost libovolného thlu y do polohy 4{B{Cy ...
a uréime smér A.4{ = 0% piimky perspektivity o® naleZici slab& samodruzné piimce
a, = a,. Pro pfimku perspektivity o plati: o‘e O, 0|l 4.A;.

¢) Oto¢ime pfimku perspektivity o® kolem stfedu O, do polohy o’, o ...

d) Sestrojime primky B{B, | 0°, C{C,| 0o, ... a vytkneme priseiky B. = B,0, .
-.B{B,, C.= C,0,.C{C,, ... které Fesi ukol.

Jde zfejmé o zvétSeni daného pétitihelnika A, B,C; ... v poméruk = QA : OpA..

2. Pantografy navrZené na zakladé rozstépeni homotetie

Uvedenych poznatkdi o soustavé homotetic je moZno uZit k mechanickému
kresleni_ rovinnych obrazcii podobnych obrazcim danym, tj. k zvétSovani nebo
zmen3ovani rovinnych obrazct v daném méfitku. Mechanické pomiicky, kterych
pii konstrukcich uZivAme, jsou znAmé pantografy. Témto pfistrojim byla vénovana
matematiky i techniky zna¢na pozornost, nebot je technickd praxe, zvIasté kresleni
a reprodukce map a jiné obory, vyzadovaly. Tyto mechanismy dosahly v porovnani
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s perspektivnimi a afinnimi pfistroji znacné rozmanitosti a dokonalosti. | zde je
patrné ovliviiovani teorie praxi.

Nejjednodussi z navrhovanych mechanismii je celuloidové, lepenkové nebo kovové
pravitko tvaru pismene V slouzici k zv&tSovani a zmenSovani rovinnych obrazcd.
Je sestrojeno jako pravitko ostrouhlé MNPOQR znazornéné na obr. 28 [7] nebo
pravothlé na obr. 109. Je rysovano podél jeho vnitfnich hran a, = a,, ay, které

Obr. 109

zastupuji slabé samodruZzné primky téhoZz oznaceni. Jejich prisecik je stted O,.
Jim prochazi osa kolma k plose pravitka, jiZ je pfistroj centrovan, nebo je ve stfedu O,
primontovan k nosniku posuvném po listach rysovky. Podle poméru zvétseni je na
pravitku vyznacena pfimka perspektivity o nebo je vyznalen jeji smér /2.

Postup pfi kresleni perspektivy je uveden v pojednani [7]. Je tyZ pii pouZiti pravitka
ostrotthlého i pravouhlého. V obr. 109 je zmensena ¢ast planku v poméru 2 :1
a pfistroj je v poloze urCujici perspektivy A, C. bodii 4, C danych pramétem A,, C,.
Jestlize opatiime hrany pravitka méfitky s nulovym bodem ve stiedu O, neni nutno
otacet origindl A, B, ... o Ghel rovny rozpéti pravitka.

Scstrojeni bodu perspektivy 4,B.C, ... vyZaduje téchto operaci:
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a) vhodného umisténi pravitka vzhledem k originalu A,B,C, ...,

b) jednoho nastaveni pravitka a narysovani rayonu podél jeho hrany,

¢) dvojiho &teni kot bodit A,, A] a dvojiho oznadeni bodu na ryse,

d) sestrojeni pfimky incidentni s danym bodem rovnob&iné s piimkou danou
dvéma body.

Pii konstrukci perspektivy pomoci obou pravitek jsme uZivali jejich vnitinich
hran. Vngj§ich hran uZijeme u lepenkového nebo celuloidového pantografu tvara
kruhové vyscge ostrotihlé nebo pravouhlé, jak ukazuji obr. 29, 30 [7]. Jeho hrana Oy 4.
piedstavuje slabé samodruznou ptimku @, = a,. druhd hrana Og4{ pak pfimku a;
ziskanou rozitépenim homotetic. Tato forma pantografu ma tu vyhodu, Ze na ném
lze narysovat ve v&t§im rozsahu piimku rovnob&Znou s piimkou perspektivity o".

Jestlize opatiime hrany pravitka métitky s nulovym bodem ve stiedu O, je moZno
nahradit otogeni originalu odeitAnim kot. Postup pfi jeho uZiti je uveden v ¢lanku 7).

Je ticba ucinit dvé poznamky. '

1. Je-li ahel otoCeni y (Ghel hran a, = a,, a| pravitka), pak pfislusici si rozméry
originalu A{B{Cy ... a perspcktivy A.8.C, ... sviraji ahel y. To vyplyva ze zAklad-
nich vlastnosti otoceni.

Je-li udan kvocient homotetie Ciselng, k& = a/b, neni tfeba rysovat smér primky
perspektivity 0" [|o® na pravitku. Jde-li v tom pfipad® o urCeni perspektivy M,
bodu M. stadi naznalit na nikresné body P, Q (Pea/, OyP =a, Qca, = a,,
0,0 = b) méfitek na hranach ay, a, = a, pfi jejich incidenci s body M, M| a vést
bodem M| rovnob&Zzku s PQ. Ta urtuje na pfimee QoM hledanou perspektivu M,.

Vzhledem k vzajemné poloze otoceného originélu a perspektivy obrazce incident-
niho se zakladni rovinou g je vyhodné uZit pfi rozitépeni homotetie otodeni y = 90",
V tom pfipadé jsou odpovidajici si rozméry obou obrazcll k sob& kolmé, jak ukazuji
obr. 29. 30 [7]. Cheeme-li ziskat hlavni rozmér vysiedniho obrazee v uréitém sméru,
napfi. v poloze rovnob&zné s hlavni vertikalou, poloZime original tak, aby uvazovany
jeho rozmér byl vodorovny.

Jestlize ma pristroj slouzit stale zvétSeni nebo zmenseni v témz poméru k = a/h,
miéZeme vypustit oznaceni sméru primky perspektivity o® a rysovani rovnobézky
s 0“ bodem otoeného originalu A B{Cy ... Uinimne to tim, Ze desku pfistroje opatiime
osnovou jemnych pfimek dostateng hustych sméru 4.4 nebo sméru PQ, Pea, =
=a, Qea, k = alb = 04P/0,Q. Tak napf. je bod C, urfen okamZité piimkou
osnovy incidentni s bodem Cy, je-li hrana a; piistroje incidentni s bodem Cj.

Vyhodna je tprava pantografu ve formé dvojpravitka s pomocnym posuvnym
pravitkem (obr. 31) [7], [110]. Ob& &asti dvojpravitka, P, Q, jejichz hrany predstavuji
piimky a, = a., ay jsou spojeny kloubem, jimZ mohou byt k sobé upevnény v kazdé
vzajemné poloze. Osa kloubu kolma k roviné obou pravitek je ve tvaru jehlice,
ktera muze byt zapuSténa v nakresné. Pfistrojem lze pak otacet kolem této osy.
Ptipadné miZe byt piistroj namontovan na nosnik, posunovatelny po listach rysovaci
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desky a dostiedén osou kloubu ve stfedu homotetie tak, jak tomu bylo u pravitkového
perspektografu.

Treti pravitko R je spojeno ¢epem U s objimkou ¥, pomoci které jim lze posunovat
po pravitku Q. Cepem U lze pravitko R p¥ipevnit k objimce, take jeho hrana, pred-
stavujici sm&r piimky perspektivity o” = A4{A, piisluiné slab& samodruzné p¥imce
a, = a,, zachovava pii posouvani po pravitku Q stile tyZz smér.

Pii zvétSovani nebo zmenSovani obrazct si
pociname takto: a) Dostiedime pfistroj a uve-
deme jeho &asti do potiebné vzajemné po-
lohy. Obg pravitka P, Q upevnime Sroubem
0,, aby svirala Zadany uhel otoleni y.
V obr. 110 je to thel y = 90°, v obr. 31
[7] thel y = 60°.

b) Pravitko R upevnime k objimce ¥,
aby pro jcho hranu 4.4/ platilo: k = a/b =
= 0yA{/0yA.. Proto je vyhodné, jsou-li
hrany a, = a.,a; praviteck P, Q, opatfeny
méfitky a je-li moZno otacet pravitkem R
kolem bodu hrany @ pravitka Q.

¢) Polozime original 4{B{Cy ... do vhodné
polohy, abychom obdrZeli zvétseny obraz
na nékresnd. Zadame-li, aby urdita strana
zvétSeniny méla danou polohu, napf. vodo-
rovnou, poloZime original pfi uhlu otoceni
y = 90° prisludnou stranou do svislé polohy
(obr. 30 [7]). Pfi uhlu otoeni y = 60° musi
svirat strana originalu s pfislu§nou stranou
zvétseniny uhel 60° (obr. 31 [7]).

d) Cheeme-li urdit vrchol C, zvétseniny (obr. 110), ototime piistrojem tak, aby
hrana a{ pravitka Q byla incidentni s bodem Cy originilu a narysujeme rayon podél
hrany @, = a, pravitka P. (Hrany pravitek nabyvaji polohy ¢, = ¢, ¢{.)

¢) Pii této poloze pantografu posuneme pravitko R po pravitku Q, aby jeho hrana
byla incidentni s bodem C{ a narysujeme rayon podél této hrany. Priisedik obou
rayon( je hledany vrchol zvétSeniny C, = (¢, = a,.). C{C,.

Nevyhoda piistroje spociva v tom, Ze pravitko R nespocine té€sné na nakresné
a vznika pii rysovani druhého rayonu nebezpedi odchylky. Nevyhoda je dale i v tom,
Ze druhy rayon neni rysovan cely, je pierusen v misté polohy pravitka P a bod C,
je dan jako krajni bod polopiimky, nikoli jako prisecik dvou pfimek. Tento nedo-
statek je moZno po otoeni pravitka z nikresny odstranit doplnénim rayonu. Nedo-
statky Ize odstranit nebo aspoil zmirnit vhodnou dpravou pfistroje po technické
strance.

Obr. 110
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3. Kopirovaci mechanické pomiicky sestrojené na zakladé rozitépeni identity

V elementarni geometrii se pii definici homotetic vyluéuje kvocient homotetie
k =05 1. Je ziejmé, ze pro k =0 odpovida kazdému bodu 4, roviny homotetie jeden
a tyZ bod, stfed homotetie O,. P¥ibuznost ziejm& degeneruje. Pro k = 1 piejde homo-
tetic v identitu, 1j. kazdy bod roviny homotetic je samodruzny. Tohoto pfipadu je
mozZno uZit a upravit uvedené druhy pantografii v kopirovaci mechanické pomacky.

Necht je dana homotetie stfedem O, a kvocientem k = 1, coZ je identita roviny
homotetie (obr. 32 [7]). Tento pfipad homotetie nastane ziejmé tehdy, jestlize zakladni
rovina ¢ splyne s perspektivni primétnou n a tim Q-priméty, 4,, B,.... bodi
A, B, ... splynou s jejich perspektivnimi praméty 4., B, ...

Lze ukazat, Ze plati véty obdobné vétam uvedenym v pojednani o homotetii,
napf. véta Stevinova, véta o urdenosti soustavy jejim obrazem atd. ... Lze téZ zavést
dfive uvedené pojmy, jako rozstépeni identity, stéed perspektivity O a piimka perspek-
tivity o naleZejici slabé samodruZzné pifimee a, = a., samodruind pfimka x, ...
Uvedené pojmy nebudeme zvlast zavadét definicemi a platnost vét nebudeme doka-
zovat, nybrZ vyjdeme od identity jako specialniho piipadu homotetie.

Necht je dana identita A, = A, B, = B,, ... roviny © = 9. Vyjadiime ji homotetif
kvocientu k = 1 tim, Ze zvolime libovolny bod O, za jeji ,,stfed*". Tim jsou dany slab&
samodruZné piimky a; = a,, b, = b,,... — Rozit€pme tuto identitu otodenim
soustavy 4B, ... roviny ¢, o velikost dan¢ho uhlu y kolem ,,stiedu’ identity O,.
Rozstépeni je dano rozstépenim slabé samodruzné piimky a; = a. otoéenim @, do
polohy ay o velikost Ghlu y. Plati ddleZita véta o perspektivnosti bodovych fad a.,
aj jako dfive. Stied perspektivity O° obou Fad je nevlastni bod pfimky A4, pfimka
perspektivity o® naleZici slab& samodruzné pfimee a; = a, je 0*|| A{A,, samodruzna
pfimka x protilehla k stfedu O, = X je nevlastni pfimka roviny identity.

DualeZita je vlastnost pfimky perspektivity o naleZici slab& samodruzné piimce
a; = a, po jejim rozitépeni.

Véta 3,1.. PFimka perspektivity o ndleZici slabé samodruzné primce a; = a, je
rovnobéind s primkou A{A, = A{A,. Trojihelnik O,AA{ je rovnoramenny.

Diikaz spravnosti véty je na zaklad® identity 4, = A, zfejmy. Proto je moZno
fesit hned nasledujici Uilohu.

Uloha 3,1. Je narysovat obrazec A,B,C. ... shodny s danym obrazcem A{B{Cy ...,
aby napF. jeho strana A, B zaujala danou polohu. (Pozn.: Original ABC ... je vzhledem
k predeslym tvaham oznaden A[B{Cy ... Stejné oznadeni je v dalSich obrazech.)

ReSeni provedeme takto: ’

a) Zvolime stied O, a oznaime A, = A,., B, = B, ...

b) Otodime stranu A;B; o dany Ghel y do polohy A/B a sestrojime obrazec
A{B{Cy ... dfive narysovany.

¢) Spojime vrchol Cy se stiedem O, pfimkou ¢; a sestrojime stfedem O, pfimku
¢y = ¢, aby L C{0,C, = 7.
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d) Vzhledem k tomu, Ze A\C[{0,C, je rovnoramenny, vedeme bodem C{ piimku
C{C,, aby <10,C{C, = 90" — y/2. Bod C, = (¢, = ¢). C{C, ¥edi tkol.

Na ziakladé toho zhotovime kopirovaci pfistroj tvaru pravouhlého pravitka,
tvaru kruhové vysece, nebo jako pravitkovy mechanizmus, obdobné jak je nakresleno
v obr. 109, 29 [7], 110.

Prvni tvar kopirovaciho pravitka neni narysovan. V obr. 33 [7] je nakresleno
kosouhlé lepenkové nebo celuloidové kopirovaci pravitko tvaru kruhové vysede,
na némz je vyznaden smér piimky perspektivity body P, Q. PFi kopirovani obrazce
ABCD si pociname takto:

a) Zvolime ,,stied identity” O, a umistime obrazec 4BCD vzhledem k stiedu O,
do polohy A, B{C{D/ tak, aby byly spln¢ny 7adan¢ podminky. Pravitko centrujeme
v bodé O,.

b) P¥i sestrojeni bodu G, kopie otogime piistrojem, aby jeho hrana g byla inci-
dentni s bodem G = G| originalu a narysujeme podél druhé hrany g, = g, pfimku.
Vyznacime oba body P, Q na papiic rysu.

¢) Odsuneme pravitko a sestrojime piimku G{G.|PQ. Bod G, = (g, = g.).
GG je bod kopie.

Podobné pracujeme i s ostatnimi tvary pravitek. Bod kopie sestrojime jednim
nastavenim pfistroje, vedenim rvayonu a sestrojenim p¥imky rovnobézné s piimkou
danou dvéma body.

V obr. 111 je znazornéno totéz celuloidové pravitko s vyrytou soustavou piimek
rovnob&Znych se smérem piimky perspektivity o® || PQ. Pravitko je v poloze, pfi niz
se kopiruje bod 4.

Obr. 111
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Pii této konstrukci pravitka odpada jeho odsunuti po narysovani primky OyA.
a po sestrojeni rovnobézky 4;A.|PQ. Neni nutno rysovat ani pfimku O,A4,.

Pfi kopirovani obrazce 4BC ... si po¢iname takto:

a) Podle danych okolnosti umistime original ABC ... do patfi¢né polohy 4 B/Cy ...

b) Centrujeme pravitko a oto¢ime jim, aZ jeho hrana 0,Q = ay se stane incidentni
s bodem A = A originalu.

¢) Cteme kétu bodu A, , ktera v obr. 111 je 17, a vyznacime tuzkou bod A, o két& 17
na druhé hrang O,P = a, = a, pravitka. Tento bod A, fesi tkol.

Tak je v obr. 111 sestrojena kopie €asti terénu.

Obr. 112

Pravé tak je mozno uréit body kopie pomoci pravitkového piistroje znazornéného
na obr. 112. Pristroj obsahuje tfi pravitka, 'P, P, *P, z nich? prvni dvé& zastupuji
piimky Oy4, = a; = a., 0,A] = ay, tieti zastupuje piimku A{A.|[PQ. Ob& prvni
pravitka tvofi Ghel otofeni y, v némZ se daji upevnit $roubem O,. Pravitko 3P
je posunovatelné pomoci objimky U po pravitku 2P a plati pro n&: Ogd; = OyA,
nebo: 4,40, = 90° — y/2.

V této poloze se da upevnit Sroubem U.

Pfi kopirovani bodu 4 = 4, originalu si po¢iname takto:

a) PoloZime original obrazce do naleZité polohy, centrujeme pfistroj a upevnime
pravitka.
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b) Ototime piistrojem, az hrana pravitka 2P se stane incidentni s bodem 4 = 4
originalu.

c) Posuneme pravitko *P, aZ se jeho hrana stane incidentni s bodem 4 .

d) Vytkneme bod A, v prisetiku hran pravitek 'P, 3P, ktery fesi tkol.
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Pesome

TEOPUA CUCTEMBI JIOPEP U HEKOTOPBIX
MEXAHUUYECKNUX KOHCTPYKU WM [NTEPCITEKTUB
U TAPAJUJIEJILHBIX OIPOEKLUN

OPAHTUIIEK TABEJNKA

MexaHuueckie KOHCTPYKLUM MEPCnekTHB obpaluanu Ha cebst BHMMaHHE Mexa-
HUKOB, MaTEMAaTHKOB, TEXHHKOB M MAPYIrMX, WHTCPECYIOLUHMXCS ICPCHEKTHBOH BO
BpCMsi BCeTo ee pa3BuTis. [lepyuojy pacuBeTa 9THX KOHCTPYKIMI HAYHHACTCS B BOCMH-
JlecAThIX ToAax npouuioro seka, C Tex mop GbUIO CO3AAHO P MEXaHWYECKUX IIO-
cobuii 1 NpUCNoOcOOICHUIN, U3 KOTOPHIX HEKOTOpPBIE MO PA3/IMYHBIM IPUYHHAM HE
1IOJIyYWJId IPUMEHEHUsI, ¥ IPYrue, HA0OOPOT 3aHMMAIOT BHHMAaHHE COBPEMEHHBIX
cnenuanuctoB. K uncay 9THX KOHCTPYKUMA NPHHAJUICKHMT KOHCTPYKIMS IepCreK-
tuBbl Opene [6] nonyuuswias npusnanve K. Baprens [1] n C. A. CmupHoBeiM [2].
Ovuepk 5TOi Teopuu npuBelieH B cTathbe [7].

OCHOBOIi 3TOi KOHCTPYKIMH SBJACTCS CHCTEMA, COCTOSLAst W3 LEHTPA MPOEKTH~
poBanus O, OCHOBHOH IPOEKLUMOHHOMN IIOCKOCTH 7, OCHOBHOI TJIOCKOCTH @ KOTOPhIE
YIOBIETBOPSIOT yenoBusm: O ¢ n, O ¢, n L 0.

Briepsbic a1y cuctemy uccaenosanu JI. bamucma Aavb6epmu u ocobenno A. Jiopep
M II03TOMY OHa HOCMT Ha3BaHue cucTems! [ropep. B Hacrosimeit paboTe moxasbi-
BaeTcsl, YTo cuctema Jlropep siBisieTCst SKBUBATICHTHOM NEPCIeKTUBHOMN KOJIMHealueit
B IJIOCKOCTH 7T MEXJY TePCHEKTHBHOM NPOEKuyell OCHOBHOI TIOCKOCTH @ U MOBEP-
HYTOM IIJIOCKOCTH @ BOKPYF OCHOBHOM IIPAMOil B HPOSKTHBHYIO IUIOCKOCTH 7. DTOT
TIOBOPOT MOXHO 3aMEHHTh ONPEAETCHHON TapajieNbHOH NpPOeKLHed, KoTopas
B paboTe Ha3LIBACTCS NMpoeknmeit €.

Bapresie 1 CMHPHOB NPUBOJST OCHOBEI Teopuu [lropep — cucteMsl (Tepernek-
THBHAs KOJIHHEALUs! B TUIOCKOCTH 7). ABTOD HacTosiIell paGoThl 0603HAYaeT OCHOB~
HblE onepalMi KoHcTpykuun dpexe, nepeBos nepenekTuBHON koiuneanueit (o6pa3
cictemb!l [ltopep) B 0OLIyl0 KOJMHEALMIO, C MOMOLISIO MOBOPOTA JIBYXMCPHOTO
YOSt @y BOKPYr LEHTPA MNEPCIIEKTUBHON KOJMHEAUMM HA IIPOM3BOJIbLHBIA yroJ
y & 0°, 180° paspvigom nepcnexmusnoii koauneayuu [7]. ABTOp pa3BHBaEeT TEOPHIO
cuetemsl Jlropep M pasnmyaeT y Hee TPU poja: a) mepsas cuctema [lropep (d < v),
6) Bropas cucrema [iopep (d = v), ) Tperbs cuctema Hiopep (d > v). Beogur
Taxue HOBBIC MOHATHS, KaK NPAMAA NEPCNEKMUGHI, UHBAPUAHMHAA MPOiiKa a,, df , 0°,
OKPYAHCHOCMb NEPCHEKMUBHI, 2PpAHUYHbIE MOYKU U NpAMble, Hanpasidiowjee Konudeckoe
ceuenue v T. n. Ha ocHOBe JTOW TeOpHH NpeayaracT HEKOTOPbIC MEXaHHYCCKHE
TIPUCTIOCOGICHHS TIEPCTIEKTHBL! B BUIE NEPCHCKTHBHOM JMHENKH, NPOCTHIC, JIETKO
VBTOTOBJIIEMbIE H TIOITOMY JICIUeBbIC, Koiuneozpagh w nepcnekmozpagh. Onpenenser
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YCHOBHS JUISl PA3iIMUBbIX TONOKEHWH NPSIMON TEPCHeKTUBbI H, OCHOBBIBASCH HA
3TOM, CMOJXET JIMHEHKaM 3apaHee NpUAaBaTh PasiMyHbie GOpPMbIL.

Teopuu cuctempl Jropep Nepenek THBHOIO MPOSKTHPOBAHUS PACHIMPSET HA TEOPHH
HapajebHOTO NPOSKTUPOBAHUS H HA TEOPHH TOMOTETHH M NPEJIOraeT HEKOTOPbIe
apunozpaget, akconozpagvt v nanmoezpagsl. OCOOBIH CIIyHall FOMOTETHH SBISETCS
HICHTETUYECKMM, M TEOPHS HA OCHOBE KOHCTPYKIMH PpeHe MPUBOAUT K MPEATOKe-
HUIO HEKOTOPBIX KONUPYIOWUX RPUCROCODACNUI.

Hano 3aMeTHTDb, YTO BCE NPHBEACHHBIC MEXAHMUECKMC NPUCTIOCOBIEHNS HMEKOT
TOT Xe TeopeTHdecKni (hyHaaMeHT.

Zusammenfassung

THEORIE DES DURERSCHEN SYSTEMS
UND EINIGER MECHANISCHEN PERSPEKTIV-
SOWIE PARALLELPROJEKTIONEN

FRANTISEK HAVELKA

Mechanische Konstruktionen von Perspektiven fesselten scit jeher dic Aufmerk-
samkeit von Mechanikern, Mathematikern, Technikern und anderen Interessenten
fiir die Perspektive wihrend ihrer ganzen Entwicklung. Die Bliitezeit dieser Konstruk-
tionen beginnt in den achtziger Jahren des vorigen Jahrhunderts. Seit dieser Zeit
wurden mehrere mechanische Hilfsmittel und Apparate konstruirt, von denen
manche in Vergessenheit geraten sind, andere im Gegenteil sogar noch die Auf-
merksamkeit zeitgendsischer Fachleute erregen. Zu diesen Konstruktionen gehort
die besonders von K. Bartel {1] und S. A. Smirnov [2] geschitzte Fresnaye-Per-
spektiven-Konstruktion [6]. Im Artikel [7] ist ein Abriss ihrer Theorie zu finden.

Die Grundlage dicser Konstruktion bildet ein aus der Mitte der Projektion O,
aus der Projektionsebene 7 und der Grundebene ¢ bestehendes System. Das System
erfiillt folgende Bedingugen: O ¢ 7, O ¢ ¢, n L p. Als erster befasste sich mit diesem
System L. Battista Alberti und besonders Albrecht Diirer, nach welchem das System
benannt wurde. In dem vorliegenden Artikel wird gezeigt, dass das Diirersche System
dquivalent ist mit einer perspektivischen Kollineation in der n-Ebene zwischen der
perspektivischen Projektion der Grundebene ¢ und der gedrehten Ebene ¢ in die
Projektions-Ebene n. Diese Drehung ldsst sich durch eine Parallelprojektion, die
Q-Projektion, ersetzen.

Bartel und Smirnov berichten iiber die ersten Grundlagen der Theorie des Diirer-
schen Systems. Der Verfasser des vorliegenden Artikels entwickelt diese Theorie
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weiter, fiihrt eine Reihe neuer Begriffe, wie zum Beispiel die Zerspaltung der perspekti-
vischen Kollineation, die Perspektivitits-Gerade, das invariante Tripel a., a{, o°
den Perspektivititskreis, die Grenzpunkte und Grenzgeraden, den Leitkegelschnitt
u. dgl. Er unterscheidet drei Arten des Diirerschen Systems: d < v, d = v, d > v.

Auf Grund dieser Theorie entwirft der Verfasser einige perspektivische mecha-
nische Hilfsmittel in der Form von perspektivischen Linealen, einfache, leicht zu
konstruirende und mithin billige Kollineo- und Perspektographen. Er bestimmt die
Bedingungen fiir die verschiedenen Lagen der Perspektivitiits-gerade und auf Grund
dessen kann er den Linealen im vorhinein verschiedene Formen geben.

Er erweitert die Theorie des Diirerschen Systems der perspektivischen Projektion
in die Theorie der Parallelprojektion, sowie in die Theorie der Homotitie und entwirft
einige Affino- und Pantographen. Einen Sonderfall der Homotitie stellt die Identitét
dar, deren Theorie auf Grund der Fresnaye-Konstruktion zum Entwurf einiger
Kopierhilfsmittel fiihrt.

Es wire hinzufiigen, dass alle angefiihrten mechanischen Konstruktionen dieselbe
theoretische Grundlage haben.
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