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1968 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 27

Katedra ické analyjzy pirirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: M#. prof. RNDr. Miroslav Laitoch, kandiddt véd

LINEARN{ POSLOUPNOSTI

MIROSLAV LAITOCH
(Doslo dne 25. ledna 1967)
Vénovdno p. prof. dr. O. Boriwkovi k 70. narozeninam

Linedrnimi posloupnostmi budeme v tomto ¢lénku nazyvat prvky jisté pod-
mnoziny mnoziny viech posloupnosti redlnych &isel, a to posloupnosti, které
jsou uréeny rekurentné predpisem (p) v definici 2.1. Ukazuje se, Ze tyto po-
sloupnosti tvori linedrni prostor nad télesem redlnych éisel. UvaZuje se zvIasté
podmnozina tzv. specidlnich linedrnich posloupnosti a jisté linedrni zobrazenf
téchto posloupnosti do sebe. Charakteristickd rovnice linedrniho zobrazenf
umoziiuje pak ukizat na vyznam vlastnich prvki linedrntho prostoru v tom
zobrazeni, jimiZz jsou jisté geometrické posloupnosti, které tvori bézi linedr-
nfho prostoru.

Mnozina vSech specidlnich linedrnich posloupnostf je mnoZina vSech FeSeni
jisté linedrni homogenni diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty, defino-
vanych na mnoziné viech piirozenych &isel.

1.UVODNI POZNAMKY

a) Necht P znadf mnoZinu vSech pfirozenych &isel a R mnozinu viech reél-
nych &isel.

Redlnou funkei 2(f) definovanou na mno#iné P nazyvédme nckonednou po-
sloupnosti, strutné posloupnosti s n-tym ¢clenem z(n), n € P. Misto x(n) pi-
eme struéné z, . Cislo 7 nazyvime indexem. Pro posloupnost s n-tym &lenem z,
pouzivime nésledujicich symboli a zépisi: {z,},-, nebo {z,}¥ nebo jen {z,},
je-li ziejmé, Ze n je index. Také piSeme: {&,} = 2,. 2,, a5, ... nebo {z,} = x,,
R N

b) Zvlastni piipady posloupnostf. Je-li 2(¢) = ¢, potom posloupnost s n-tym
¢lenem a, = ¢ pro kazdé n € P se nazyvd staciondrni. Zapisujeme {c};.,.
Je-li @(t) = 0, potom posloupnost m4 kazdy ¢len roven nule a nazyvé se sta-
ciondrni nulové. Zapisujeme {0}, .

¢) Rovnost posloupnost{. Rekneme, %e dvé posloupnosti {x,} a {1,} se sobd
rovnaji, jestliZe pro kazdé n € P je , = y,. Rovnost dvou posloupnosti zapi-
sujeme symbolicky {z,} = {y,}.

d) Zapis {x,}5_, znamend uspofddanou p-tici redlnych &isel (xi,...,x,).
Rovnost {z,}7 = {y,}} znamend, %e je x, =y, pron = 1,2, ..., p.
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2. OBECNE LINEARNI POSLOUPNOSTI

@) Piedmétem nasich dvah budou posloupnosti redlnych éisel definované
rekurentné nasledujicim predpisem.

Definice. Bud ddana posloupnost uspotddaniyjch p-tic redlnyjch ¢isel (o, . ...
)y 1 - pritem? predpokladdame o, # 0 pro kazdé v, p 2 V. Ke kaZdé usporddané
p-tict redlnyjch éisel {a,\p pFiFadime posloupnost {x,}7 definovanou rekurentné
predpisem

(p) Wy g Xpby = Oty b

prov = 1,2, 3.....

Posloupnost {x,} nazyvame, obecnow linedrni posloupnosti, kterd je wréena
usporddanou p-tici redlnych Cisel (a,, ..., a,) a predpisem (p).

b) Oznacime M mnozinu vSech obecnych linedrnich posloupnosti uréenych
vemi moznymi uspoiddanymi p-ticemi redlnych ¢isel a predpisem (p).

¢) Ptiklad. Do mmoziny M patii napf. staciondrni nulova posloupnost {0}.
kterd je uréena usporddanou p-tici {a,}1, kde a, = ... = a, = 0 a predpisem
(p)-

11) Véta. Budte {x,} a {y,}7 posloupnosti = M. Potom plati {x,}{ = {y,}7
prave kdyz {x,}} = {y,}}.

Dukaz. Je- ]l { x,}y = {y.}{. potom pro kazdé piirozené u plati rovnost
&, = y,. Tim spie plati tato rovnost pro prvnich p ¢lenit posloupnosti. Tedy
e h = {w4-

Naopak. je-li {x,}} = {y.}{. plati rovnost

Y=, (2.1)
pron = 1.2..... p. Ukdzeéme. ze rovnost plati pro kazdé prirozené ¢islo. Dikaz
provedeme matematickou indukei. Pro prvnich p piirozenych &sel rovnost
(2.1) plati. Predpokladejme, #e rovnost plati az po néjaké n (= p) véetné.
Ukédzeme, Ze rovnost plati i pro n - 1.

Vskutku, polozime-lin -+ 1 = p - », mzeme psét x,; = : |

v
Lptw L
o, = ey b Gl = Ype = Yyt dk/f' {f,.}l = {l/,m .

3. LINKARNI PROSTOR OBECNYCH LINEARNICH POSLOUPNOSTI

V mmnoziné M definujeme scitani posloupnosti a nasobeni posloupnosti
realnym ¢islem a to tak. Ze utvoieny soucet resp. soudin je opét prvkem mno-
ziny M.

@) Dohm((\ Budte {x,}. {y,} € M. Souclem posloupnosh {x,,} {y,} rovumzme
posloupnost {x, -+ y,}. Pro operaci séitani p P +.
MaZeme !wfg/ psul

b =

b) Definice. Bud x, & M ac ¢ R. Ndasobkem posloupnosti {x,} &islem ¢ rozwmime
poslowpnost {cx,}. Pro operaci ndsobeni posloupnosti Eislem poufivime symbol . .
Mazeme tedy psdat

o Aw T = {ewa )i
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c) Véta. Jsou-li fw}, {ypeM a ceR, polom také ({w,} + {y,}) e M.
o {ape M

de&z 07méime li {,}+ {,} = {z.}, potom je 2 =2, —+v Y, pro n =
=1,2 ... p ..apro v =123 . jeZn = T+ Ypre = (@i +
+ ot ) + (%0 Ypip—1 + - + "‘pv.%v) = o, (Tpty1 + yp'\“v"\) +

+ 1111}(‘1 + 4 = otz o + Opay

Posloupnost {z,} je tedy uréena uspomd&nou p-tici {z,}? a predpisem (p).
tedy {z,} € M.

I’odobné, oznadime-lic . {z,} = {z,}, potom jez, = cx, pron = 1,2,...,p, ...
aprov =1,2,3,...jez,, = cz,,;,, = (@, Tpiy—1+ oo F0,2,) = 0, (0T, 4,—1) +
+ ...+ ocp,(cx ) = Rty T+t a2,

Po%loupnost {z,} je tedy urcena usporadanou p-tici {z,}% a piedpisem (p).
tedy {z,} € M.

d) Ptiklad. Protoze zvlasté (—1) € R, patii spolu s posloupnosti {,} i po-
sloupnost (—1) . {#,} = {—=,} do mnoziny M.

e) Véta. Operace séitini posloupnosti je k tati

fod + {od = o} + {=}

i, 4j. plaii

a je asociativei, lj. plati
(ol 4+ ) + &) = {m) + (v + 20

pro {z.}, {y.}, {z.) € M.
Dikaz komutativnosti. Je {x,} + {5} = {z, + y.} = {n, + @} = {g.} +
+ {,}, nebot sc¢itani realnych disel je komutativni.
Podobné se dokaze asociativnost.

f) Véta. Bud {0} € M staciondrni nulovd I t. Polom plati

{0} + {o,} = {w,}
pro kadow posloupnost {x,} € M.
Dikaz. Je {0} + {x,} = {0 + 2,} = {x,}.
g) Véta. Ke kaZdé posloupnosti {x,} € M existuje v M posloupnost {—au,}

a pro né plati ¢ V4 ) = ()
—, x,} = {0}.

Dikaz. Existence posloupnosti {—=,} v mnoziné M je zarudena (viz pri-
klad 3.d.) a déle zfejmé je {—uz,} + {2,} = {—=, + 2,} = {0}

h) Definice. Posloupnost {—w,}, o niZ je ie¢ v piedchozi vété 3.g., se nazjvd
opaiénd & inversni k posloupnostt {x,}.

1) Véta. Mnofina M vsech obecnych linedrnich poslowpnosti, kieré jsou wréeny
vdemi usporddanymi p-ticemi redlnych &isel (ay, ..., a,) a pfedpisem (p), tvori
vzhledem k operaci séitani posloupnosti komulativni grupu. Jednotkoviym prokem
je staciondrni nulovd posloupnost.

Dukaz. Pfedné se snadno nahlédne, Ze M je neprizdnd mmozina. V M je
dédle definovana rovnost a podetni operace séitdni, kterd ke kazdym dvéma
posloupnostem z M pFifazuje opét posloupnost z M jako jejich soucet. Ope-
race séitani je komutativni a asociativni. V M existuje jednotkovy prvek {0}
a ke kazdému prvku i prvek inversni. M je tedy komutativni grupa.
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j) Véta. Budte {z,}, {x,} € M, a, b, 1 € R. Potom plali

@) a. ({o,} + ) = (@ {z.}) + (@ {y.}):

) (@ + b) {u,} = (a - {z.}) + (b - {z.}):

) ab {z,}) = (ab) . {x,},

o) 1. {z,} = {z,}.

Diikaz. Tvrzeni se dokdZou pHmym vypoétem. Mdme ad o)

a. ({x} + o) = a {o, + v} = {al@, + 9,)} = {az, + ay,} =
= {az,} + {ay,} = (@ . {x,}) + (@ - {m.})-

Podobné postupujeme v piipadech g)—d).

k) Véta. MnoZina vdech obecnyjch linedrnich poslowpnosti, které jsow urdeny
vdemi usporddanymi p-ticemi realngjch Eisel (ay, ..., a,) a predpisem (p), tvoFt
nad télesem redlnych &isel R linedrni prostor. Grupovou operaci je séitdni po-
sloupnosti. Vnéjsim ndsobenim je ndsobeni posloupnosti redlnym Eislem.

Dukaz. Mno#ina M je linedrnim prostorem, nebot je aditivni komutativni
grupou vzhledem k operaci s¢itdni posloupnosti, v niz je ddle definovéno na-
sobeni posloupnosti redlnymi ¢isly, které md vlastnosti a—49 uvedené v pied-
chozi vété 3.j.

4. ZAVISLOST A NEZAVISLOST OBECNYCH LINEARNICH
POSLOUPNOSTI NAD TELESEM REALNYCH CISEL B

a) Véta. Budte ky,....k, € R a {ay,}n.q, ..., {@)ny € M. Polom také po-
sloupnost {y,} € M, kde y, = kyxy, + ... + ka,, pron =1, 2, 3, ....

Dukaz. Tvrzeni véty je dusledkem vét 3.c. a 3.e. Snadno se nahlédne, Ze
posloupnost {y,} je uréena uspofddanou p-ticf {k,z,, + ... + ka,,}b.; a pled-
pisem (p), tedy {y,} € M.

b) Definice. Posloupnost {y,}, o niZ je fe¢ v predchozi vété 4.a., nazjvdme li-
nedrn kombinaci s konstantnimi koeficienty ky , ..., k, posloupnosti {xy,}, ..., {2,,}.

¢) Definice. Budte {21,}% 1, ---, {T, )01 € M. Rekneme, %e tyto posloupnosti
jsou linedrné zdvislé (nezdvislé) nad télesem redlnijch ¢isel R, existwje-li (me-

existuje-li Zddnd) takovd r-tice &isel ¢y, ...,c, € R, ¢} + ...+ ¢ > 0, e plati
oy A2 ter te 6 At = {0
V pripadé linedrni nezdvislosti to i, Ze predchozi rovnost je splné
jen v pFipadé ¢y = ... =c¢, =0

d) Véta. Necht {21,}m1, -+ {Zpnin-1 j& P posloupnosti z M a necht c,, ..., ¢,
jsou redlnd ¢isla. Potom platt

L N N L {Zptn1 = {0}pa (4.1)
L T I T

Dikaz. Tvrzeni véty plyne z véty 2.d., nebof leva strana rovnosti (4.1) je
posloupnost

pravé kdyZ

{ex@yy 4 o0+ Ctpnin € M.
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¢) Véta. Posloupnosti {xl,,},,_l, cos @pptamy € M jsou linedrné nezdvislé nad
télesem redlnyjch Eisel R pravé kdyz determwumt |2y |, 6 k= 1,2,...,p, je rizny
od nuly. Piitom je
Ty e Ty
&y | =] : s L,k=12..,p

Tpy + e Ty

Dikaz. Necht {z,,}, } jsou linearné nezévislé posloupnosti z mnoziny
M na,d R. Potom plati vzh{mdem k 4.c. a 4.d. rovnost ¢; . {&,}0_, 4 ... +
{%pn}h1 = {0}2., pravé kdy% ¢, = ... = ¢, = 0. M4 tedy mit sousta.va
lmeémi Iil rovnic
iy F oo A Gy = 0,
: P (42)
Ty F een €T, = 0,

jen trividIni fedeni. To nastane, kdy% determinant soustavy D, # 0. Ale v nafem
piipadé je D, =layl,t, k=12, ...,p.

Naopak, je-li |2y | #0, 4, k= 1,2, ..., p, potom soustava (4.2) md jen
trividlnf YeSenf ¢, =...=¢,=0 a posloupnostl {Tinfmmts oo {Epnime1  jSOU
linedrné nezdvislé nad telesem redlnych ¢éisel R.

f) Priklad. Bud déna posloupnost usporddanych p-tic redlnych &sel {(«,,, ...,
o)y, kde oy, =...=a,, =0, a,, =1 pro kazdé », p = 1. Potom p
usporadanymi p-ticemi realnych &isel {z;,}2_,,7=1,2,...,p, kde z;, = &,
(8;, = 0 pro ¢ #n a &, = 1 pro 7+ = n), a predpisem (p) jsou uréeny tyto
posloupnosti

{&y} =1,0,0,...,0,0,1,0,0,...,0,0, ...

kdea, =L 2= ...=2, =08 2y,4, =2, prov=1,2,3, ...
{2} =0,1,0,...,0,0,0,1,0,...,0,0, ...

kde ay, = 1,2y = 233 = ... = T, = 0 & gyt = Ty, prov = 1,2, 3, ... atd. a
{#,} = 0,0,0,...,0,1,0,0,0,...,0,1,...

kdew, = ... = 21 = 0,2, = law,, =x,prorv=1,23,....

Tyto posloupnosti jsou linedrné nezivislé nad télesem redlnych &isel B, nebot
p-Fady determinant

10...0
01...0
lzgl=(:: : :|=L
00...1
g) Véta. Jsou-li - posloupnosti {xy,}n-1s > {Tp )., € M linedrné nezdvislé

nad télesem redlnych ¢isel R, potom pro kazdé n=1,23, .. jep-Fady de-
terminant
Z1n "flnﬂ BE x.ln*p—l

Tpp Tppt1 +++ Tpnipy
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razny od nuly a naopak. Pritom plati

| o™ ‘rln SRR f"lnip 1 I 1
! Do N ! = (—-1)t" V-1 ,11) %y L x|, (4.3)
[ @y Tppiy wee Lpyipt |

kde determinant |2, |4, k = 1. 2, ..., p, je definovin ve vété 4.0. a xyy = 1.

Dikaz. Spravnost vzorce (4.3) dokdZeme matematickou indukei. Pro
n = 1 je vzorec hpr{wny" podle predchozi véty 4.e., nebot determinant | x;; |,
i,k = 1,2, ..., p.jerazny od nuly. P edpokladc]mo tedy, Ze vzorec (4.3) plati
pro néjaké n ( g 1). Ukdzeme, 7e je spravny i pro n + 1. Mdme

Tyt Tapbe - Ixmp! !-Turi'l Tyty o Cp@rp b 0‘»..”17.‘
. . L 1l . -
1171114'! Lppta oo Lppty | Lpntr Tpyty oo Epp@ppip-1 + . - Oyt 7m1
™
Ty - 771"0;» || n
= -1 : .' : _ (p-1
= (=1, | = (1) ’H oy | @i 1.
[y eoe putp -1 |

Naopak, je-li determinant na levé strané vzorce (4.3) pro kazdé » = 1, 2,
3. ... rizny od nuly, potom téZ determinant | .’1:;(. {, k=12, ..., p,jerizny

od nuly, nebof a,, # 0 pro kazdé n = 1. 2, 3, o, = 1.
k) Véta. Jsou-li {x,}n ;. . {x,,,,}" €M lmeame nezamsle posloupnosti
v por‘tu P, polom knida poaloupnost {1/,, Yy € M se dd vyjadrit jako jejich linedrni

imi koefici > R

Dukaz Hlede]me konstantv ll. ... Ay € R tak, aby platilo 4, . {0 +

A Ay A2 = e 1. K urdeni A, -ovy Ay, podle véty 2.d.. pouzi-
J(‘Ine P rovnic

My o A = Y

Ay, + e A Ay, = Yy

Determinant soustavy _](* roveu determinantu |y, |, 4, k = 1. 2, ..., p, takie
pro koeficienty 2;, 7 = 1, 2, ..., p. dostdvidme vyjidieni
e T Y it -

i
|-
|
|+

Ty -

i-1p Yp Lit1p -

A, =

i

e
i) Véta. Linedrni prostor M vsech obecngjch linedrnich posloupnosti, které jsou

uréeny vemi usporddanymi p-lticemi redlngch &isel (o, ..., a,) a predpisem (p),
je dimense p.

Dikaz. Tvrzeni vyplyvi z predchozi véty 4.h.
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5. LINEARNf ZOBRAZENI MNOZINY M

a) Véta. Je-li {x,}5., € M, potom také {x,i1}n., € M.

Dikaz. Ziejmé, nebot {z,+} je uréena usporddanou p-tic (xz, --., Tpi1)-
kde x,4, = ayx, + ... + ®,,%;, a piedpisem (p).

b) Definice. Necht M je mnoZina vech obecnyjch linedrnich posloupnosti
uréengjch véemi usporddangmi n-ticemi redlnyjch &isel a predpisem (p). V. mno-
%iné M definujeme zobrazeni </, které kaidé posloupnosti = M piiFazuje opél
posloupnost z M takto:

T o = {Tpifaa1-

c) Véta. Budle {x,}, {y,} € M a c € R. Potom plati:

@) (@adnos + Wabnr) & = {Zhar + ada-rs

B) (e Az }-1) A = c. ({@,}g1).

Dikaz. Médme ad «):

(@ wer + Waknn) & = {2, + Yolper =
= {%un1 + Yuthaer = Eutifn-r + Wntidnr =
R AT

Podobné postupujeme ad p).

d) Véta. Zobrazeni o/ je linedrni zobrazeni linedrniho prostoru M do sebe.

Dikaz. Tvrzeni plyne z predchozich vét 5.a., 5.c.

>

. SPECIALNI LINEARNI POSLOUPNOSTI

Budeme se zabyvat ddle linedrnimi posloupnostmi, které jsou definoviny
rekurentné zvlastnim pFipadem predpisu (p).

a) Definice. Bud ddna usporddand p-tice redlnyjch &isel (ay, ..., a,), priCemZ
pfedpokliddme o, # 0, p 2 1. Ke kasdé usporidané p-tici redlnyjch CEisel
@y, ..., a,) pfitadime posloupnost {x,}n_, defi rekurentné predpisem

Ty =Gy, e, Xy = @, Tpy = &byt F oo 0T, (p*)
prov=1,23,....

Posloupnost {z, talni linedrni poslowpnosti, kterd je uréena

} nazjodme_sp

usporddanou p-tict redlnych &isel (a,, ..., a,) a predpisem (p*).

b) Oznadime M* mnoZinu viech specidlnich linedrnich posloupnosti, které
jsou urdeny viemi uspofddanymi p-ticemi redlnych ¢&isel a prepisem (p*).

Je ziejmé, Ze vSechny tvahy provedené pro obecné linedrni posloupnosti
lze provést i pro specidlni linedrni posloupnosti, takie v8echna tvrzeni o obec-
nych linedrnich posloupnostech plati i pro specidlni linearni posloupnosti.

¢) Véta. Bud {z,},., posloupnost komplexnich &isel, kterd je urdena uspordda-
nou p-tict komplexnich isel {z,}%., a pfedpisem (p*). Necht z, = x, + 1y, pro
kaZdé n € P. Posloupnosti {,}n., @ {y,}n-1 Jjsou redlné posloupnosti z M* a jsou
uréeny usporddanymi p-ticems redlngjch &isel {x,}R_; resp. {y,}2_, a predpisem
(*)-

Dukaz. Je

Zpty = fpty—1 oo T X2,
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neboli
Tpin + Wpiy = @i+ Wprr) o o, +dy,) =
= (@i e aRy) gy e o).

7 rovnosti komplexnich ¢isel usuzujeme, Ze plati

Tpiy = iy + o oy,

Yo = Calfpiyt + ooe 0, pro » = 1,23, ...,
takze {x,}, {y,} € M* a jsou urceny uspotddanymi p-ticemi {x,}2 | resp. {y,}? ,
a predpisem (p*).
d) Definice. Bud {x,} € M*. {x,} > {O} a necht pla,h {1,,},, A = (@ hn
kde s € R. Posloupnost {x,}n., 7 astni p ti v zobrazeni .d

e) Véta. Je-li {x,} € M* vlastni po.sloupnost v zobmmm.x% . potom je s kofenem
tzv. charakteristické rovnice

87—y — = 0. (r)

Dukaz. Je-li {x,} € M* vlastni posloupnost v zobrazeni .&Z, potom je
{xgm o = s . {x,}n , neboli {x,}, , =s.{z,},.,. Tato rovnost nastane.

vzhledem k vétam 2.d. a 3.c., plati-li rovnosti x;4, = sz; pro 7 =1, 2, ...,
p. kde w,4 = o, + ... + ax;. Odtud postupné dostavame: Xy = STy,
Ty = 8%y, ..., &, = sy a konecne a,s"z, + ...t e Py = sPx, .

Anululeme -li posledni rovnost, vidime, Ze s hov1 rovnici @y (P — oysP 1 —
-— — a,) = 0. Protoze x; # 0, hovi s charakteristické rovnici (r).
f ) \ &ta. Bud sy #0) jednoduchy redlny koten chrakteristické rovnice

8 —oysPt— . —a, =0, o, # 0. (r)

potom geometrickd posloupnost {sy~'}i_, je vlastni poslowpnost v M* v zobrazeni .o/ .
Dukaz. Ukazeme napfed, %e posloupnost (sp='} je z M*. Zndsobime-li
rovnici (r) ¢initelem s"-1(+£0), dostaneme po tpravé rovnici

T AL e NP T (6.1)

Dosadime-li do rovnice (6.1) za s kofen s,. prejde rovnice v rovnost. Oznadi-
me-li s§7! = z,, potom pron = 1,2, ..., piex, = sp~! aprov =1,2,3,...Je

Lty = SHIV 1 = ulsﬁ“ 24t s(, = y&pty—1 + ... -+ o, Posloupnost
{8" 1} je tedy urena uspmadanou p-tici {é,’,‘ ., a pledplsem (p*). tedy
{sn~ ‘} € M*.

Dale snadno nahlédneme, Ze {s§ '}i_ .o/ = {si}e | = s, .{su '} . takZe
posloupnost {s§ -1} je v zobrazeni .o/ vlastni.

g) Véta. Bud s, (#0) jednoduchy kompleani koien charakteristické rovnice

sty = 0., # 0, (r)

potom redlné posloupmosti {| s, "1 cos (n — 1 arg so)}% . {i sy 1" ' sin (n —

— 1 arg so)}v | jsou posloupnosti = M*.
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Dikaz. Znésobime-li rovnici (r) ¢initelem s*-! (3£0), dostaneme po Gpraveé
(6.2)

rovnici
PV L = ggiv- o, -1
Dosadime-li do rovnice (6.2) za s kofen s,. prejde rovnice v rovnost. kterou

muZeme napsat v této tpravé

| 8 [P+"-1(cos p - v — Larg s, + i sin p + v — 1 arg s,) =
= o, |8, P+~ (cos p + vy — 2args, - isinp + v — 2args,) +
+ oo, 18 (cos » — 1 arg s, -+ @ sin y—1 arg ).

Tato rovnost je splnéna, pravé kdyz jsou splnény nédsledujici dvé rovnosti

|v-1

| sg Pt Leosp 4+ v — 1 arg s, =

=0y 8, P 2cos p + v — 2arg sy + ... - &) 8o "1 cos v — 1 arg s,
a
| 8o [PH-tsinp 4 v — L arg s, —
Larg s,.

[Pir 2sinp 4 v — 2arg sy + ...+ a, |5 siny
2, ...p

I

= 04l So |
Oznagime-li | s, ["~1 cos n — 1 arg s, = @, potom je pro n = 1. 2,
2y, = | 8y Pleosn — Larg s,
aprov=1 23, ... je
Typiy = | 8o [PH71 coaﬁf 1args, =
[*"teosr— 1 args,

= oty [8 "2 cos }{?Tlf'z' arg sy + ... oo, [ 8|
= 0y E o Ty
Posloupnost {| s, ["* cos n — 1 arg s,}o, je tedy uréena usporidanou p-tici
| 89 "1 cos m — 1 arg sofh ., a piedpisem (p*), tedy je z M*.
Podobné postupujeme i ve druhém piipadé.
h) Véta. Bud s, k-ndsobnij kofen charakteristické rovnice
a, 7 0, (r)
(n — 1% Ash-1e jsow po-

n—11% )
(U e |

J] P -1 -
S ol L — ey, = O

potom poslowpnosti {s§="}r , { s

sloupnosti z M*.
Dukaz. Pouzijeme zndmého vzorce z diferenéniho podtu:

S+ n) = (1 + Arfo).

Bud 0 £ j = k1. Plati tyto rovnosti

y— 1) = (v —1 + p) =
= 1)+ @) A = 1) 4 G) A — 1) o @) A1),

(p +



pP+rv—2=0—14+p—1)=
== 4 () Ay — 1) + (7)) A2 — 1) + ... +
+ G 40y — 1Y,

v =(r—1+1)y=
= (v— 1) 4 () A(» — 1Y,
(v — 1y = (v — 1)i.
Zngsobfme-li prvni rovnost sp+*-!, druhou —oysht¥-2, ..., piedposledni

—ot,-4% & posledni —a 5571 a seSteme-li je, dostaneme rovnost

P+ r— D s —ay(p v — 2 it

vy — ap(v — 1) 857t = 0, (6.3)
nebof &initel u A%y — 1)/ pro i = 0, 1. ..., k— 1 na pravé strané je roven
nule; vskutku, je

S50 o — 7)o — . — () ] =
sy

= ) o (P S — ) = Py),
kde P je leva strana charakteristické rovnice a P® znadi jeji i-tou derivaci,
kterd je pro i =0, 1, ..., k— 1 v bodé s, rovna nule.

Ze (6.3) plyne

B4y — 1)t = ayp 4 v — 2 4
+ a8y 4 oy (v — 1) g5t

prov = 1,2, 3, ..., takie {n — Lis§-1}%_, € M*, kdyz jsme polozili p + » = n.

1) Pozndmka. Ponévad charakteristickd rovnice (r) méd redlné koeficienty,
tak vidy spolu s k-ndsobnym komplexnim kofenem s, = s; -+ 15, ma i k-nd-
sobny konjugovany komplexni kofen §, = s, — is,.

Na zdkladé véty 6.c. usuzujeme, Ze plati nésledujici véta.

j) Véta. KaZdé dvojici komjug gch komplexnich koveni. charakteristické
rovnice (r) ndsobnosti k odpovidd k dvojic redlnyjch posloupnosts z Ziny M*.

Je-li tedy s, k-ndsobny komplexni kofen charakteristické rovmice (r), potom
rediné posloupnosti

{18 I"1 cos m — 1 arg so¥u-1+ {I's "V sin n — 1 arg so}%.,,
{n—11s, " cos n — L arg so}e.,,
{n— 1) "1 sinn — 1 ATg 8} Fur s +vr s (M — 1¥-1] 5o|"=1 cos m — 1 arg seYn,.
{n

jsou posloupnosti z M*.

15-1] 8y ["~18in m — 1 arg so).,
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7. DALSI VETY O SPECIALNICH LINEARNICH POSLOUPNOSTECH

a) Véta. Necht charakteristickd rovnice
¥ — ot — ... —a, =0, a, #0, (r)

md m,-ndsobnyj kofen s;, my-ndsobny koten s,, ..., m,ndsobny kofen s, pFidem%
my + ...+ m=p, kde s; (i =1, ..., k) jsou navzdjem rizné redlné kofeny.
Potom posloupnosts

{1 n— Py, e — IS

{st e {0 — 15 s oo {n — I i,

patti do M* a jsou linedrné nezdvislé.

Dikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé a plyne piimo z véty 6.h. Dikaz o nezé-
vislosti FeSeni provedeme sporem. Piedpokliadejme naopak, Ze uvedené po-
sloupnosti jsou zdvislé, tedy, Ze existuji ¢isla ¢y, ..., ¢, ne viechna rovna nule,
%o plati

C1 ATy - Co fn— 1y o O, — IR

F Omt ottt (ST Yer F Cmptpmete - — IS L+
+ oy fn— Imigiyn, = {0},
Polozime-i n —1 =m, m =0, 1, 2, ..., p — 1, mdme po upravé

{s(e; + cam A .o A Cay™Y) A L A SP(Congt. . Ay 1
+ Copte . mpg 2 A o e = {03
Polozime-li ddle
Py=cy+com + ... 4 Cum™ AL Py =Cm et T Ot e+
+ el mdme  {sPPy(m) 4 ... 4 spPy(m)inTh = {015,
Bez tjmy obecnosti mézZeme predpokliddat, Ze mnohotlen P (m) mé aspor

jeden koeficient razny od nuly; jeho stupen je nejvyse p — 1. Pro kazdé
m =20, ..., p— 1 mime

SEPy(m) + ... 4+ Py (m) = 0.
Délime-li obé strany predchozi rovnosti s* (#0), dostaneme
k
5 \™
Pym)+ Y (5) Pym) = o.
i=2 1
Utvoime nyni pfi kroku 1 diferenci tédu m, levé i pravé strany této rovnosti.

Predné dostdvame, Ze 4™P,(m) = 0 a diference dalsich ¢lent na levé strané
nam po tGpravé daji

i S )"‘
2} Qumy
(M),
i2 ( $1
kde Cinitelé Q; exponencidlnich funkef v m jsou nové mnohoéleny tychz stupiii
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jako dosavadni mnohodleny P; (viz pozndmku na konei dikazu). Dostdvame
tak novou rovnost

E g \m ’
Z} (il) Q.(m) = 0.

\S

Z¥ejmé mnohodlen @, (m) mé asponi jeden koeficient razny od nuly.
Pokrac¢ujeme-li v tomto procesu tvofeni diferenci. prijdeme nakonec k rov-

nosti
( “"'-) R, (m) = 0.
Spo1

S o N % 7 ~ » ¥
7.+ 0. nembze byt piedchozi rovnost spléna. nebot mnohoélen

Protoze
2t - N ,
R,(m), ktery je stupné jako P,(m), mi aspon jeden koeficient rizny od nuly
a nemize byt tedy nula pro kazdé m = 0. 1.....p — 1; a to je spor.
Pozndmka. Pro i = 2, ... k je

s e s eyl
l(;:) Py(m) - (s;) Pim 4 1)
§ (vj“i)m l Sip A4 1) — "’f(’”)] -
Sy -

kde @;(m) je téhoz stupné jako P;(m), coz se snadno vidi, nobnt ;! 1.

b) Véta. Md-li charakleristickd rovwice s” — oys” ' — ... — o, = U. o, # 0.
redlné rizné koreny s, sy, ..., 8,, polom gaomﬁtriclcé 7)()sloup7msl,i
st s s

jsou vlastni postoupnosti = M* v zobrazend .o « jsou linedrné nezdvislé nad télesem
redlnyjch Eisel R.

Dukaz. Véta je specialnim pripadem véty
vlastuf v zobrazeni <, plyne z véty 6.f.

¢) PoloZzme si nym’ otdzku, jak vypadajf viechny od {0}, 1 razné posloupnosti
1@,y € M*, které jsou vlastni v zobrazeni.oZ v piipadé, Ze charakteristicka
rovhnice tohoto zobrazeni md redlné razné kotfeny?

Aby tomu tak bylo, mé platit

fofna = s mfaa. s #0. (7.1)

Podle véty 6.e. vime, Ze s je v tomto piipadé kofenem charakteristické rovnice
linearniho zobrazeni.eZ. V nafem piipadé mé charakteristickd rovnice redlné
razné kofeny, oznaéme je s;, © = 1, 2, ..., p, a pro né tedy plati x,4, = sz,
pron =1, 2, 3, ... . Odtud soudime, Ze vlastni posloupnosti musi byt redlné
geometrlcké posloupnostl S kvoclenty S1s Sgy +ees Spe

Prihlédneme-li k predchozi vété 7.b. a k vét& 3.c.. migeme Hei, Ze
prdvé jen geometrické posloupnosti

{18t 1}:"1 PR {xpls;;' Ha-1s

kde @y, ..., &y € R, jsou viastni poslowpnosti v M* v zobrazent /.

a. Tvrzeni, Ze posloupnosti jsou
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8.0 SOUCTECH CLENU SPECIALNICH LINEARNICH POSLOUPNOSTI

: a)Buddéna usporﬁda,nu,p -tice redlnych isel {o,}?_;, o #0,p 21 takovych;
%e rovnice s” — osP1 .—a, = 0 mi redlné rizné kmeny Sy ey Spe
Bud déle ddna p«tlce realnych disel {a ;.

Uvazujme nyni posloupnost {z,},_;, kterd je definovana uspoiddanou p-tici
{a;}?_, a predpisem

Ty gy =y Tphy = Ty e R, (p*)

prov =1,2,3, ..

Je-i p =1, potom posloupnost {z,};_, je geometrickd posloupnost a n-ty
¢len 1)0@1011]mostl je dan predpisem

T, = aeq

nebot kofenem charakteristické rovnice s -—-a; = 0 je ¢islo «. Cislo «, je
tedy kvocientem geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a, .
Je-lip > 1, potom posloupnost {z,},. . jak vime. se di vyjadrit jako lincdrni

kombinace geometrickych posloupnosti {si=1}y , {s87' .1, ... {s87Y, ve
tvaru
@l = A At A s
kde podle vzorce v dikazu véty 4.h. dostaviame pro Z, vyjadieni ve tvaru
T e
i Lol o
i gP-1 p—1 et P—1 |
By = S S B S [ L= 2 . p (8.1)

no
EOREE
.

T ol

b) Véta. Soulet o, pronich n Elenit g trické  posloupnosti {x,}y | =
= {a,ot " (pFipad p = 1) je ddn vzorcem
1—af

om0 1 (5.2

. predpokladu, Ze o # 1,
a soudet o, prowich n Elendc specidlni linedrni poslowpnosti {x,}y | (pripad
p > 1) je ddn vzorcem
1—st 1—s)
S S R
za predpokladu, Ze s; # 1 pro 1 =1,2,....p. Koeficienty %, i=1,...,p,
Jjsow dany vzorci (8.1).
Dikaz. Vzorec (8.2) je dobie znamy. Vzorec (8.3) dostaneme. pouZijeme-li
p-krét vzoree (8.2), nebot v tomto pripadé mame
oy =&+ ... + 2, = ()'l o A) (s Asy) A
b (gt A At = /11(1 +os ...+ s"-‘) +
- 8} —s

+o AL+ s, +s"')—1,—f—+ ot AP

8

(8.3)
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¢) Pozndmka. JestliZe v pfedchozi vétd 8.b. je néktery kofen charakteristické
rovnice roven 1, potom piislusnd geometrické posloupnost piejde ve stacionarni
posloupnost, a soucet o, prvnich » ¢lent té posloupnosti je roven n-ndsobku
prvniho ¢lenu té posloupnosti.

d) Véta. Jesthie kvocient o, geometrické poslowpnosti {a,of~'}s.; spliiuje
nerovnost |ay | < 1, polom prislusnd posloupnost édsteénych soudti {u,,},_,,
kde o, =a, + ayo; + ... + a1, konverguje. PoloZime-li o = lim o,, je

o=t (8.4)
Jestlize redlné rizné koteny s,, ..., 8, charakleristické rovnice s, — a;3,™
—o—oa, =0, a, #0, splivugi nerovnosh |.s,| <1, ..., |8 | <1, potom

k specmlm linedrni posloupnosti {x,}n.1, kterd je uréena uspofadanou p-tict
{a,}n.1 a predpisem (p*) prislusnd posloupnost Cdstenych soutth {o,}y.,, kde

1 —sf 3p
a-=x1+-~~+tn—111v_;+ -+ ”"’"sly
r
konvergugje. PoloZime-li o = lim o,, je
S Sy S 85
o = 1]-:—'5; "l—s;' .5)

Pritom koeficienty A;, 1 =1, 2, ..., p, jsow ddny vzorci (8.1).

Dukaz. Tvrzeni jsou ziejma; vzorec (8.4) plyne ze vzorce (8.2) a vzorec
(8.5) ze vzorce (8.3) limitovanim.

¢) Priklad. Bud (o, o) uspoiddand dvojice redlnych &isel a necht a, # 0,

2

(%‘-) + a, > 0. Ka kazdé usporddané dvojici redlnych ¢isel (@, b) piifadme
posloupnost {z,},., definovanou nésledujicim p¥edpisem takto:
(p*) Ty =@, x,=0>0 @y, = @4, +ox, pro v=1,23 ...

Vidime, Ze posloupnost {z,};.,; patii do mnoZiny specidlnich linedrnich po-
sloupnosti, které tvori linedrni prostor dimense 2. Bazi tohoto prostoru jsou dvé
geometrické posloupnosti, nebot charakteristickd rovnice

$2— oy —ag = 0

mé za uvedenych predpokladia dva redlné rizné kofeny

« 1 @ TEACR|

8 = vl— + l/[( ——) + zxz], Sy = —2‘ —V[(—QL) 4 otz].
Geometrické posloupnosti lze zapsat ve tvaru
G N {85 -

Posloupnost {2,}.., definovanou predpisem (p*), mizZeme tedy vyjadiit jako
linedrni kombinaci geometrickych posloupnosti ve tvaru

foadna = A AT 0+ A (8B,
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pridemz koeficienty ,, 2, uréené z rovnic

A+ A=
814y + 834, = b

i
&

Ize vyjadiit postupné takto:

a1l |

b syl as,—b
T =2 =

2
s
TR
[
1o
o

&
o
-
I
~te
+
-
KR
o

i =

—

8y — 8

N
&

la
sibi
11

lsl S

>

by =-

Vysetieme jedté otdzku konvergence piisluiné posloupnosti &dsteénych
souctit {o,}n-1. kde o, =2, + ... + @,. Podle véty 8.d. bude konvergence
zarudena, kdyZ pro kofeny s, s, charakteristické rovnice budou platit nerov-
nosti |s, | < 1. | sy | < 1. To nastane. budou-li splnény nerovnosti

<1 i_ﬁ‘\_V(“‘f +i_
! 2

|<l,

; ay + J(of F dw)
! 2

priem? of + 4o, > 0.

9. MOCNINNA RADA, JEJIZ KOEFICIENTY TVORT SPECTALNI
LINEARNI POSLOUPNOST

@) Uvazujme mocninnou fadu

;} a,x" 9.1)

a predpoklidejme, Ze posloupnost koeficientt {a,}” , € 3M*, tj., Ze je defino-
véana takto: koeficienty a,, a,, ..., a,-, jsou diny a pro » = 0, 1, 2, ... jsou
koeficienty «,+, definoviny piedpisem

Apiy = ytyy o+ 2. (Po)

Necht M, je mnozina vSech mocninnych fad. jejichZ koeficienty tvoii po-
sloupnosti z M*. Jestlize charakteristickd rovnice

S oy P o, = 0, o, # 0. (r)
mé redlné¢ razné koteny s;, ..., s,. potom. jak vime, existuji geometrické
posloupnosti

n® x
] TR A (9:2)
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které patti do M* a mocninné Fady

w @
E spxv. .o > syt
v=0 r=0
které ziejmé patii do M.
d 1
Polomér konvergence ka%dé mocninné fady ), st je r; = ——— pro kazdé

v=0 ! Si |

i=1,2 ..., p, nebot limsup |/[si | = | |

Ponévadz posloupnost koeficientii mocninné rady (9.1) se da vyjadiit jako
linedrni kombinace geometrickych posloupnosti (9.2) s koeficienty 2, (i =
=1, 2, .... p), uréenymi vzerci (8.1), mame

a, = Asi 4 ...+ Ays)

pro kazdé v = 0, 1, 2, ....

Moeeninnou fadu (9.1) Ize tedy postupné upravit takto:

© w
Lﬂ a,a = Z{ (M) 4 oo+ Aysp) 2 = EO O T S =
= = P

© ®
=1 ZU st o+ 4, ,}‘ syt
,-_,

pe=0

Odtud usuzujeme. ze konvergence mocninné iady (9.1) je zaruCena aspon

. . 1 1 . .
v intervalu (—, r). kde 7 = min T ) Jestlie je 2; # 0 pro
81 »
kazdé i = 1, 2. ..., p. potom mocninné Fada (9.1) konverguje pravé v inter-

valu (—7, 7). coz je ziejmé.

10. LINEARNI DIFERENCNI ROVNICE S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

a) Véta. Bud dina linedrni diferenéni rovwice s konstantnimi koeficienty (bez

pravé strany)
Het p)— a4 p—1)— . —af@) = 0, 2,40 (d)

Viechna Fesent této rovnice defi i na giné prirozenych Fisel P jsou prdvé
Jjen posloupnosti z M*.

Diukaz. Bud f(x) feSeni diferenénf rovnice (d) na mnoziné pfirozenych éisel P.
Polozime-li , = f(r) pron = 1,2, 3, ..., mdme pro» =1, 2, 3

Ty, =f(p+ ) =afp +r—1)+ ... + a,f() =
= iy o .

pritemz x; = f(1), ..., x, = f(p).

Vidime, #e posloupnost {z,},.; je uréena uspoiddanou p-tici {x,}%.,, kde
x, = f(n) a predpisem (p*), tedy {z,} € M*.
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Bud naopak {z,},.; € M*, tj. posloupnost, kterd je uréena usporadanou
p-tici {x,}2_, a predpisem (p*). Potom plati pro kazdé » == 1. 2, 3. ... rovnost
ey = 0@ pgyey e 0T,

Polozime-li f(n) =

L prom =1, 2, 3. ..., mdme pro » = 1, 2, 3. ...
S+ p) o f(r+p—1) — .. —af(r) =0

Odtud soudime, %e f je feSeni diferenéni rovnice (d) na mnoziné prirozenych
tisel P.
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Zusammenfassung
LINEARE FOLGEN
Miroslav Laitoch

In diesem Artikel verstehen wir unter linearen Folgen die Elemente einer gewissen
Untermenge der Menge aller Folgen der reellen Zahlen und zwar solche Folgen, die in
der Definition 2.a. rekurrent durch die Vorschrift (p) bestimmt sind. Es wird gezeigt,
dass diese Folgen einen linearen Raum iiber dem Korper der reellen Zahlen bilden. Insbe-
sondere wird die Untermenge der sogenannten speziellen lincaren Folgen untersucht
nund es wird auch eine gewisse lincare Abbildung dieser Folgen in sich behandelt. Die
charakteristische Gleichung der linearen Abbildung erméglicht dann die Bedeutung der
Eigenelemente des linearen Raums zu zeigen. Als Eigenelemente kommen hier gewisse
goometrische Folgen vor, die auch dic Basis des linearen Raums bilden.

Die Menge aller spezicllen lincaren Folgen ist gerade die Menge aller Losungen einer
gewissen lincaren homogenen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizionten, dic
auf der Menge aller natiirlichen Zahlen definiert sind.
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