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GENERACE VYSSICH HARMONICKYCH FREKVENCI
PRI PRUCHODU SVETLA NELINEARNIM PROSTREDIM

PAVEL CHMELA
(Doslo dne 14. 6. 1968)

I. Uvod

Neékteré nelinedrni optické vlastnosti latek znali jiz fyzikové minulého stoleti,
napiiklad Kerrav jev, elektroopticky efekt Pockelstiv, Faradayiv efekt sta¢eni
kmitosmérové roviny v magnetickém poli aj. U vSech téchto jevi se jednd o pru-
chod svétla latkou, ktera se nachézi ve vnéj$im elektrickém nebo magnetickém
poli. Optické vlastnosti prostfedi vytvaieji se pak souasnym pusobenim vnéjsiho
pole a pole prochazejiciho zafeni na latku.

Cist¢ optické nelinedrni vlastnosti latek do pocitku Sedesatych let tohoto
stoleti zndmy nebyly. Tato skuteCnost byla zptisobena tim, Ze fyzikové postradali
intenzivni zdroje monochromatického svétla, jichZ se jim dostalo teprve objeve-
nim kvantovych generatorti svétla — laser.

Poprvé byla pozorovina generace druhé harmonické frekvence P. A. Franke-
nem [3] v roce 1961. Franken pozoroval vznik ultrafialového zéfeni o vinové
délce 4 = 3470 A pfi prichodu zifeni rubinového laseru 1 = 6943 A kiemenem.
Na zaklad¢ praci Giordmaineho [4] a Markera [9] vypracoval pak Terhune [10]
experimentalni metody, kterymi se podafilo pfeménit az 20 procent zafeni rubino-
vého laseru v zéfeni druhé harmonické frekvence. Pozdéji byla pozorovana Ducuin-
gem [11] i generace druhé harmonické frekvence pfi odrazu laserového svétla
na krystalu GaAs. Z vysSich harmonickych frekvenci byla doposud zjisténa
experimentdlné generace tfeti harmonické frekvence [12].

V této praci chceme Ctendfe sezndmit se zdklady fenomenologické teorie
generace vyssich harmonickych frekvenci, pfi ¢emZ se pfedeviim zaméfime na
generaci druhé harmonické frekvence, kterd vznikd v disledku nelinedrni di-
polové polarizace dielektrika.

II. Maxwellovy rovnice v nelinearnim prostiedi

Pfi odvozeni Maxwellovych rovnic, které popisuji makroskopické elektro-
magnetické pole, vychdzime z rovnic pro mikroskopické elektromagnetické pole

—

rot_l;———aa—d—i—gm_v;, div;:gm o
t

- (IL.1)
rotd:—ib, divb =0,

ot
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kde e je vektor mikroskopické elektrické intenzity, d je vektor mikroskopické
elektrické indukce, h je vektor mikroskopické magnetické intenzity, b je vektor

mikroskopické magnetické indukce, ¢,, je mikroskopickd hustota naboje a v je
rychlost pohybu naboje. Vsechny veliCiny se zde rychle méni jak v Case, tak
v prostoru. Oznacime-li &, permitivitu vakua a u, permeabilitu vakua, pak mezi
elektrickymi a magnetickymi vektory plati vztahy

d—se, b—ph, (11.2)

vzhledem k tomu, Ze Lorentzovy rovnice pro mikroskopické pole uvazujeme ve
vakuu.

Abychom dospéli od Lorentzovych rovnic pro mikroskopické pole k Maxwello-
vym rovnicim pro pole makroskopické, je treba zavést stfedovani mikroskopic-
kych funkci a to jak v Case, tak v prostoru. Toto stfedovani provedeme integraci
pfes objem AV, ktery obsahuje velky pocet mikroééstic, ale je zanedbatelné maly
vzhledem k makroskoplckym veli¢inam, a integraci pres casovy asek Az, ktery
je znané vétsi, nezli periody pohybu mikrocastic a znaéné mensi, neZli periody
v poli makroskopickém

(f(xs 9, 2,8)) = ff(x+‘f> y+n z2+54 t 4+

4V Az

+ t)dédy dldz. (11.3)

4 VA“

Odtud bezprostfedné vyplyva
L=< ELy, T =L,

o 3f

—<f>-< >, *<f>—<

Stiedovianim druhych dvou Lorentzovych rovnic, které neobsahuji proudy
a naboje, obdrZime rovnice analogické Maxwellovym rovnicim pro makrosko-
pické pole. Lze tedy poloZit

(e>=E, (by=B, ; (IL4)

kde jsme oznadili E elektrickou intenzitu makroskopického pole a B magnetickou
indukci makroskopického pole.

Druhou serii stfedovanych Lorentzovych rovnic zapiSeme tedy ve tvaru

—

rotE=———%—?—, divB—=0. ' 1L5)
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Reseni t&chto rovnic je mo?no obdrZet ve tvaru elektrickych a magnetickych
potencidla

E— — grad ¢ — 87:‘
. . ' (11.6)
B=rotA,

pfi ¢emZ volime podminku
divA=0.

Born a Infeld [1] vyvinuli nelinedrni relativistickou invariantni elektrodyna-
miku, kterd pfi linedrni aproximaci prechazi v Maxwellovu elektrodynamiku
pro vakuum nebo pro izotropni prostfedi. V pfipadé spojitého prostredi lze
elektrickou intenzitu vyjadfit pomoci fady elektrickych multipélovych poten-
ciali a podobné magnetickou indukci pomoci fady magnetickych multipélovych
potencial. ZapiSeme-li prvni serii Maxwellovych rovnic pro makroskopické
pole ve tvaru

rot H = %9 +j, divD—o, (1L7)
t

pak tato teorie pii stfedovani Lorentzovych rovnic pro mikroskopické pole vede
— —

k vyjiddfeni vektorti elektrické indukce D a magnetické intenzity H ve tvaru
(viz [16])

oo

g = Q 2%
DVE — ¢, — Z (—r 2 g e[y 1] p (1L8)
(2n)! ¢
n=1
— — il Nyl
pe— L e N PP gen 1y, (1L9)
Ho — (2m)!
kde p™ je hustota elektrického multiplového momentu, definovand vztahy
N
PO ()= (> MPo(r—n)> (IL.10)
Led
i=1 :
Mo Z O, i 7, YD) (IL11)
k=1

a p je hustota magnetického multipélového momentu, definovand vztahy

N
PO (re) = (> MW s(r,—1)> (IL12)
. |

=1 ¢
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. vi .
M@ =N e YR, | (IL13)
k=1

Om, i JSou zde oznafeny mikroskopické nédboje, ry; polohové vektory téchto ni-
bojt, Y@ je operdtor n-tého fddu, ktery m4 harmonické sférické vlastnosti.
Pocitek polohovych vektort lezi v t&ZiSti hmoty.

V nasich uvahach postadi, omezime-li se u vektoru elektrické indukce na prvni
tfi Cleny rozvoje a u vektoru magnetické intenzity na prvni dva ¢leny rozvoje
(I1.8) a (I1.9). V tomto pfipadé obdrzime

D—cE+P—divQ  (IL14)
H='B_m, (IL15)
Ko

kde jsme oznacili P vektor dipolové polarizace, Q tenzor druhého fadu udavajici
—

elektricky kvadrupdlovy moment a M vektor magnetické dip6lové polarizace.

Maxwellovy rovnice pfi tomto oznafeni mizeme formalné zapsat v obvyklém
tvaru

—
—

rotﬁ = %9— +7, divD=p
t

- (I1.16)
= oB . T
rot E = — ——, div B = 0.
ot
Pfi tom je zde pismenem foznaéen makroskopicky proud
-~ ~_ 0P - g
j={omVv)—— —rotM + — (div Q) (11.17)
ot ot
a pismenem p makroskopickd hustota naboje
0 =Cond+ divP — div(div Q) . / (IL18)

Je nutno zduraznit, Ze veli¢iny F, Q a M ve vyrazech (II. 14) a (II.15) jsou
v obecném pfipadé funkcemi vektora E a H.
Maxwellovy rovnice (I1.16) nejsou jednozna¢né. Dipdlovy vektor polarizace

[ je stanoven jednoznalné pouze tehdy, kdyZ jednotkovy objemovy element

. . . Y , . . x o 1.y OP
je neutralni. Vektor magnetizace M neni stanoven jednoznacné, jestliZe P +0
¢

a kvadrupélovy moment Q je nejednoznalny, jestlize P + 0.

Existence kvadrupélovych momentd, které zaviseji na Case, vede k nutnosti
nové definice Poyntingova vektoru. Nasobenim prvni Maxwellovy rovnice
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skaldrné vektorem E a tfeti Maxwellovy rovnice skaldrné vektorem B dostaneme
po seCteni obou rovnic za pouziti vztaht (I1.14) a (II.15) energetickou rovnici

div(EX;I E. 8Q) H 884—289 +gradE:—39~:0.
ot ot ot
(I1.19)

— Q

Zde vyrazy E-- R

, grad E o - jsou GZenymi tenzorovymi souciny

E. 3Q ZE i g

grad E: R _ Z B ik -
ot 3xk
ik

Definujeme-li Poyntingiv vektor G vyrazem na levé strané rovnice (II.19)

G_ExH_E R | | (I1.20)

divG— —H. B _E P _ qE. R (IL21)
ot ot t
Oznacime dale energii elektromagnetického pole ve vakuu @,
amg L0 gy a2
ot 2 o -~ (&0 E® + po H?) (I1.22)
a Casovou zménu energie v prostredi
U Wems i, G - (11.23)
ot ot ‘ .
S pouzitim (I1.21) dostdvame pro Casovou zménu energie vyraz
=~ g oP > 5 ,
U _H. ~M+ E- P | gradE: Q. " (IL24)
at ot ot ot

V nelinedrni optice se ukazuje velmi vyhodné zavedeni volné energie F
(viz [2], [15]) pomoci vztahu

F—U—-H-M—E-P—gradE:Q. (11.25)
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Tato energie je svazina s praci, kterou vykcnaji generatory k vytvoreni pole
v prostfedi. Jeji totdlni diferencial je vzhledem k (II.24) udan vyrazem

dF= — P.-dE — M-dH — Q:d (grad E). (11.26)

Zavedeni volné energie je velmi uZiteCné pfi stanoveni nékterych vlastnosti
symetrie tenzort susceptibility, jak uvidime v dal$im vykladu.

V nasem pojedndni se zaméfime na studium dipdlovych nelinedrnich efektd
v nemagnetickém dielektriku. Pro tento pfipad lze Maxwellovy rovnice for-
malné zapsat v obvyklém tvaru. PonévadZ se vSak v téchto rovnicich objevuji
nelinedrni ¢leny dip6lové polarizace, ukazuje se uZiteCné oddélit linearni a ne-
linearni ¢ast vektoru polarizace. Pro popis elektromagnetického pole v nemagne-
tickém dielektriku, ve kterém dochazi pouze k dipélové nelinedrni polarizaci,
mame tedy

rot H = £ °E +- oP , div (aOE + F) =0
ot at
(I1.27)
rot E— —puy | divyH—0.
. ot

—> >
Dipolovou polarizaci rozdélime na Cast linedrni P” a ¢ast nelinearni PV%

i) — FL + FNL .

Diferencidl volné energie F obsahuje v tomto pfipadé pouze Clen, ve kterém se
vyskytuje elektrickda dipdlova polarizace

— —

dF = P. dE. (11.28)

M. Vektor nelinedrni polarizace dielektrika v oblasti malych dispersi

Vektory P, M a tenzor Q v rovnicich (II.14) a (II.15) je nutno v obecném
pfipad€ povazovat za funkce elektrické a magnetické intenzity

- -

" P=P(E
M= M (H) (IIL1)

Q — Q(grad E).

Omezime se zde, jak jiZ bylo feceno, na nemagneticka dielektrika a zanedbame
kvadrupdlové efekty, které jsou ve srovnani s dipélovymi efekty podstatné niz-
$iho fadu.
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—
Funkci P (E) 1ze formélné rozepsat v mocninnou fadu podle mocnin vektoru
b

elektrické intenzity E

P(E)=yV-E 4+ y®:EE+ x® EEE +... (IIL.2)

nebo

—

P — PL 4+ PNLO) 4 PNL®) 4. | (I11.3)

VeliCiny x ™ pfedstavuji zde tenzorové susceptibility a jejich vyznam je patrny,
rozepiSeme-li zené tenzorové souliny do slozkového tvaru

Pt = 1) E

7
NL(2) — ® E.
PIE® = Z 25 E; Ex
ik

PNL®) = Z *3 E; Ex Ey

Prvni Clen P% v rovnici (II1.3) pfedstavuje vektor linedrni polarizace a v pfi-
padé€ malych svételnych intenzit je podstatné vétsi, nezli nasledujici ¢leny. Cleny
vysSich fadt uplatiuji se pouze pfi prichodu velmi intenzivnich svételnych

5
svazkl prostfedim. Podle toho, ktery z ¢lenti nelinedrni polarizace PYZ( bereme
v Gvahu, hovofime pak o nelinearnich dipdlovych efektech #-tého fadu.

Abychom si udélali pfedstavu o velikosti jednotlivych ¢lent PYL(®) ye vyrazu
(II1.3), pouZijeme pfinblizného vzorce pro pomér dvou po sobé nésledujicich

¢lenti PVE(™ g PNL(M+1) ktery na zdklad€ poloklasickych uvah odvodil N. Blom-
bergen [15]
|PNL(2)| |P1\’L(n+1)| |E}
[PE][PNEO] B[

(11L4)

Zde E,; je intenzita elektrického pole uvnitf atomu. Amplitudu elektrického
pole svételné viny je tedy nutno srovnavat s intenzitou elektrického pole uvnitf
atomu, jejiz hodnota je fddové rovna 3. 10 V/m. Okrajovym tokim energie
10 W/m?, jichz lze dosdhnout fokusaci laserového paprsku, odpovidé elektrickd
intenzita E ~ 10% V/m. Odtud dostdvame pfiblizny pomér dvou po sobé nisle-
dujicich ¢lentt PNL(®) g pNL(+1) jehoZ hodnota je asi 3. 1073, Vidime tedy, Ze
¢leny vyssich fada ve vzorcich (II1.2) a (II1.3) budou pomérné velmi malé.

Vektor elektrické dipdlové polarizace P, vyiédfen}'f vztahem (II1.3), je nutno
povazovat za ¢asovou funkci a jednotlivé Cleny rozvoje muZeme zapsat ve tvaru
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oo

Py — fxm (1) E(t— 7 dr
oL (1I1.5)
PNIO) (1) = f d’ f x® (1, 7): E(t — ) E(t — 7 — ) dr

Pouzitim Fourierovy analyzy obdrzime z (IIL.5) harmonické slozky téchto
Clent

PE () = %9 (@) E (@) (11L6)

PNL®) (w) = %@ (w;, 0y ;) 1 E (w3) E (o)

kde jsme oznadili

X0 () = [ x® (e ar
° . e (ITIL.7)
X? (w5 0y, ©;) = fd’l” f x@ (7, v) e i ~iorT dy
0 0

Vektor dipdlové polarizace P lze nyni zapsat jako soucet vS§ech harmonickych

sloZek
P Z Z pi (;) e iejt.
n J

Pfi tom je nutno upozornit, Ze frekvence w;, w,, w, ... ve vztazich (IIL.6) a

(II1.7) jsou linedrné zavislé a koeficienty linedrnich kombinaci jsou celd Cisla.

Napriklad pfi prichodu élektromagnetické vlny o frekvenci w nelinearnim pro-

~ stfedim, ve kterém dochdzi ke generaci druhé harmonické frekvence 2w, je
nutno uvaZovat harmonické slozky polarizace

P () = ¥y (0)- E(w) + x®(0 = 20 — ) : E (2w) E* (») v

: " (I11.8)

PR0) = X 20)- EQo) + x® 20 = o + 0): E () E (o).

Clen P(0 = » — o) a ¢leny odpovidajici vy$§im harmonickym frekvencim jsou

obvykle ve srovnini s P(w) a P(2w) znatné malé.
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Stanoveni vlastnosti tenzort nelinedrni susceptibility x ™ je v obecném pfipadé
znatné obtizné vzhledem k nesnadnosti vypoCtu stfedni volné energie (F).
V optice, jak linedrni, tak nelinedrni, maji podstatny vyznam prostfedi se slabou
dispersi. Proto se v dal$ich tivahich omezime pouze na prostiedi slabé dispergu-
jici. Vzhledem k tomu, Ze v Cisté monochromatickém poli nedochdzi k systema-
tické vyméné energie, budeme uvaZovat kvazimonochromatickou vinu

m+d
E(@) = f E () e it 0e dyy (11L.9)
w; — 8§ 6“’0 )

7
jejiz amplituda se méni velmi pomalu s Casem.
Ke studiu symetrickych vlastnosti nelinedrni susceptibility je velmi vyhodné
pouZit stfedni volné energie (viz [15])

dF = (dFy= — Re ( P(1-dE(D)> . (11.10)

Jako priklad ukdZeme, jak lze z definice stfedni volné energie odvodit syme-
trické vlastnosti tenzoru linedrni susceptibility x®.
Ze vztahu (I11.9) mame

- wj+6 -
,3%@ i E() —i f 0 E () e @0t dy (IIL11)
t ‘
w;— 0

.
Vektor linedrni polarizace P (¢) miZeme zapsat .ve tvaru
wj+¢)

P =[2G+ ) EGe e diy L)

w;— 8

Tenzor x© (w + %) formalné rozvedeme v mocninnou fadu

1)
X0 (s 1) = X0 0) + (X2

dw; [

kde se, vzhledem k malé dispersi, omezime pouze na prvni dva cleny rozvoje,
takZe pro vektor linedrni polarizace dostdvime

P = X (0) E® — oy (F7) B0 i( 2"

J

3X“’) M?Eﬂfl,

w. Ot

0w; )

(I11.13)

2osledni ¢len prl stiedovani vymizi, takze po integraci obdrZime vyraz pro stfedni
7olnou energii

Ft=—2Re { 2 2 [ s ) Bt -
o | (IIL.14)

o () )

J)
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Tenzor linedrni susceptibility x@® povaZujeme za redlny a plati tedy

2FL _ 02FL _ O (axgl)) ]
OEfoE, ~ OE.0Ef 2["’*’ (@) — dw, )il =
wJ] )

Odtud bezprostiedné vyplyva zndma relace symetrie pro tenzor linedrni sus-
ceptibility

ACHES ACHR (111.16)

(II1.15)

iy )
aU)j

=2 [xg}g (05) — 5 (

Vysledek, ke kterému jsme zde dospéli, je stejny, jako kdybychom uvaZovali
prostedi bez disperze, pro které je stfedni volnd energie, odpovidajici linedrni
polarizaci dielektrika, dédna vztahem

FL— — 2Re Z z 2D (w;) By, (07) Ef (@) - (111.17)
. w; Lk ’
Tento vysledek lze zobecnit v oblastech malé disperse na libovolny stupen
nelinedrni polarizace, takZe stfedni volnou energii, kterd odpovidad dip6lové
polarizaci, je moZno zapsat ve tvaru

Fy, = FLO | FNL®) 4 FNLO) | | (IIL.18)
kde
FL(D = — 2Re f Z dE ((,()?) . X(l) (a)J) -E (wj) ‘ (III.lg)
o 7
_E (wj),—E (wm;)E (‘"n) .
FNL® — _ 2Re [ Z dE* (@;) - Xx® (@05 = op + @4) 1 E(0n) E(wn) +
. o Jmn
—E (‘0]‘):; (@) Ez“’n) |
+ f Z dE* (0;) x® (w; = @p — o) E(w,) EX (wn)} '
0 jmn
(I11.20)

UkaZzeme nyni, jak je moZno z fenomenologické teorie na zikladé definice
stfedni volné energie odvodit vlastnosti symetrie tenzoru nelinearni suscepti-
bility x®. Pro tento ucel budeme uvaZovat pusobeni tfi vin o frekvencich o,
g, wg, pH CemZ plati

w0y = 0y + w4 . \ (IL.21) §
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Stfedni volnd energie vzijemného péisobeni je ud4na vyrazem

dFYE® = — 2 Re [dE* () . PVE (ay) + dE* (wy) . PVE (1) +
+ dE* (wy) . PYE (wg)] - (I11.22a)
a tedy vzhledem k (IIL.20)
FNL® — _ 2 Re Z E} (01) Ztim (0= —wy + wg) Ef (w,) E,, (w3) =
klm
= —2Re > E{ (0) fum (03 = — o, + w3) Ef () By (03) =
' lkm
= —2Re > E}(02) tmu (03 = 0y + ) By (1) B, (o) .
mkl
" (I11.22b)
Ze vztahtu (I11.22) vyplyva:
Pl I?NL(Z)
P,J:,”“ (w3) =T T = Z Amir (03 = wy + wy) Ey, (wl) E, (wz)
alzm (w3) )

_ k1
OFNL®)

0Ey (wy)

*
PNL (o) = — ( ) - z Tkt (@5 = 01 + ©3) By (03) Ef ().

myl

Odtud vyplyvaji nasledujici relace symetrie pro tenzor neline4rni susceptibility

Xk (01 = — 0y + 03) = gy (03 = — o; + w;) =
(II1.23)
, = Ymir (03 = @; + ©,)
a dile
Xkim (0)3 = w; + wz) = Xkmi (w3 = w, + w1) . (111-24)

Uvedené prestavovaci relace byly poprvé odvozeny D. A. Kleimanem [5]
a obecngj$i formulace byla pozd¢ji odvozena Pershanem, Blombergenem,
Ducuingem a Armstrongem [6]. '

Vidime tedy, ze jsou-li susceptibility reilné, lze piestavovat indexy u sloZek
tenzoru nelinearni susceptibility x¥2® pii odpovidajicim pfestaveni frekvenci.
Je-li disperse v celém frekvendnim rozsahu zanedbatelnd, miiZeme indexy pre-
Stavovat libovolnym zpiisobem.

Na zikladg obecnych vlastnosti symetrie mieme rozhodnout, které tiidy

Iystald maji slo¥ky tenzoru susceptibility druhého stupné réizné od nuly. Ze
vsech 32 krystalickych tfid jsou susceptibility druhého stupné riizné od nuly
Pouze u 20 t¥id. V nasledujici tabulce, sestavené podle [13], uvddime nenulové
slozky y¥2® pro jednotlivé krystalické tfidy. N&které &iselné hodnoty suscepti-
bility druhého stupné muZe Ctendf nalézt v [15].

Podobnym zpisobem, jako v pifipadé tenzoru linedrni susceptibility yZW
a tenzoru kvadratické susceptibility x¥%®, je moZno za pomoci definice stiedni

‘(’Olné[energie F studovat vlastnosti symetrie tenzori susceptibility vy$$ich fada
(viz 6], [15]).
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Tabulka 1

|

Soustava, tfida

Typické krystaly

1

Prvky symetrie !
(osy symetrie oznaleny

Zy5 Zys Z3)

Slozky tenzoru suscepti- |

bility druhého stupné
vzhledem k soustavé z,,
225 Z:}

Dvojosé krystaly

Jednoosé krystaly

|

i

5 -

Soustava triklinicka,
tfida C,;

KJO,4

Soustava monoklinicka,
tfida C,

(CH,NH,CO,H),H,S0,

Soustava monoklinicka,
t¥ida Cg

LiHy(S,0,),

Soustava rhombicka
tfida D,

krystaly Segnetovy soli

Soustava rhombicka
tfida C,,

N,NO,

Soustava tetragonalni,
téida S,

C(CH,OH),

Soustava tetragonalni,
tfida C,

bez symetrickych prvka |

osa ‘symetrie z, druhého
fadu

rovina symetrie z;, z,

' tfi vzajemné kolmé osy
symetrie druhého fadu

osa symetrie z; druhého
fadu, dvé roviny symetrie,
obsahujici osu z, (jednou
z téchto rovin je rovina
Zys Zy)

otolenim kolem osy zg
0 90° stava se krystal zr-
cadlové symetrickym podle
roviny z;, 2z, vzhledem
k ptvodni poloze

osa symetrie z, ¢tvrtého
fadu
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Zxim ma vSechny slozky

! razné od nuly

Z3115 X322> X333>
X113> X228 L1235
A213s A2

razné od nuly jsou ty
slozky tenzoru Yyim»

které neobsahuji index 3
anebo jej obsahuji dvakrat

123> X312> X231

Xs11> Z322> 73335
Z11ss Zoos

X312 X123 ~

Zsu T
AL

V£ S Uy £71)
X333 113 = X203
X123 = a3

|
|




Soustava tetragonalni,
tfida Dyg

© i

| KH,A,O,, R,H,PO,,

taly KDP a ADP

Soustava tetragonalni,
tfida D,

NH,H,A;O, a umél¢ krys-

Soustava tetragonalni,
tfida C,

BiLTiO3

i Soustava trigonalni,
- tfida C,

11 -

I

b

| Soustava trigonalni,
tfida D,

Jednoosé krystaly

12

krystal kiemene
o«-modifikace

Soustava trigonalni,
tfida C,,

i 13 -
turmalin, GASH

Soustava hexagonilni,
trida Cg),

t¥ida Dy,

tfi vzajemné kolmé osy
symetrie druhého fadu z,;,
Zy, 23 @ dvé roviny syme-
trie obsahujici osu z,

osa symetrie z; Ctvrtého
fadu a ¢tyfi osy symetrie
druhého fadu, lezici v ro-
viné z,, z,

osa symetrie z; ctvrtého
fadu, ¢tyfi roviny symetrie
obsahujici osu z; (jednou
z nich je rovina z,, z,)

osa symetrie z, tietiho fadu

osa symetrie z4 tietiho fadu
a tfi osy symetrie druhého

fadu v roviné z,, z,, z nichz
jednou je osa z,

osa symetrie zg tfetiho
fadu tfi roviny symetrie,
obsahujicich, osu z; (jed-
nou z nich je rovina z,, z,)

osa symetrie z, tfetiho fadu
a rovina symetrie z;, z,

osa symetrie z; tfetiho
fadu tfi osy symetrie dru-
hého tadu, z nichZ jednou
je osa z, a rovina symetrie
Zy> Zy

X2

X123 =~ Zo1g
X311 == Jzas
%333 X113 = Xaoo3

X333 X113 = X203

Zm = X2 T T Xane
X311 = J32s

X123 = ~ Xo13

Xo1r = " Xea2 = Y112
Xur = T X2 = o
X123 = ~Xos

Zss3> X113 = A2a3

4 R AT Rl £3T)
X3 = Yoz

X212 Z11 = Aie2
X112 211 & T X292
X212 = T X1 = Xize




Soustava hexagonalni, osa symetrie z; $estého | Xass, X113 = Xoo3
tfida Cg fadu a1 = Xa13
16 - X123 = — X213
_ S
2
i) Soustava hexagonilni, osa symetrie z; $estého | x93 = — X013
E, tiida Dy fadu a $est os symetrie dru- :
4 hého fadu v roviné z,, z,
g |17 -
§ krystal kfemene
9 p-modifikace
‘2 _—
Soustava hexagonalni, osa symetrie z; $estého | ¥aga, X113 = Xoos
tfida Cgq,, fadu Sest rovin symetrie, | Y53 = Xz
obsahujici osu z; (jednou
18 I z nich je rovina z,, z3)
ZnO, CdS, CdSe
g Soustava kubicka, tfi vzdjemné kolmé oSy | xyp3 = X312 = Xes1
tfida T symetrie druhého fadu a
étyfi diagondlni osy tre-
o 19 — — e tiho fédu
S NaClO;, NaBrO,
w
S
kol
7 e S
& Soustava kubicka, prvky symetrie tfidy T a | x93 = X312 = Xas1
?_, tfida Td Sest rovin symetrie, z nichz
3] kazda obsahuje dvé ze
= 20 ‘| ¢étyf os symetrie tfetiho
ZnS, CuCl, CdS, ZnO, | fadu
ZnSe, GaAs,
hexamethylentetramin

IV. Generace harmonickych frekvenci v nelinearnim prostiedi

1. Vinova rovnice v nelinedrnim prostiedi

Reseni Maxwellovych rovnic (I1.27) v oblasti nelineirniho prostfedi vede
k soustavé nehomogennich diferencidlnich rovnic, jejichZ feSeni v obecném
piipadé¢ nelze stanovit. V této préci se omezime pouze na oblast malych neline-
arit, kde Cleny linearni polarizace podstatné prevySuji ostatni Cleny rozvoje
(I11.2). Velmi podrobnou diskusi téchto otdzek muiZe étendf nalézt v [13].

V oblasti malé disperse lze pro ucely fenomenologického popisu generace
vysSich harmonickych frekvenci zaménit kvazimonochromatické vinové funkce
funkcemi monochromatickych elektromagnetickych vin, které se periodicky
meéni s Casem. :

UvaZujeme-li prostiedi, ve kterém dochdzi pouze k dipélové polarizaci,
obdrzime feSenim (II.27) soustavu nehomogennich diferencidlnich rovnic

grad div E (w;) — AE (o) — of e g E (0)) = o gy P (),  (IV.1)
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-
pti ¢em pro vektor polarizace P(w;) Plati

P (@) = x50 (@) . E (@) + > 27 (w; = g + 0): E(wy) E() +
WOp, 0] (IV2)

4 z YL@ (0; = wf — ;) : E (wk)—é* (0) + ...

P> @]

Vektory elektrické intenzity E(w;) chipeme zde jako periodické ¢asové funkee,
jejichZz amplitudy se méni pomalu s Casem a plati pro né

. t+ T
ﬂ%gza%fiwrmm=2w_%o. (IV.3)

t—-T

Integracni interval T volime tak, aby platilo w7 > 1 a funkce E(w, t) nezavisela
na T (viz [15]).

Oznacime .
€(w;) = & + x"® () (Iv.4)

tenzor linedrni permitivity. Soustavu nehomogennich diferencidlnich rovnic
(IV.1) mizeme potom psdt ve tvaru

grad div E ;) — 4E (0;) — o pge(wy) - E (0)) = oy P¥E () .
‘ (1V.5)

Reseni téchto rovnic nelze v obecném ptipadé provést. Ke kazdému feleni téchto
rovnic je totiZ nutno brat v ivahu urCité okrajové podminky, kterymi je obvykle
stav na rozhrani mezi nelinearnim a linedrnim prostfedim. Rovnice (IV.5) pred-
stavuji vlastné soustavu vzdjemné svdzanych vlnovych rovnic, kde koeficienty
vazby jsou tenzory nelinedrni susceptibility x ™. Sifi-li se v nelinearnim prostfedi

- = -

vlny s frekvencemi w,, Wy, ws, . .. s vVInovymi vektory ki, ko, ks . .. a s kmito-

— = >

smérovymi vektory e,, €,, €, . . ., budi tyto viny nelinedrni dipélovou polarizaci

— —_—
PYLm () s frekvenci w; a vinovym vektorem k,, kteréZto veli¢iny jsou linedrnimi

- > =

kombinacemi w;, gy w3y . . . @ kyy ko, K3, . . .5 1.
ve= D K oy (1V.6)
k= > 1 k. (Iv.7)

a A9 jsou celoliselné kombinacni koeficienty.
-
Vektor nelinedrni polarizace PNL(®) (o,) miZeme pak zapsat ve tvaru

— -

— — -
PNL(n) (ws, r, t) — P‘.;\IL(n) (ws) er(k.r - o) s (IVS)
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kde

-

> PRON
PYL® ()) = VM (05 = z 2 ;) I‘l (e; 4y) i (Iv.9)

n= > K.

i

Pro zdporné indexy A je nutno zaménit amplitudu A; vyrazem komplexné
sdruZzenym.
Pti feSeni rovnic (IV.5) byla by situace je$té o to slozitéjsi, Ze kazda kombinacni
frekvence se sama zucastiuje pri vzniku dalSich kombinaénich frekvenci.
Prakticky vyznam maji ovSem pouze pfipady s malym poctem frekvenci,
naptiklad pfi feSeni tlohy generace druhé harmonické frekvence bereme v ivahu
pouze dvé frekvence w a 2w.

Obecné feseni rovnic (IV.5) obsahuje vzdy feseni homogenni vinové rovnice,
kterou obdrzime, poloZime-li pravou stranu (IV.5) rovnu nule a partikulirni
feSeni nehomogenni diferencialni rovnice, které je vlastné linedrni kombinaci
vSech rovinnych vln, jeZ se mohou $ifit v lineadrnim prostfedi a linearni kombinaci
jejich frekvenci je frekvence w.

Okrajové podminky pro feSeni rovnic (IV.5) urCujeme nasledovné. Souradnou
soustavu bez Gjmy na obecnosti orientujeme tak, Ze jeji souradnicova osa z splyva
s rovinou rozhrani mezi linedrnim a nelinedrnim prostiedim a pocatek souradné
soustavy volime v roviné rozhrani. Vzhledem k platnosti zdkona o zachovani
impulzd museji byt tangenc1a1n1 slozky vlnovych vektort v rovme rozhrani

spojité a pro vlnovy vektor kq, ktery odpovidd kombinacni relaci k = Zl@ k;
plati tedy

Smér S$ifeni viny nelinedrni polarizace uruje pak slozka vlnového vektoru
ks .» pro kterou vsak relace (IV.10) neplati.

2. Generace druhé harmonické frekvence na rogzhrani linedrniho a nelinedrniho
prostiedi

Vétdina dielektrik, ktera vykazuji nelinearni vlastnosti, jsou anizotropni
krystaly. Nelze se tedy pii feSeni rovnic (IV.5) omezit na izotropni prostiedi
a je nutno fesit tyto rovnice pro prostfedi anizotropni. Nékteré vlastnosti pro-
cesu generace vys§ich harmonickych frekvenci mohou vSak byt objasnény i pfi
zkoumani izotropnich prostfedi. PonévadzZ sloZitost matematickych vyrazu byla
by na Gjmu prehlednosti vykladu, omezime se v tomto odstavci na pfipad izo-
tropnich prostfedi.

Bez u)my na obecnosti volime soufadnou soustavu tak, ze dopadajici paprsek
leZi v roviné x, z, takZe tangencidlni sloZka &, , je rovna nule.
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Diferencialni rovnice, popisujici generaci druhé harmonické frekvence, obdr-
zime z (IV.5)

grad divE(m) — AVE(w) — 0uy e(w) . E(w) = w3, b‘”’(w) (IV.11)
grad div E(Zm) — AE(Z@)) — 40’u, e(2w) .E(Zw) = 4cu2y0;~’\"1‘(2w),
(IV.12)

kde vektory nelinedrni dipdlové polarizace W;"\'"(a)) a ‘#“41‘(20)) jsou dény vyrazy
F'\'L(m) = ¥VO(0) = 20 — ) :"E‘(Zw) E*(w) (IV.11a)

PYLQ20) — VD20 — o + w): E(o) E(o). (IV.12a)

V podatecnim stadiu procesu generace je amplituda druhé harmonické
frekvence velmi mald, takZze muZeme prakticky amplitudu zdkladni generujici
frekvence povaZovat v roviné rozhrani za zadanou. Prava strana rovnice (IV.11)
je ve srovnani se Cleny na levé strané velmi mald, takZe postaci feSit homogenni
rovnici, kterd v izotropnim prostfedi nabude tvaru

"8

— AE(@) — ofuge(@)E(w) =0 . T av.as)

Reseni této rovnice hleddme ve tvaru neomezené rovinné viny
E((X)) — AO ((()) eilk(®).r -] s . (IV14)

kde jsme ozna(“:iliAA0 amplitudu dopadajici i/lny v roviné rozhrani 2 = 0. -

Pro absolutni hodnotu vlnového vektoru I(c:)) plati
k()] = o Vpee(©) = o Vpgggn(w) = n(w), (Va5
Cc

kde n(w) je oznacen index lomu viny zékladni frekvence.

Energetické premény v roviné rozhrani jsou vzhledem k absolutni velikosti
xVE® velmi malé, takZze miZeme s velkou presnosti brat odrazivost a propustnost
vlny zakladni generujici frekvence stejnou, jako by prostfedi pro tuto frekvenci
bylo linedrnim. Pole generujici frekvence « povaZzujeme tedy za vSestranné
zadané a k popisu procesu generace druhé harmonické frekvence v roviné roz-
hrani postaci feSit rovnici (IV.12).

Reseni homogenni vlnové rovnice

— AEQ20) — 402uye(20) E20) = 0 (IV.16)
bereme opét ve tvaru rovinné viny '

E, (20) — A, (20) e/k@o.r 200 (IV.17)
kde absolutni hodnota vinového vektoru ;(20)) je uddna vyrazem

120)| = 20 Vg (20) = 2:" n(20) . | (IV.18)
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Pro tangenciilni slozky vinovych vektoru k(w) a E(Zw) plati vzhledem k (IV.10)

2 ky(w) = ky(2w) (Iv.19)
a za predpokladu, Ze vinovy vektor dopadajici viny leZi v roviné 2, x
ky(®) = k,(20) = 0. (IvV.20)

ProtoZe budici elektromagnetickou vlnu o frekvenci w povaZujeme za zadanou,

miZeme vypolitat z (IV.12a) vektor nelinedrni polarizace PYL(2w)

FNL(ZUJ) — —F(I)\IL(zw) ei[2;>(w).7—2wt] R . (IV21)

kde jsme oznadili

PYL(20) = A¥() XM0 20 = o + 0): e() o). (V.21

Partikularni feSeni rovnice (IV.12) hledime opét ve tvaru rovinné elektro-
magnetické viny, takZe vychazi

- _ A0 Py 20) [ E(_“’)ﬂ;(_w)_;) i2k@). r —201
E,(20) 4 €
4| k(w) |2 — |k(2w) |2 | R(2w) |2 (IV.22)

Zde jsme oznatili p jednotkovy vektor ve sméru nelineédrni polarizace PYL(2w).
Celkové feSeni rovnice (IV.12) obsahuje feSeni homogenni rovnice E,(2w)

a partikuldrni feSeni E,(2w)

E (20) = [Aj20) eikear 1
(IV.23)

_»ﬁlcuz/,aqul"'f)vL(Zw) ) [” 4 E(_Q)(’:Ew) . 4;3] ei?j()((n)_: } e—2ior
4| k(@) |2 — | k(20)? k(20) 2

Prvni Clen na pravé strané vyrazu (IV.23) pfedstavuje §ifeni ,,vlastni viny
o frekvenci 2w, ktera se $ifi stejné jako v linearnim prostfedi, druhy clen pred-
stavuje ,,vynucenou® vinu druhé harmonické frekvence. Féze obou vin jsou
obecné ruzné v dusledku disperse prostiedi a i sméry $ifeni se obecné lisi.

,»OdraZzend* vlna druhé harmonické frekvence postrada druhy ¢len ve vyrazu
(IV.23) vzhledem k tomu, Ze prvni prostiedi je prostiedim linedrnim, a tudiz
v ném nedochdazi k nelinedrni polarizaci. Oznacime-li vlnovy vektor ,,odraZené‘

viny druhé harmonické frekvence—l><”(2w), pii ¢emz plati

B (2w)| = 20 | pe(2w) = 2o nw), : (IV.24)
c
- muZeme pro tuto vlnu psit
ER(Z(D) — Zn(zw) ei[7:"(2m) ;i 2w1] . (IV.25)
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Dile oznacime vlnovy vektor ,,propusténé viny druhé harmonické frekvence
k'2w)

B (20)| = 20 e 2w) = 27"’ 7' (2w) : (IV.26)

a vlnovy vektor propusténé viny zdkladni frekvence E’(w)
X w , '
|B(0)] = o Ve’ (0) = o (o). (IV.27)

sPropusténou vinu druhé harmonické frekvence v roviné rozhrani miZzeme
pak zapsat ve tvaru

ET(Zw) = _A:')F(Zw) ei[;)’ (2w) .?—— 20 4
(1V.28)

400, PYH20) r 4K (@)(K(@). p)
AE ()2 — B (20)]? |k Qo)

e d -
] ei[Zk(w)r— 2wt] .

Situace na rozhrani je tedy nasledujici:

" Dopadajici vina zakladni frekvence @ 2
se na rozhrani CasteCné odraZi a Caste¢né I
je propusténa. Nepatrnd Cast energie |
propusténé viny zdkladni frekvence budi I
v nelinedrnim prostfedi nelinedrni dip6-
lovou polarizaci a v dtisledku toho vznika
odraZend a propusténa vlna o frekvenci
2w, pii ¢emZ propusténd vlna se rozpada

.
na ¢ast vlastnis vinovym vektorem k’(2w)
a Cast vynucenou s vinovym vektorem

2k’(w) (viz obr. 1.)

Oznacime Ghly dopadu, odrazu a lomu
zékladni frekvence w & (w), ¢” (w), &' (w)
a uhly ,odrazu‘‘ a ,,lomu* druhé har-
monické frekvence 2w ¢” 2w), & 2w),
&y (2w) (viz obr. 1.).%)

Pro druhou harmonickou frekvenci
muZeme z podminky zachovani tangen-
cidlnich sloZek vlnovych vektora (IV.19) Obr. 1
odvoditjakésizakony ,,0odrazu‘‘a,,lomu.
Ze vztahu (IV.19) a (1V.24) dostdvame
pro ,odrazenou‘ vinu druhé harmonické frekvence

n(20) sin ¢"(20) = n(w) sin &), " - av29)

I,

VW L )= ¢ (20)

*) Uhly dopadu, odrazu a lomu jsou zde oznacoviny pismenem & z dtivod konvence, zavedené
v Ceské literaturfe. Rovnéz tak z divoda konvence je pismenem & oznacovdna permitivita.
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z (IV.19) a (IV.27) pro ,lomenou* vlastni vinu druhé harmonické frekvence

Yrve

Sifici se ve sméru k' (2w)
n'(2w) sin &'(2w) = n(w) sin &(w) . (Iv.30)

a z (IV.19) a (IV.26) pro ,lomenou* vynucenou vinu druhé harmonické frek-

Yrve

vence, §ifici se ve sméru 2k’ ()
n'(w) sin ¢, (2w) = n(w) sin &(w) . : (IV.31)

Jak z vyrazu (IV.31), tak z obr. 1. vidime, Ze vynucend vina druhé harmonické
frekvence $ifi se stejnym smérem, jako vlna zdkladni frekvence.

Nyni nis bude zajimat, jakd ¢4st energie viny zékladni frekvence » se pfeméni
v energie viny druhé harmonické frekvence 2w. Jedna se tedy o to, vypocitat
amplitudy ,,0draZené‘“ a ,,propusténé‘ viny druhé harmonické frekvence na
rozhrani mezi linedrnim a nelinedrnim prostiedi.

/-r.?Zw) Obr. 2

Pro slozky EX(20), E|(20), PY“(2w) (viz obr. 2.) v rovin& rozhrani z = 0
dostavame pomoci (IV.23) a (IV.19) podminku spojitosti pro amplitudy elektric-
kého vektoru druhé harmonické frekvence

40? puy PO" (2
A, (20) + @k,(w)’{g—;ﬁz,%z—%é = A% 2w) (IV.32)

a podminku spojitosti pro amplitudy magnetického vektoru
— n(2w) A% (20) cos &” 2w) = ' (IV.33)

2 ’ NL ,
= #'(2w) 4s). (20) cos &' (2w) + 4o /20172,((“2)’1: OJ__ (|2ka')()22?)s|28 (o)
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Odtud Ize vypoditat amplitudu ,,0draZené* viny druhé harmonické frekvence

4R Pyl (20) [7'(20) cos &'(20) — n'(w) cos &'(w)]
1(20) = go[n'(w) — n'%(2w)] [n'(2w) cos &'(20) + n(20) cos &"(2w)]
(IV.34)

a amplitudu vlastni Casti ,,propusténé* viny druhé harmonické frekvence
Pyl (20) [ () cos &'(w) + n(2w) cos &"(2w)]

g0l () =n'"*(20)] [n'(20) cos £'(2w) + n(2w) cos £"(2w)]
(IV.35)

As Qo) =

& je zde oznaCena permitivita vakua.
Podobnym zpusobem lze vypocitat amplitudy ,odraZené*“ a ,,propusténé*
viny druhé harmonické frekvence v roviné dopadu x, z. Vzhledem k tenzorové

zavislosti vektort ;N"(2w) a E(w) nelze predpoklddat, Ze by vektor pL Cw)

byl kolmy k vlnovému vektoru k'(w).

K (2w) Obr. 3

" Necht vektor FNL(Zw) svird s vektorem i(’(a)) thel 6. Podminky spojitosti
nabudou potom tvaru:

pro elektricky vektor
— Af (2w) cos £"(20w) = Ag) (2w) cos £'(2w) + (IV.36)

402 1y PyF (2w)cos €'(@)sin & 4% PH (2w)sin e'(w) cos 8

AR (@) — K 2o)? K Qo)P
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a pro magneticky vektor
n(20) AF (20) = n'(2w) Aj)(2w) + (Iv.37)
40? pg ' (@) Po|[ (20) sin 6
4R @) — K Q) |
Odtud vypoditdime slozky amplitudy v roviné dopadu ,,odraZené a vlastni

Casti ,,propusténé viny druhé harmonické frekvence (IV.38)
AR (20) — Pyif (20) sin &'() sir’12 ¢(20) ,Sin [¢'(0) + (20) + 3]

gon(2w) sin ¢ "(2w) sin [¢'(2w) + &'(w)] sin[¢'(2w) + £ "(2w)] X
X cos [¢'(2w) — £"(2w)]
T o Py (2w)
Ay (20) = &o[n(2w) cos &'(2w) + n'(2w) cos ¢"(2w)]
_ n(2w) n*(2w) sin [¢'(w) + 8] .
n"?*(2w) [n'*(w) — n'?(2w)]
n'(w) [n"%(2w) cos &¢"(2w) sin § — n?(2w) sin £"(2w) cos §] B
n'?2w) [n'Hw) — n'?(2w)] ’
PonévadZ prvni prostifedi povaZujeme za linedrni, je zfejmé, Ze ,,0draZend“
vlna druhé harmonické frekvence se bude §ifit v linedrnim prostfedi beze zmény

x  (IV.39)

._I_

amplitudy ve sméru vinového vektoru k”(2w). Vzhledem k tomu, Ze v linedrnim
prostiedi nedochézi k vzdjemnému pisobeni zékladni frekvence a druhé harmo-

nické frekvence, miZeme amplitudu, udanou slozkami 4% (2), Aff (20), pova-
Zovat za amplitudu viny druhé harmonické frekvence, kterou zjistime pfi pozo-
rovani odrazeného svétla, jez se odrazi na nelinedrnim prostiedi. Prvni pozoro-
vani druhé harmonické frekvence v odraZeném svétle bylo provedeno J. Ducuin-
gem a N. Blombergenem [11] v r. 1963. Jako nelinedrniho prostfedi bylo pouZzito
krystalu GaAs a monokrystalu teluru. V obou prfipadech odraZejici krystal
absorpuje jak zdkladni, tak odraZenou frekvenci. Zajimavé je, Ze pfi pozorovani
»odrazené® viny druhé harmonické frekvence pozorujeme u sloZzky E[‘T(Zw)
pro urcity thel dopadu uplné vymizeni této sloZky podobné, jako je tomu
u Brewsterova efektu. Toto je patrno i z vyrazu (I. 38)

OdraZend vlna druhé harmonické frekvence ma intenzitu radove 10%krat
mensi, neZli je intenzita dopadajiciho zafeni [13].

Jak jsme vidéli, vyrazy pro amplitudu ,,0drazené*“ viny druhé harmomcke
frekvence na rozhrani linedrniho a nelinedrniho prostfedi udavaji intenzitu této
viny. TotéZz nelze ovSem fici o amplitudach Al a A(,TH .

s, Propusténa‘ vina druhé harmonické frekvence se totiz dale $ifi v nelinearnim
prostfedi, takZze dochazi ke stalému pusobeni mezi vinou zikladni frekvence
a vlnou druhé harmonické frekvence.

Vezmeme napiiklad slozku E’ (20). Pro tuto slozku dostivdme pomoci
(IV.28) a (IV.32)

EY 20) = {A‘i 20) + - L20)

so[n’2(w) '2(2w)] (IV.40)

—> — - —> —
% [ei[zk'(w)..-- k' (2w).r] __ 1]} ei[k'(2w).r~2wt] .
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Vzhledem k podmince (IV.19) plati

W (). F — K(20) . F = [2k(0) — E(20)] z =
(1v.41)
= ~Zcﬁ- [7'(w) cos &'(w) — n'(2w) cos ¢'(2w)] 2

a muzeme tedy vztah (IV.40) zapsat ve tvaru

T (20)
n2o)]

ET 20) = {Ai(zw) +
(IV.42)

% [ei—2c2- [n! (w)cose’ (w) — n’ (2w)cos &’ (2w) ] = . 1]} «

—_ —
X ei[k’(Zw).r——zwt] .

Omezime-li se na malé hodnoty 2, pro které plati
2:_0_ [7'(w) cos &'(w) — 7n'(2w) cos ¢'Rw)] 2 < 1

dostdvaime pro ,propusténou vinu druhé harmonické frekvence

20 pi (o)
X

g ['H(w) — n"?2w)] (IV.43)

ET 20) = {A’j(zw) + 4
X [r'(w) cos &'(w) — n'(2w) cos &'(2w)] z} e"[?'(z“’)-?“ 2ol

Z vyrazi (IV.42) a (IV.43) je patrno, Ze politecni amplituda ,,propustene
viny druhé harmonické frekvence ]e rovna amplitudé ,,odrazené* viny druhé
harmonické frekvence. Druhd ¢ast vyrazu (IV.43), fazové posunutd o 90°, roste
umérné se vzdalenosti od rozhrani. V blizkosti rozhrani roste intenzita Gmérné
se 2%, pokud se zachovavaji konstantni fizové posuvy mezi zdkladni elektromag-
netickou vinou a vlnou dipélové polarizace.

3. Podminky pro synchromisaci fdzi zdkladni vlny a vlny druhé harmonické
Sfrekvence

Z vyrazu (IV.42) vidime, Ze amplituda ,,propusténé viny druhé harmonické
frekvence je funkci normalové vzdalenosti od roviny rozhrani z. ,,Propusténa“
vlna druhé harmonické frekvence predstavuje tedy v obecném pripadé nehomo-
genni elektromagnetickou vinu, u které plochy konstantni amplitudy jsou rovno-
bé’né s rovinou rozhrani.

Redlnou &ast amplitudy ,,propusténé® viny druhé harmonické frekvence,
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ktera zavisi na vzdalenosti 2, miZeme pro pfipad kolmého dopadu zapsat ve
tvaru

AQo, 5) — Ay20) cos 22 (o) — n'(20)] = . (IV.44)
c

Vzhledem k tomu, Ze se tato vlna $ifi v nelinedrnim prostiedi, je nutno pfed-
pokladat, Ze vSechny body prostfedi jsou generdtory druhé harmonické frek-
vence. Celkovd amplituda viny druhé harmonické frekvence je ve vzdilenosti /
od roviny rozhrani ddna sou¢tem vSech pfispévki elementirnich generatord, tj.

AQRo, 1) = [ 4, (20, 2) dz . ' (IV.45)

Za predpokladu, Ze pole zikladni frekvence je zadané a Ze vSechny body
nelinedrniho prostfedi se na generaci druhé harmonické frekvence podileji
stejnymi prispévky, tj.

A, 2w) = Ay(2w)

muZeme pro neabsorpéni prostiedi pomérné snadno vypocitat hodnotu integralu

(IV.45):

sin_zﬂAl

Cc

AQo, 1) = Ay20) £ (IV.46)

{0}
ey
Cc .

kde je oznadeno
A = n'(0) — n'(2w) .

Hodnota vyrazu (IV.46) se zna¢né 1ii od nuly tehdy, jestliZe je splnéna pod-
minka ‘
2w 7

Vzdélenost, kterd vyhovuje podmince (IV.47) byva nazyvina koherentni délkou
a oznacime ji Iy Pro tuto vzdéalenost vychazi

Ao() .
2[n' (w) — n'(2w)]

kde Ay(w) je oznacena vinova délka zakladni frekvence ve vakuu.

Pro vétSinu nelinedrnich prostfedi se hodnota /i, v oblasti normalni disperse
pohybuje v rozmezi od 107% do 10~ m. Jsou-li ke generaci druhé harmonické
frekvence pouZity nelinearni desticky, jejichZ tlouStka je v&tsi, neZli I;o;, ampli-
tuda ,,propusténé* vlny druhé harmonické frekvence se periodicky méni s tloust-
kou desticky, jak ukdzal Terhuna [7].

Periodicka zavislost amplitudy druhé harmonické frekvence na tloustce ne-
linedrni destiky je disledkem rozfizovani viny zdkladni frekvence a druhé har-

(IV.48)

lkoh =
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monické frekvence. U izotropnich latek nelze docilit synchronisace fazi obou
vln vzhledem k dispersi prostfedi. Faze viny zakladni frekvence a druhé harmo-
nické frekvence lze vSak dobie synchronisovat v anizotropnich krystalech, jak
ukazali Giordmaine [4], Marker, Terhune, Nisenhoff a Savage [9].

PridrZime se i nadale pfedstavy, Ze druhd harmonicka frekvence je generovana
jedinou vInou zékladni frekvence , nikoliv tedy plsobenim dvou vin $ificich
se riznymi sméry.

V tomto pripadé je podminkou synchronisace rovnost normalovych indexi
lomu zdkladni frekvence a druhé harmonické frekvence

n'(0) = n'(2w) . (IV.49)

Vzhledem k tenzorovému cha-
rakteru susceptibility x¥Z® do-
chazi v jednoosych krystalech ke
vzajemnému pusobeni mezi fad-
nymi i mimofadnymi paprsky obou
frekvenci.

Indexy #'(w) a n'(2w) mohou
tedy byt indexy lomu jak paprsku
fddného, tak paprsku mimofad-

ného. Zivislost indexd lomu na
sméru $ifenije znazornéna pro posi-
tivnikrystal kfemene (72,(w) >ny(w))
na obr. 4a a pro negativni krystal
KPD (n,(w) < ny(w)) na obr. 4b.
Z obr. 4b vidime, Ze u krystalu
KPD miuZe dojit k synchronisaci
obou vln a to tehdy, jestlize vlna

Obr. 4a

Obr. 4b
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zékladni frekvence odpovid4d paprsku fddnému s indexem lomu 7y(w) a vina
druhé harmonické frekvence odpovidd paprsku mimofddndmu s charakte-
ristickymi indexy lomu 7,(2w), 7,(2w). Smér, ve kterém dochazi k synchro-
nizaci, svird s optickou osou krystalu thel ©,, udany vyrazem

7,(2w) n2(w) — no(2w)
n,(w) n22w) — n320)

Pii odchylce od tohoto sméru o maly tthel 4@ vroviné hlavniho fezu vzrista
fazova diference 4 umérné s odchylkou podle vzorce

20 |[ri20) — n¥(0)] [7(0) — n¥20)]
Ak = c n,(2w) ne(2w) 46 .

Jsou mozné i slozit&jsi kombinace, pfi nichZz dochdzi k synchronisaci, jestlize
generaci druhé harmonické frekvence zpusobuji dvé viny zakladni frekvence,
které se $ifi rGznymi sméry (viz [4], [7], [9], [14]).

sin 6, = (IV.50)

(1V.51)

4. Vzdjemné piisobeni viny zdkladni frekvence a viny druhé harmonické frekvence

Jak bylo ukazano v predchézejicim odstavci, neni mozno docilit v izotropnim
prostiedi synchronisaci fazovych rychlosti vln zékladni a druhé harmonické
frekvence. Nemélo by proto smysl uvazovat pfi studiu vzajemného plisobeni
obou vln prostiedi izotropni, jak jsme udinili v ¢lanku 2. tohoto odstavce. Budeme
tedy studovat vzajemné pasobeni viny zakladni frekvence a viny druhé harmonic-
ké frekvence v prostfedi anizotropnim.

Dopadajici vina zakladni frekvence se d€li v anizotropnim prostfedi na dvé
viny zdkladni frekvence, které odpovidaji dvéma vzajemné kolmym kmitosméram
a tyto vlny generuji obecné Sest viln druhé harmonické frekvence. Pfi studiu
vzajemného pisobeni ma vSak vyznam pouze piipad, kdy jsou pro vinu zdkladni
frekvence a vinu druhé harmonické frekvence splnény synchronisaéni podminky,
napi. v jednoosych krystalech jsou tyto podminky splnény pro vzijemné piisobeni
mezi vlnou zikladni frekvence odpovidajici paprsku fadnému a vlnou druhé
harmonické frekvence odpov1da]1c1 paprsku mimoradnému, jestlize normalové
sméry Sifeni obou vin sviraji s optickou osou krystalu thel 6,, udany (IV.50).
Pro takovy pfipad postadi uvazovat pasobeni dvou vln, popsanych rovnicemi

(IV.52)

grad div E,(0,) — AE,(,) — o2uge(®,) . Ex(0,) = of 1y PVE (o)
kde
y=1,2

0w, = w, 2w .
Z okrajovych podminek pro vlnové vektory (IV.10) mame

ko, z(20) = 2 ky 4 (0), Ry, y(20) = 2 ky, ()
(IV.53)
Ak = &y ,20) — 2 ky () .

O diferenci 4% budeme prozatim pfedpokladat, Ze je rtiznd od nuly.
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Homogennim rovnicim (IV.52) vyhovuji feSeni ve tvaru rovinnych vin
E(0,) = e,(,) Ay(,) k@ r—o,1 - (1V.54)

kde jsme oznadili e, (w,) jednotkovy kmitosmé&rovy vektor.

Jak bylo ukizano v odst. 2. tohoto ¢lanku, je amplituda viny druhé harmonické
frekvence A,(2w), a tedy v dusledku platnosti zdkona o zachovani energie
i amplituda zakladni frekvence A,(w), pouze funkci soufadnice z, kterd zde opé&t
predstavuje normélu na rozhrani. V diisledku slabé vazby mezi obéma vinami
muzeme predpokladat, Ze plati

*A4,(w,)

0.
022

Je zndmo, Ze v anizotropnim prostfedi smér §ifeni energie, udany Poyntingo-
vym vektorem

Ey(w,,) = Ev(wu) X ’—')'v(“’") > (IV.55)

[Ryf(@,)] cos 8, (w,) Aw,) Ai(w,) -

le(wV)| =

M@y
neni totoZny s normalovym smérem, udanym E,

vlnovym vektorem k,(w,) (viz obr. 5). Ozna- D, 5
Cime thel, ktery tyto sméry sviraji ¢,(w,),
dale pak ozna¢ime uhly lomu ¢, (w,), plochy
konstantni amplitudy 2 4,w,, a plochy kon-

stantni faze Z%(wv) ﬁ

Resenim nehomogennich rovnic (IV.54) ob- 5

N

k,

drzime dvé rovnice G-=
v

m

4 Cbr. 5

&

— 21|ky| cos 6; cos (&2 — &) af41 -
oz

(IV.56)

— —
=o’pye; . YN0 = 20 — 0): e, e, A, A} ¢ k=

— 21ilky| cos 0, cos (&1 — &, 04y _
o (IV.57)

—
= (2w)? py €5 . YNEI20 = o + 0): e, e; A2e 4k,

které popisuji zménu amplitudy obou vin.
Vzhledem k symetrickym vlastnostem tenzoru y™VZ(® plati
2157% Qo = 0 + 0) = 15 ? (0 = 20 — ),
takze rovnice (IV.56) a (IV.57) muZeme za pouZiti (IV.55) zapsat v jedinou
rovnici
[Gy(w)] cos [e1(w) — &,(w)] — [Gy(2w)] cos [ey(20) — 03(2w)] = W .
(IV.58)
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Tato rovnice pfedstavuje zdkon o zachovini energie, pfesnéji feCeno zikon
o zachovini tokl energie ve sméru normadly z. Veli¢ina ¥ je uplny vykon, proté-
kajici jednotkovou plos$kou ve sméru normély z. V neabsorpénim prostiedi je
tento vykon konstantni a dochazi tedy pouze k systematické vyméné energic
mezi vinou zakladni frekvence a vinou druhé harmonické frekvence.

Pro dalsi feSeni rovnic (IV.56) a (IV.57) oznalime :

Ay(2) = 04(2) &7 @ N © (IV.59)
Ay(2) = 05(2) €' . (IV.60)

Dosazenim téchto veli¢in do rovnic (IV.56) a (IV.57) a oddélenim redlnych
a imagindrnich Césti obdrZime tfi rovnice, které plné popisuji zménu amplitudy
i faze obou vin

do, 20 uy K .

e A - , sin O IV.61
ds |k1| COSZ 6 01 02 ( )
do, 40® uy K

Rt ol sin @ I1V.62
dz |ky| COSZ G, o ( )
de 0 o}

T = Ak — 40?u, K 2 — ! ® (IV.

dz Ho [Ikll cos® 0, 05 [ky| cos? 0, ] cos @ (IV.69)

Zde jsme oznacili

—> >

K = :1{ ;1 M@ (0 =20 — o) :ee, =

—

e . X 20 = v + o) e e,

1
2

0 = 29,(2) — py(2) + dkz.

Reseni téchto rovnic 1e v obecném pnpade znalné obtiZné a vede na eliptické
integrly. Jejich presné feSeni a diskusi miZe Ctendf nalézt v [6)].

V této praci provedeme feSeni pouze pro piipad, kdy amplituda viny druh¢
harmonické frekvence g, v roviné rozhrani = = 0 je rovna nule a soudasné je
splnéna podminka synchronisace fazovych rychlosti obou vin, tj. 4k = 0.
Predpoklad, Ze amplituda viny druhé harmonické frekvence v roviné rozhrani je
rovna nule neni zcela spravny, jak bylo ukdzéno v odst. 2. tohoto ¢lanku. U prl"l-
hlednych krystalu v oblasti normalni disperse je vSak amplituda »spropusténé”
i ,,odrazene vlny druhé harmonické frekvence v roviné rozhrani velmi mald
ve srovnéni s amplitudou vlny zékladni frekvence, takZe predpoklad g,(0) =0
praktlcky vyhovuje podminkdm pfi experimentu. Armstrong a Blombergen [6]
ukazali, Ze za uvedenych predpokladu amplitudy obou vziajemné pusobicich
vin jsou realné a plati

P1(2) = 0, pp(2) = —
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Rovnice (IV.61) a (IV.62) nabyvaji pak tvaru
991

== = — (050, (IV.64)
dz ,
do: _ 2, (1V.65)
dz
kde jsme oznacili
C, = K“”;‘" C, = Kotae
n cos? d; n cos* d,

Ze zakona o zachovani energie (IV.58) plyn pro o,(2) a 0x(2)
2
d2) — 0) = — 5% gz). (1V.66)

cos2d,

Dosazenim (IV.66) do rovnic (IV.64) a (IV.65) obdrzime pak integraci

_ ea(0) V.67
01(2) cosh [Co,(0) 2] . (IV.67)
0s(2) = 2% 5,0 tgh [C 0,(0) 21 , (IV.68)
cos 0,
kde
21{ Wy C

C—= =
7 cos 0; cos J,

Prabéh amplitud viny zékladni frekvence a viny druhé harmonické frekvence
je znazornén na obr. 6.

Obr. 6

Vidime tedy, Ze amplituda viny druhé harmonické frekvence roste se vzda—
lenosti z na ukor amphtudy viny zakladni frekvence.

Experimentalni ovéfeni bylo provedeno Terhunem [10], ktery pouzil ]ako
nelinearniho prostfedi umély krystal KDP. Maximalni vykon druhé harmonické
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frekvence, kterého bylo pfi pokusu dosazeno, byl 20 procent vykonu zikladni
frekvence. Jak vidime ze vztaht (IV.67) a (IV.68) existuje teoreticky moZnost
pfemény veskeré energie viny zaklkdni frekvence v energii viny druhé harmonic-
ké frekvence. Vznika otdzka, proC takovato tiplna pfeména nebyla dosud v praxi
realizovana. Je cela rada davodd, které znemozZiiuji takovouto uplnou preménu
energie. Napfiklad je to nedostate’nd fokusace svételného paprsku, odliSnost
sméru Sifeni energie obou paprski a v dusledku toho vznikajici okrajové efekty,
difrakce svétla apod.

Jak jsme jiZz podotkli, feSeni rovnic (IV.61), (IV.62) a (IV.63) je v obecném
pripad¢ znacné slozité. Pro pfipad, Ze je docileno synchronisace fazovych rych-
losti obou vln a pocatecni amplitudy jsou libovolné, je prabéh vykont v zavis-
losti na normaélové vzdalenosti od rozhrani z zndzornén na obr. 7. (viz [6].)

Obr. 7

JestliZze neni splnéna synchronisaCni podminka, amplituda druhé harmonické
frekvence se periodicky meéni, pfi ¢emz periodicita roste s rozfizovinim obou
vin Ak.

Na zavér tohoto odstavce podotykame, Ze mimo generace druhé harmonické
frekvence v dusledku nelinearni dip6lové polarizace prostfedi, byla pozorovana
rovnéz generace druhé harmonické frekvence jako disledek kvadrupolové
polarizace [8]. Tyto efekty jsou obvykle velmi malé a je je mozno zesilit, jestlize
umistime krystal do elektrostatického pole. Generace druhé harmonické frek-
vence na zdkladé kvadrupdlové polarizace ma predev§im vyznam pro studium
nelinedrnich vlastnosti krystald se stfedem inverse, u kterych tenzor nelinearni
dipdlové polarizace x¥*® m4 vSechny slo*ky nulové.

5. Generace harmonickych frekvenci vyiSich Fddi

Vzhledem k (III.4) jsou nelinedrni efekty vysSich fadi v oblasti normalni
disperse podstatné mensi, nezli nelinedrni efekty druhého fadu. Nelinearni
efekty, které vznikaji na rozhrani mezi linedrnim a nelinearnim prostfedim, jsou
proto zanedbatelné malé a miZzeme tedy predpokladat, Ze amplitudy generova-
nych vin vysSich harmonickych frekvenci jsou v roviné rozhrani rovny nule.
Ke generaci méfitelnych veliCin dochézi teprve v urcité hloubce prostiedi v dis-
ledku systematické vymény energie mezi vlnami zakladnich frekvenci a vinou
harmonické frekvence.
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V obecném piipadé pfedpokladdme, Ze z vin zékladnich frekvenci w; zpiso-
buje generaci harmonické frekvence wy, pifi CemZ plati

Wy = z w; . (IV.69)
=1 .

Oznadime-li k;(w;) vlnové vektory, odpovidajici zdkladnim frekvencim a

Zgn(wn) vinovy vektor harmonické frekvence, plati pro tyto vinové vektory okra-
jové podminky (IV.10)

Fua00) = D Rigl0) s a0 = D ki y(@) (1V.70)
i=1 i=1

Ak = b o(00) = D hnal(@). (IV.71)
i=1 .

Proces generace harmonické frekvence popisuje pak.soustava # + 1 nehomo-
gennich vinovych rovnic typu (IV.1), které vedou na # rovnic pro komplexni
amplitudy zakladnich frekvenci

d4; i Wi idkz R ™
—— = — —— = - 82‘ cz KAn A*
dz cos 0; cos (& — &;) ( , E it
(Iv.72)
4 e-i4k;,z z Cir H Ay A;)
r I,m
a jednu rovnici pro komplexni amplitudu harmonické frekvence
. 2 n
,dAi _ LY (e—iAkz K 1—1 A; +
dz cos 0y, cos (&, — dy) T
(IV.73)

4 ek, Z Cu,r n A, A:,,) ,
r Lm

kde jsme oznalili iZené tenzorové souliny (z + 1). fadu

. n—1 = n—1 -
K = e; x Nt™ (wi = w, — z w]-\’ e, I l € =
. 7 i3
i=1 j=1

n n
— —
= e, xNVt™ (w,,, = E ”)i) | I e;
i=1 1

i

n

n
Ci,r = e "™ (wi = z he wj) I I €
=1

j=1
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A" jsou zde celoliselné kombina¢ni koeficienty a

Akiyr = ki (@) = > 47 ki (o).
j=1

Bereme-li v uvahu generaci n- té harmonické frekvence, generované pouze
jedinou vlnou zékladni frekvence, # rovnic pro amplitudy A; splyva v jedinou
rovnici a staci tedy brat v ivahu dvé rovnice pro amplitudu zakladni frekvence
a amplitudu harmonické frekvence.

Napriklad pro generaci tieti harmonické frekvence 3 o, buzené vinou zakladni
frekvence o, redukuji se rovnice (IV.72) a (IV.73) na dvé rovnice

2
A 1O ke g 448 A7
dz cos 0 cos (&1 — 0y) '
(IV.74)
+ Cia 4, 41 4, + Cyp, 4, 4, 43)
] 1 2 .
d{43 —= - ,,,9,1 ()A_’Lf,o - (eiz 1kz KAI Al A1 ’+"
dz cos d; cos (&3 — 03)
: (IV.75)
+ Gy, 43 A3 43)
kde
Ak = k,(3w) — 3 k(w)
a
K = ;3 CXYE® B = o + o + o) ;17.8)1 él =
= 21 XV (0 =30 — 0 — ) ;3:17;1
Cl,l e e)1 . XA’L(:}) (U) = W — ) —}‘ (U) e;gl é;
C = ;1 XVEO (0 = o — 30 + 30) 7(;1;3 é;;
Cy, = ;3 xNE® B = 30 + 30 — 3w0) ! ;3 ;;;;;; .
PoloZime-li
AE) = e - v
Ay(2) = 05(2) e’ @ av.77)

obdrzime po oddéleni realnych a imaginarnich ¢asti tfi rovnice, které popisuji
generaci treti harmonické frekvence v nelinearnim prostredi

2
, o B3t K, e (1V.78)
dz |ky| cos? 0, v
N 2 '
doy  9Pm K Lo , (1V.79)
dz |Rs| cos? d, '
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‘,19 = Ak + (_:OSQ dln¥(rg3_g§l +
dz sin O dz
sc c (IV.80)
+ 9 u, w? [ St 1T . £2 S ] 2
. fo |Rs] cos? Oy |ky| cos? 6, et
C. C,.
+ 9 u, ? [ a1 S L2 ] z,
“ kgl cost 8y Ikl cos? 8y | &

kde
O =3 ¢,(2) — @3(2) + dkz .

Zde jsme predpoklddali $ifeni ve sméru normaly k roviné rozhrani 2.

Reseni t&chto rovnic je zna¢né obtizné, nebot hodnoty o,(w) a 3(3w) méni se
v disledku kvadratického Kerrova jevu, ktery zpisobuji ¢leny u koeficientt C;,
na pravé stran€ v rovnicich (IV.74) a (IV.75) . Pfesné feSeni téchto rovnic za
predpokladu, Ze je splnéna synchronisacni podminka, ma vyznam pouze aka-
demicky.

Experimentdlné pozoroval generaci tieti harmonické frekvence Terhune [12]
v izotropnich kapalinich, v kubickych krystalech a ve vapenci.

V. Zavér

Generace vysSich harmonickych frekvenci spadd do oblasti vyzkumu nové
fyzikalni discipliny, zvané nelinedrni optika..Tato disciplina zkoumd vSechny
optické jevy, které kvalitativné zaviseji na intenzité svétla. V nelinearnich feno-
menologické teorii vystupuji pak v Maxwellovych rovnicich vektory elektrické

a magnetické indukce D a B jako nelinedrni funkce vektort elektrické a magne-

tické intenzity E a H.

Vyznam nelinedrni optiky je velmi $iroky. Nejen Ze znalné piispiva k oboha-
ceni poznatki o mikrostruktufe latek, ale ma velky vyznam pro rozsifeni po-
znatku o struktufe svétla, napfiklad v oblasti vyzkumu koherence svétla. Rovnéz
velky vyznam ma4 nelinedrni optika pro konstrukci kvantovych generatori svétla.

Nelinearni optika je jednou z disciplin moderni fyziky, ve které se v souCasné
dobé¢ velmi intenzivné pracuje. Zustava tedy stdle otevienou oblasti védeckého
vyzkumu, jak po strance teoretické, tak po strance experimentalni.
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