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FACULTAS RERUM NATURALIUM

Katedra algebry a geometrie ptirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: doc. RNDr. Fosef Simek

O MNOZINE STREDU KRIVEK KONSTANTNI KRIVOSTI

ROZSIRENE HYPERBOLICKE ROVINY, KTERE PROCHA-

ZEJi DANYM BODEM HYPERBOLICKE ROVINY A DOTY-
KAJI SE DANE KRIVKY KONSTANTNI KRIVOSTI

FRANTISEK MACHALA
( Postoupeno dne 14. éervence 1968 )

I

V redlné rozsifené eukleidovské roviné E, je dén Beltrami-Kleintiv model
hyperbolické roviny absolutni kruZnici 2 o stfedu O. Vnitini body absolutni
kruznice £ budeme nazyvat H-body, mnoZinu vSech H-bodt H-rovinou. Vnéjsi
body absolutni kruZnice k& budeme nazyvat idealni H-body a body absolutni
kruZnice % absolutni H-body. Rovina E, je obrazem hyperbolické roviny, rozsi-
fené o nevlastni a idedlni body.

Definice 1. Je dan bod S € E, a jeho polara s vzhledem k absolutni kruZnici %.
Kftivka @, odpovidajici absolutni kruZnici £ v perspektivni kolineaci ¢ o stfedu S
a ose s a obsahujici asponl jeden H-bod, se nazyva kfivka konstantni kfivosti
H-roviny. Jestlize je bod S H-bod, resp. idealni H-bod resp. absolutni H-bod,
nazyva se kiivka @ H-kruZnice resp. H-ekvidistanta resp. H-horocykl. Bod S se
nazyva H-stfed kiivky @.

Z definice 1 ihned plyne: Je-li ddn bod § a H-bod 4, pak existuje jedind
kiivka @ o H-stfedu S, prochazejici H-bodem A. Tuto kfivku oznacime @(S, A).
Jestlize je A + S a A ¢s, pak je kolineace y reguldrni a kfivka @ se pak nazyva
reguldrni. Jestlize je 4 = S, pak je kfivka @(S, A) dvojndsobnym bodem S.
Jestlize A4 € s, pak je kiivka (S, A) dvojnisobnou tiseckou.

Véta 1. Necht se kiivky @(S,, 4,), D(S,, A,) dotykaji v bodé T. Pak bod T
leZi na pfimce S,S,. Obracené: Jestlize maji kiivky @(S;, 4,), D(S,, A,) spoleény
bod T takovy, Ze lezi na pfimce S,S,, pak se v tomto bodé dotykaji.

Diikaz plyne snadno z definice 1.

Poznamka 1. Pfedpoklddejme, Ze na kfivec @(S, A) existuje absolutni
H-bod X. Pfimka SX je teCnou absolutni kruZnice k. Zvolme bod S, e SX.
Pak kazda kfivka @ o H-stfedu S se dotyka kfivky @(S, 4) v bodé X.

Definice 2. Kazd4 kuZeloseCka k; roviny E,, kromé absolutni kruZnice £,
je H-kuZeloseCka. JestliZe je kuZelosecka &, reguldrni, pak je i H-kuZeloseCka k,
regularni. - '

Klasifikaci H-kuZeloselek provadime podle jejich polohy vzhledem k absolutni
kruZnici k. Uvedeme jen ty druhy H-kuZelosecek, které budeme v dalsim potie-
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bovat. Predpokladime, Ze vSechny uvaZované H-kuzelosecky jsou regularni
Uplné Kklasifikace H-kuzelosecek je provedena napf. v lit. [2].

1. H-kuZeloseCka &, se nazyva idedlni, jestlize neobsahuje zadny H-bod.

2. H-kuzelosecka &, se nazyva elipsa, jestlize vSechny jeji body jsou H-body.

3. H-kuZeloseCka k; se nazyva polohyperbola, jestlize obsahuje pravé dva
razné absolutni H-body (obr. la)

4. H-kuZelosecka k, se nazyva vypukld hyperbola, ]CStllZC obsahuje Ctyfi
rizné absolutni H-body a jestlie neexistuje spolecnd tedna kuZelosedek k, k.
(Obr. 1b.)

5. H-kuZelosecka %, se mnazyva elipticka parabola, jestlize obsahuje jediny
absolutni H-bod a ostatni jeji body jsou H-body. (Obr. 1c.)

6. H-kuZelosecka %, se nazyva vypukla hyperbolicka parabola, jestlize obsahuje
tfi rizné absolutni H-body a jestliZe existuje pravé jedna spole¢na te¢na kuzelo-
secek &, k. (Obr. 1d.)

k
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Obr. 1

Umluva 1. Pro &tvefici bodit M, N, N;, N, budeme pouZivat znaku [MNN,N,]
v téchto pfipadech:

1. Body M, N jsou riazné H-body, plati (MNN,N,) = -1, a body N,, N,
jsou polarné sdruZené vzhledem k absolutni kruZnici .

2. Body M, N jsou splyvajici H-body, plati M = N, a bod N, je libovolny
bod polary m bodu M vzhledem k absolutni kruZnici k.

3. Bod M je H-bod, bod N je absolutni H-bod a N = N, = N,.

Véta 2. M&me dany tfi ruizné H-body M, N, P. Sestrojme body N,, N,
resp. Py, Py, pro které plati [MNN,N,], [MPP,P,]. Pf¥imky N.P,, N,P, resp.
N,P,, N,P, se protinaji v bod¢ U, resp. U, ptimky NP. Plati [NPU,U,].

Dikaz: UvaZujme aplny Etyfroh NiN,P,P,. (Obr. 2.) Jeho diagondlni body
jsou M, U,, U,. Z vlastnosti uplného Ctyirohu plyne (U, M, U,U,, U,U;, U N,) =
= —1. Ze vztaht (MNN,N,) = (MPP,P,) = —1 dile plyne (U;M, U,N,
U,N,, U1N2) = (UIM, U,P, U,P,, U1P2) = (U1M: U,P, U,N,, U1N2) =
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= —1. To znamen4, Ze je U,U, = U,;N = U,P. Z vlastnosti tiplného ¢tyfrohu
vyplyvd, %2e (NPU,U,) = —1.

u, p, r
k M U
1
R P
N,
. R
N
Q
n, N,
Obr. 2

DokaZeme dale, 2e body U,U, jsou polarné sdruZené vzhledem k absolutni
kruZnici k. Sestrojme polaru »;, bodu U, vzhledem k absolutni kruZnici .

1. Pfedpokladejme, Ze néktery z boddt N;, N,, Py, P,, napi. bod N, leZi na
ptimce u,. (Obr. 3.) Oznaéme 4 pél pfimky a = U, N,. Pak ptimka n, = U,4 je
poléra bodu N;. Z konstrukce bodu U, plyne, Ze N, € n,, P, € a. ProtoZe jsou
body P,, P, polarné sdruZeny vzhledem k absolutni kruZnici %, plati 4 = P,,
&ili u; = N, P,. Z toho plyne U, € u, a body U,, U, jsou polarné sdruzeny vzhle-
dem k absolutni kruZznici k.
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2. Pfedpoklddejme, Ze 2adny z boda N,, P; neleZi na pf¥imce u, a uvaZujme
perspektivni kolineaci ¢ o stfedu U, a ose u,, ve které N; — P,. (Obr. 2.) Dvoj-
pomér (U,RN,P,), kde R je pruselik pfimek U,N;, u,, je charakteristickym
dvojpomérem této kolineace. OznaCme r, 7,, p; polary bodu R, N,, P;. Pak plati
(URN\P,) = (uy, 75 myy p1) = (QUyN,Py) = (U,QP,Ny), Kde O je prisetik
pfimek u;, U;N,. To znamen4, 7¢ P, — N, v kolineaci ¢. Pak N,P, — P;N,.
Priasecik U, pfimek N,P,, P,N, lezi proto na ose u, kolineace ¢. Body U,, U,
jsou pak polarné sdruZeny vzhledem k absolutni kruZnici 4.

IIL

BudiZ déna reguldrni kiivka @ o H-stfedu S a H-bod M. Jeden z priseéika
pfimky SM s kiivkou @ ozna¢me A a pruseciky této pfimky s absolutni kruZnici
k oznaCme A’, A”. (Obr. 4.) :

Zvolme dale libovolny bod N'e @ a sestrojme body N;, N, pro které plati
[MNN,N,]. Oznaceni bodit budeme volit podle nasledujici imluvy.

Umluva?2. 1. Je-li kfivka® H-ekvidistanta a body 4, N lezi v opainych polo-
rovinach, uréenych pfimkou s, pak N, je idedlni H-bod.

2. Ve v8ech ostatnich pfipadech je N; H-bod nebo absolutni H-bod.

Sestrojme body A4,, 4,, pro které plati [MAA,A,] a ozna¢me je podle imluvy 2.

Véta 3. Piedpokladejme, Ze H-bod M neleZi na kfivce @. MnozZinou boda N,
resp. N,, pro které plati [MNN,N,], kde N e ®, je kuzeloseCka &, resp. ks,
odpovidajici kfivce @ v perspektivni kolineaci ¢, resp. @, o stfedu M a ose s, ve
které 4 — A, resp. A — A,, kratce ¢, (M, s, A — A,) resp. @, (M, s, A — A,).

Dukaz: 1. Pfedpokladejme, ze N € k. Podle umluvy 1 plati N = N; = N,,.
Bod N leZi na ose s kolineaci ¢;, ¢, a proto je bodem kuZeloselek &, ,.
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2. Pfedpokladejme, Ze N ¢ k. Pruseciky pfimky SN s absolutni kruZnici %
oznaéme N’, N”. (Obr. 4.) Z definice 1 plyne, Ze se pfimky AN, A'N’, A”N"
protinaji v bodé R na pfimce 5. Bod R je diagondlnim bodem tuplného ¢tyfrohu
A'A""N'N'"'vepsaného absolutni kruZnici k. Jeho protéjsi diagonalu ozname r.
Z vlastnosti uplného ¢tyfrohu plyne [ANRR;], kde R, je prusecik pfimek r, AN.
Z véty 2 a amluvy 2 plyne, Ze pfimky A4,N;, A,N, prochazeji bodem R. To vSak
znamend, 2¢ N — N, resp. N — N, v kolineaci ¢; resp. ¢,. Body N, resp. N,
vytvareji kuzeloseCku %, resp. k, kolinedrni s kfivkou @ v kolineaci ¢, resp. @,.

Pozndmka 2. Sestrojme tenu ¢, v bodé N’ ke kruZnici % a jeji prusecik
s pfimkou s oznalme Q. (Obr. 4.) Podle definice 1 je pfimka zy = QN teCna
ktfivky @ vbodé N a pfimky ¢y, = QONj, ty, = QN,jsou pak te¢ny ke kuzelosec¢-
kam k,, k, v bodech N;, N,. Bod Q je polem primky SN.

Poznamka 3. Oznaéme B druhy prusecik pfimky SM s kiivkou @. Z definice
1 plyne [BASS,], kde S, je prusecik pfimek s, MS. Podle pifedpokladtl véty 3
plati M ¢® a [MAA,A,). Pfedpokladejme, Ze je A, = S, resp. 4, = S,. Pak
oviem A, = Sresp. A, = SaM = B, cozje spor. Kolineace ¢, (M, s, 4 — A4,),
py (M, s, A—> A,) jsou regularni, nebot A, + M, A, + M, A, ¢s, A, ¢s.
KuZelosecky %, k, jsou proto regularni.

Véta 4. Predpoklidejme, Ze bod M lezi na kfivce @. MnoZinou boda Ni
resp. N, pro které plati [MNN;N,], kde N e ®, je regulirni kuZeloseCka k:
resp. kuZzelosecka &, sloZend z pfimek s, m, kde m je polira bodu M.

Dtkaz: Oznaceni zvolime tak,
aby M = A. Zvolme bod N + 4
kfivky @, sestrojme poldru r pri-
se¢iku R pfimek NA, N’, A',N",
A", svzhledem kabsolutni kruZnici
k ajeji pruseCik R; s pfimkou NA.
(Obr. 5.) ProtoZe plati [ANRR,],
[MNN,N,], M = A, je R, = N,,
R = N,. JestliZe zvolime N = M,
pak podle umluvy 1 je N; =M a
kazdy bod pfimky m je bodem N..
Stejné jako ve vété 3 dokdZeme, Ze
mnozina bodu N, je regulirni ku-
ZeloseCka k,, kolinedarni s kfivkou
@ v kolineaci ¢; (M, s, N — Nj).
MnoZinou bodd N, jsou pfimky
5, m.

Pozndmka 4. Z konstrukce bodit Ny, N, plyne, Ze prisediky pfimky s s abso-
lutni kruZnici % a jen tyto body jsou absolutnimi H-body kuZeloseCek k;, k..

Viimnéme si nyni podrobnéji kuZelosecek £, &, v jednotlivych pfipadech.

1. Pfedpoklddejme, Ze kfivka @ je H-kruZnice. KuZeloselky k;, &, neobsahuji
absolutni H-body. VSechny body kuZelosecky %; resp. &, jsou podle imluvy 1
H-body resp. idealni H-body. ‘

a) Nechtje H-bod M vné&jsim bodem H-kruZnice @. Pak miiZeme timto bodem
vést dvé razné teny k H-kruZnici @. Tyto pfimky jsou soucasné teCnami
kuZeloselek %, ko, jak plyne z kolineaci ¢, .. Z toho dale vyplyva, Ze vSechny
body absolutni kruZnice % jsou vné&jsimi body kuZeloseCky k,. Existuji proto
¢tyfi ruzné spolecné teény kuZelosedek k&, &,. -

Obr. 5
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b) Necht je H-bod M vnitinim bodem H-kruZnice @. Bod M je také vnitfnim
bodem kuZelosecky %, a v§echny body absolutni kruZnice % jsou vnitfnimi body
kuZeloseCky k,. Neexistuji spolecné te¢ny kuZelosecek k, k.

2. Predpokladejme, Ze kiivka @ je H-ekvidistanta. Necht M ¢ @. KuZeloseCka
k, resp. k, obsahuje pravé dva rizné absolutni H-body. Existuji pravé dvé
ruzné spolecné teCny kuZelosecek &, k, resp. &, k,.

3. Predpoklidejme, Ze kiivka @ je H-horocykl. KuZeloseCky &;, &, obsahuji
jediny absolutni H-bod S. VSechny body kuZelosecky %;, resp. k, kromé bodu S
jsou H-body resp. idedlni H-body. Stejné jako v pfipadé 1. ukaZeme:

a) Jestlize je H-bod M vnéj$i bod H-horocyklu @, leZi vSechny body absolutni
kruZnice &, kromé bodu S, vné kuZeloseCky k,, existuji pravé tii spolecné tecny .
kuZeloselek &, k,.

b) Jestlize je H-bod M vnitfni bod H-horocyklu @, jsou viechny body abso-
lutni kruZnice % kromé bodu S vnitfnimi body kuZeloseCky k,. Existuje pravé
jedna spole¢nd te¢na s kuZelosecek %, k.

Jestlize H-bod M leZi na kfivce D, pak pro kuZeloseCku £, plati zdvéry ucinéné
v jednotlivych pfipadech, kuZelosecka k, se sklada vZdy z pfimek s, m.

II1.

Sestrojme kuZeloseCky &', &' odpovidajici kuZeloseCkam k;, k, v polarité
indukované v roviné E, absolutni kruZnici .. Naznalime konstrukci bodu N*
resp. N a teéen ' resp. n' kuZeloseCky %! resp. k*: Zvolme libovolny bod N € &
a sestrojme body N, N, kuZeloselek &;, &y, tzn. body, pro které plati [MNN,N,].
(Obr. 6.) Polary n', n' bodd N;, N, prochazeji pélem P piimky p = MN.
Z konstrukce bodi N,, N, plyne n' = PN,, n'' = PN;. P¥imky »', n' jsou te¢ny
kuZeloselek k7, k. Sestrojime déle p6l Q pfimky ¢ = SN. Podle poznimky 1
jsou pfimky zy, = ON;, ty, = ON, teCny kuZelosecek k;, k, v bodech N;, N,.
Poly N', N™ pfimek zy,, ty, jsou praseciky pfimek 7', n"" s pfimkou g¢. Tyto bo-
dy jsou body dotyku tecen #', n'* kuZzelosecek &', &

Obr. 6




Piedpoklddejme, Ze bod O — stied absolutni kruZnice %, je vné&j$im bodem
kuZeloseCky %;. Bodem O miZeme vést k této kuZelosecce dvé riizné teCny. ProtoZe
bodu O odpovida v polarité nevlastni pfimka, obsahuje kuZelosecka &' dva riizné
nevlastni body roviny E,. KuZelosecka k! je hyperbola. JestliZe je bod O vnitfnim
bodem kuZeloseCky &, resp. lezi na kuZelosecce %;, je kuZelosecka &' elipsa resp.
parabola. Stejnou uvahu miZeme provést pro reguldrni kuZelosecku &'

Predpokladejme, Ze kuZelosecka %, je sloZend z piimek m, s, jejichZ prisecik
je U. Kazda pfimka svazku o stfedu U muZe byt povaZovana za tenu kuZelo-
seCky k,. Telny kuZeloseCky k" vytvéfeji svazky pfimek o stfedech M, S. Bodova
kuZeloseCka £" je dvojndsobnou pfimkou MS.

Pozndmka 5. Predpoklddejme, Ze pfimka s protind absolutni kruznici %
v bod¢ X. Bodem X prochézeji kuZeloseCky k,, k,. Proto je tecna k absolutni
kruZnici 2 v bodé X soulasné teCnou kuZeloselek &', %''. Kazda seCna resp.
neseCna kiivky @, prochazejici jejim H-stfedem S, je soucasné secnou resp.
nese¢nou kuZeloselek %', k'

Véta 5. MnoZinou H-stfed kfivek konstantni kfivosti, které se dotykaji
dané regularni kfivky @ a prochéazeji danym H-bodem M jsou kuZelosecky &7, k"'
a spolecné teény kfivky @ a absolutni kruZnice k.

Dikaz: 1. Pfedpokladejme, ze M ¢ D.

a) Vedme H-stfedem S kfivky @ libovolnou secnu ¢ této kiivky, kterd protind
kfivku @ a kuZelosecky %', £ postupné v bodech N, R; N', R'; N", R". (Obr. 6,
kde je konstrukce provedena jen pro bod N.) KaZzdou kfivku konstantni kfivosti,
ktera spliiuje poZadavky véty, oznatime @*. DokdZeme, Ze body N, N, R!, R"
jsou H-stfedy kfivek @*. Podle véty 5 lit [4] jsou pfimKy 7', #n™ resp. r', r'* mno-
Zinou H-stfed kfivek konstantni kfivosti, které prochézeji body M, N resp.
M, R. Kfivky @®(N', M), D(N", M), resp. P(R', M), ®(R", M) jsou kfivkami ®*,
nebot se podle véty 1 dotykaji kiivky @ v bodé N resp. R. DokéZeme dale, Ze
na pfimce ¢ neleZi dal§i H-stfed kfivky @*: UvaZujme libovolnou kfivku &*,
jejiz H-stfed leZi na primce g. Tato kfivka se dotyka k¥ivky @ v bodé N nebo R.
ProtoZe kiivka @* prochdzi také bodem M, musi podle véty 5 lit. [4] jeji H-stfed
leZet na jedné z primek ', n', v, ¥''. To znamen4, %e H-stfed uvaZované kiivky
@* je nékterym z boda N', NY, R, R™. .

b) Predpokladejme, Ze existuje teCna x, vedend ke kfivce @ z jejiho H-stfedu
S. Podle poznimky 5 je x te¢nou kuZelosecek ', £''. Zvolme libovolny bod W € x.
Kfivka @ (W, M) je podle poznidmky 1 kiivkou ®*.

c) Pfedpokladejme, Ze existuje pfimka g, prochézejici bodem S, na které nelezi
zadny bod kfivky @. Podle poznidmky 5 nelezi na pfimce ¢ také Zidny bod
kuZelosecek &', k' Podle véty 1 se Zddna kiivka konstantni kiivosti, jejiz H-stfed
lezi na pfimce ¢, nedotyka kiivky @. Proto také neexistuje kiivka @%*, jejiz H-stied
lezi na pfimce q.

2. Pfedpokladejme, Ze M e .

a) Vedme bodem S seCnu ¢ + SM kfivky @, kterd ji protind v bodech N, R.
Podle véty 4 plati Nyes, R,es a proto Sen”, Ser®a § =N" = R Stejné
jako v Casti 1 ukdZeme, Ze body N’, R', S == N" = R"™ kuZeloselek %', 2" a jen
tyto body jsou H-stfedy kfivek @*, leZici na pfimce g. Zvolme déle ¢ = SM.
Ztejmé je kazda kiivka O(W, M), kde W e g, kfivkou @*. V pfipadé¢ W =S
plati (W, M) = D(S, M). Ve zbyvajicich pfipadech postupujeme stejné jako
v Casti 1.
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Poznédmka 6. Doposud jsme piedpokladali, Ze je kiivka @ regularni. Pfipady
singuldrnich kiivek se nemusime zabyvat, protoZe je fesi véty 5, 6 lit. [4].

Nyni. provedeme klasifikaci H-kuZelosecek %', 2" v jednotlivych pFipadech.
Pouzijeme k tomu vlastnosti kuZeloseCek k;, ky, popsanych v zavéru casti II
a vlastnosti kuZeloseCek polarné sdruZenych. Predpokladime, Ze kiivka @ je
regularni.

1. Necht je kfivka @ H-kruZnice. VSechny teény kuZeloseCky %, jsou se¢nami
absolutni kruZnice % a proto jsou vSechny body kuZelose¢ky k' idedlni H-body.
H-kuZeloseCka %' je idealni.

a) Necht je H-bod M vnéj$im bodem H-kruZnice @. Bod O je vnéjsim bodem
kuZeloseCky &, a proto je kuZzelosecka &' hyperbola. Existuji Ctyfi riizné spolecné
teCny kuZelosecek k, k, a proto existuji Ctyfi razné pruseciky kuZelosecek &, &".
Protoze kuzelosecky k, k, neobsahuji spole¢ny bod, neexistuje spolena te¢na
kuzelosecek k, &". H-kuZelosecka &' je vypukla hyperbola.

b) Necht je H-bod M vnitfnim bodem H-kruZnice @. VSechny body kuZelo- -
seCky k" jsou H-body. H-kuZeloseCka %' je elipsa.

2. Necht je kiivka @ H-ekvidistanta a necht M ¢ @. Existuji pravé dva rizné
pruseciky kuzelosecek &, &' resp. k, k'". H-kuZeloseCky k', 2" jsou polohyperboly.

3. Necht je kfivka @ H-horocykl. VSechny body kuZeloseCky %' aZ na bod §
jsou idealni H-body. H-kuZeloseCka &' je idedlni.

a) Necht je H-bod M vnéjsi bod H-horocyklu @. KuZelosecka %' je hyperbola.
Existuji pravé tfi spole¢né body kuZelosecek %, k" a jedind spoletni tecna.
H-kuZelosecka " je vypukla hyperbolickd parabola.

b) Necht je H-bod M vnitfni bod H-horocyklu @. Existuje jediny spolecny
bod kuZeloselek k, k'. VSechny ostatni body kuZeloselky 4! jsou H-body. H-
kuZelosecka &' je eliptickd parabola.

Jestlize H-bod M lezi na kfivce @, pak pro H-kuZelosecku &' plati zavéry
udinéné v jednotlivych pripadech a kuZzelosecka £" je dvojndsobnou primkou SM.

Poznamka 7. Body hyperbolické roviny se zobrazuji na Beltrami-Kleinové
modelu do vnitfnich boda absolutni kruZnice k2. Body absolutni kruZnice jsou
obrazy nevlastnich bodi hyperbolické roviny. Poznatky, které se tykaji vnitfni
geometrie hyperbolické roviny miZeme aplikovat na vnitfek absolutni kruznice
a naopak.

Provedme srovnani znimych poucek rozsifené eukleidovské roviny s vysledky,
ke kterym jsme dospéli v ¢asti 1. Ukazuje se, Ze je moZno formulovat véty, které
plati sou¢asné v obou geometriich. Je nutno si v§ak uvédomit, Ze jednou chapeme
pojmy ,,kruZnice* a ,,kuzeloseCka* ve smyslu geometrie eukleidovské a po druhé
ve smyslu geometrie hyperbolické. Plati:

1. MnoZina stiedi kruZnic, které se dotykaji dané kruZnice a prochézeji
vnéjsim bodem M této kruZnice je kuzeloseCka, kterd mé s nevlastnim utvarem
dané roviny nejvys$$i moZny pocet raznych spole¢nych bodu. (V roviné euklei-
dovské hyperbola, v roviné hyperbolické vypukld hyperbola.)

2. Mnozina stfedd kruZnic, které se dotykaji dané kruZnice a prochazeji
vnitfnim bodem M této kruZnice je kuZeloseCka, kterd nemd s nevlastnim
atvarem dané roviny Zadny bod spolecny. (V roviné eukleidovské i hyperbo-
lické elipsa.)

3. MnoZina stfedd kruZznic, které se dotykaji dané kruZnice v jejim bodé M je
pfimka. '
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PE3IOME

0 MHOMKECTBE HEHTPOB KPUBbLIX ITOCTOSIHHON KPUBbI3HBI

PACIHIMPEHHO! TUITEPBOJINYECKON ITJIOCKOCTH, KOTOPBIE

IMPOXOAAT YEPE3 JJAHHVIO TOUKY N KACAIOTCH JIAHHON
KPUBONM TIOCTOSIHHON KPUBBI3HBI

OPAHTHIIER MAXAJIA

B nacrosiueii pabore OTKPBITO MHOKECTBO 1I¢HTPOB KPHBBIX IOCTOHHHOM
KPUBLIZHBI PACUIMPEHHOI runep6oyecKoil MIIOCKOCTH, KOTOPHIE ITPOXOIAT
yepes IanHylo Touky M n KacaloTcsl HaHHONH KpuBoil @ nocTosHHOI Kpu-
BLI3HBL. Jlajiblie NpoBOgATCA IOJIHA# MMCKYCCUs NAHHOH NpOOIeMbl IiIA
BCEX THIIOB KPHUBLIX @ M A PasHBIX B3aMMHBIX I0JI0KeHuil Touxu M mno
OTHOIICHUIO Kk Kpusoil @. Bce paccy:IeHus NPOBOAATCA Ha Momelnn beib-
tpamu-Iireiina mpu MoMomyu CHHTETHYECKOr0 MeTOoNa.

ZUSAMMENFASSUNG

UBER DIE MENGE DER MITTELPUNKTE VON KURVEN KONSTAN-
TER KRUMMUNG DER ERWEITERTEN HYPERBOLISCHEN EBENE,
DIE DURCH EINEN GEGEBENEN PUNKT GEHEN UND EINE
GEGEBENE KURVE KONSTANTER KRUMMUNG BERUHREN

FRANTISEK MACHALA

In der vorliegenden Arbeit wird die Menge der Mittelpunkte von Kurven
konstanter Kriimmung der erweiterten hyperbolischen Ebene gefunden, die
durch einen gegebenen Punkt M gehen und eine gegebene Kurve @ konstanter
Kriimmung beriihren. Weiter wird die volle Diskussion des gegebenen Problems
fiir alle Arten der Kurven @ und fiir verschiedene gegenseitige Lagen des Punk-
tes M und der Kurve @ durchgefiihrt. Alle Betrachtungen werden synthetisch
am Beltrami-Klein-Modell angegeben.
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