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1971 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 33 

Katedra matematické analýzy přírodovědecké fakulty 
Vedoucí katedry: Prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc 

H O M O G E N E LINEARE ZU S I C H SELBST BEGLEITENDE 
D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G ZWEITER ORDNUNG 

MIROSLAV LAITOCH 
(Eingelangt am 31. März 1969) 

I. Problemstellung: Betrachten wir eine homogene lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

Y" = ß ( 0 . y , (Q) 
wo der Koeffizient Q eine in einem offenen Intervall j definierte und daselbst eine 
stetige Ableitung zweiter Ordnung besitzende Funktion bezeichnet. (Es ist also 
ß e C ( 2 ) ) . 

Ist ß eine Lösung der Differentialgleichung (ß), so schreiben wir kurz ß e (Q). 
Die Menge aller reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Es seien a, ß e R zwei Zahlen, 
für welche a2 + ß2 > 0 gilt. Falls a2 - ß2Q(t) 4= 0 für tej ist, dann stellt die 
Funktion „ , 

au + ßu 
Z~ vV-/? 2 ß| ' 

wo u e (ß) ist, eine Lösung der Differentialgleichung 
* * - ß i ( o . * ; (Qi) 

mit dem vermöge der Gleichheit 

ßi(0 - ß(0 + ^ß*Q'2(t) • C«2 - ß2Q(t)T2 + 

+ y/*2ß"(0 • [«2 - ß2Q(t)T' + -tfß'(0 • O2 - ß2Q(t)Tx (i-i) 
im Intervall/ definierten Koeffizienten ß« dar. 

In den weiteren Betrachtungen wird die Differentialgleichung (Qx) als begleitende 
Gleichung der Differentialgleichung (Q) mit der Basis [a, ß] genannt. (Siehe [1]). 

Wir wollen uns nun mit der Frage befassen, für welche Koeffizienten ß die Diffe­
rentialgleichung (ß) bei gegebener Basis [a, ß] zu sich selbst begleitend ist. Zu diesem 
Behufe unterscheiden wir drei mögliche Fälle der Basis [a, ß]: 

1. a + 0, ß = 0; 2. a #= 0, ß # 0; 
3. a = 0, ß .+= 0. 
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Fall 1. Hierbei ist immer ßi(l) - ß(0 inj für jede Q e C(2). Somit ist die Diffe­
rentialgleichung (ß) für jede Basis [a, 0], a + 0 immer zu sich selbst begleitend, wie 
es sich aus (1.1) für ß = 0 ergibt. Dieser Fall ist für uns nicht interessant. 

Fall 2. Setzen wir hier — = JU(4= 0) ein, so läßt sich der Koeffizient Qx der Diffe­

rentialgleichung (ßi) inj durch folgende Gleichheit ausdrücken: 

ßt = ß + 4-ß'V - ßr2 + y ß V - Qrx + /<0v - ßr1-
Die Identität ß i = ß ist genau dann erfüllt, wenn ß der Differentialgleichung 

~ ß ' V ™ ß ) - 2 + y ß V - ß)~ ' + A-ßV - ß)""1 - 0, /i 4= 0, (1.2) 

genügt. 
Fall 3. Dieser ist ein Sonderfall vom Fall 2. und zwar wenn n = 0 und Q(t) 4= 0 inj 

ist. Dann liefert die Bedingung ß« = ß für ß folgende Differentialgleichung 

yß' 2 ß~ 2 -yß"ß~ 1 = = 0 - (1.3) 

IL Integration der Differentialgleichungen für den Koeffizienten Q. 
Diskussion zu Fall 2. Wir beschäftigen uns jetzt näher mit Fall 2. Die Integration 

der Differentialgleichung (1.2) wird folgendermaßen durchgeführt: 
Da ß2 — Q(t) 4= 0 für t ej ist, setzen wir in (1.2) \i2 — Q(t) = X(t) ein, woraus 

-Q'(t) = X'(t), ~Q"(t) = X"(t) folgt und für Verhalten wir die Differentialgleichung 
3 X'2 1 X" X' 

TF-TT^T = 0' (II1) 

Es ist leicht einzusehen, daß die im Interval j = ( — 00,00) der Differentialgleichung 

X' - 0, (11.2) 
genügende Funktion X = /< 4= 0 die Lösung der Gleichung (II. 1) ist. 

Ist X'(t0) 4= 0, so existiert ein Intervall i cz / derart, daß t0e/ und X'(t) 4= 0 im 
Tntervall i ist. In diesem Intervall läßt sich die Gleichung (II. 1) in der Gestalt 

YX'X'1 \TX X ' ~X"X"X - 2 / i = 0 
schreiben. L -1 

Da .Y'.JT"] 4= 0 im Intervall i ist, ergibt sich aus dem Vorhergehenden 

~X'X~l-X"X'~x-2n-0. (IT.3) 

Integrieren wir (II.2), so erhalten wir X — k (Konstante), k 4= 0. 
3 

Integrieren wir (II. 3), so erhalten wir sukzessiv In | X' \ = —~\n\ X \ —2\it 4- A, 

dh. | X' | . | X | _ i = exp ( -2 /^ + A) und weiter — 2ee'| X | _ i = - y - e x p 
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( — 2ßt + A) + B, wo ß -= sgn X, e' = sgn X', wofaus sich nach Umformungen er­
gibt: |X | = 16/z2 . [&xp(-2ßt + A) - 2ßB]~2. Folglich bekommen wir entweder 
X — \6ß2 [exp (-2ßt + A) - 2ßB]"2, wenn sgn X = 1 ist, oder X = -16/i2 [exp 
(2ßt + A) — 2ßB]~2, wenn sgn X = —1 ist. Falls \iB > 0, muß in beiden Fällen 

t + _ L vorausgesetzt werden. Berechnen wir nun X'(t), ist es leicht ein-
Zß 

zusehen, dass / = j = ( — OD, OO) mit eventueller Ausnahme von Punkt t = A — 
- In (2fiB)f2fi ist. 

Es gilt also: Die Differentialgleichung (1.2) hat im Intervall ( —oo, oo) entweder 
die allgemeine Lösung 

Q = [i2 - k, k + 0, (II.G2) 
oder 

Q = ß2 - \6ß2 . [exp (-Ißt + A) - 2ßB]~2, (II.G2a) 

Q = ß2 + \6ß2 . [exp (~2ßt + A) - 2ßB]~2. (H.G2b) 

Es sei hier noch bemerkt, daß der Koeffizient Q die Funktion ß darstellt, was seine 

Abhängigkeit vom Quotienten ß — — besagt. 

Diskussion zu Fall 3. Im vorliegenden Falle läßt sich die Differentialgleichung (1.3) 
in der Form 

ißi*.(ißrV = o 
schreiben. Diese Differentialgleichung wird einfach integriert und die Lösungen 
lassen sich folgendermaßen ausdrücken: 

« 0 - - - - = - - - * . (".03a, 

Ö ( , ) = + ( I ,V V™» 
Es sei noch bemerkt, daß der Koeffizient Q keine Funktion ß darstellt, was be­

deutet, daß er von der Basiswahl unabhängig ist. 

///. Explizite Darstellung von Integralen der Differentialgleichungen (Q) mit den 
Koeffizienten (II.G2) - (II.G3b). 

Fall 2. Betrachten wir den Koeffizienten (II.G2) und folglich die Differential­
gleichung 

y" = (ß2-k).y, (III.G2) 

k + 0. Nunmehr erhalten wir das allgemeine Integral in den folgenden expliziten 
Formen: 

y = cx exp (vV - kt) + c2 exp (-\lß2 - kt) (III.^j) 
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falls n2 - k > 0, bzw. /TTT M . 

y = c, + c2r an.J22) 
falls ju2 — A: HB 0, bzw. 

y = ct sin Vk - ,w2 t + c2 cos v k — fj,2 t, (I1I.J23) 
falls \i2 - k < 0. 

Betrachten wir den Koeffizienten (II,G2a) und (II.G2b) und folglich die Diffe­
rentialgleichungen f . , 2 ^ 

V" = L 2 - ^ T l v, (in.G2a) 
l [ exp (^2^ + A-)-2/iß]2J 

v" = L - + l^L 1 y, (IILG2b) 
' f . [exp(-2^ + ^ ) - 2 ^ ] 2 r 

Falls u,B > 0 ist, nehmen wir an, daß t 4= — = ist. 
2/x 

Die Integration wird also unter der Voraussetzung durchgeführt, daß B 4= 0 ist. 
Mittels der sukzessiven Substitutionen 

1- y(0 = »/CO» wo T = exp ( — 2pLt + A), r' = — 2/IT und da j / (0 = IJ'(T) . T' = 
« ~2/m? '(T),^(0 - 4p2xq'(x) + 4ß2xhf(x% 

2. u(%) — T4?|(T), in welcher ^(T) = x~*u(x), rj'(x) = — £T~*W(T) + T~*W'(T), 

J,"(T) B f T~*M(T) - T~V(T) + T ~ V ( T ) , 

3. W(T) = (T - 2MB) KO, wo - = ^JT^B]9 "' = ̂  und da 

2/LB ,/KX „ x r -2\iB 2/^ßl ,,,_ 4{t2Bz 

u'(x) = o(0 - -CL. „'(0. W"(T) = ^ + - ^ - Ü'(0 + a , „ ~- ~"(0 
T [_T(T - 2\xB) T2 J T2(T _ 2/xß) 

gehen die erwähnten Differentialgleichungen (III.G2a), (III.G2b) in die linearen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 

H2B2v"(0 ~~ ß2B2v'(0 + v(Q = 0 
bzw. 

H2B2v"(0 - ß2B2v'(Q - o(c-) = 0 

über. Hiervon und durch inverse Substitutionen gelangen wir zur expliziten Darstel­
lung des allgemeinen Integrals für die Differentialgleichung (III.G2a) in der Form 

+ k 

falls | piB \ > 2 ist, oder 

( exP(-2M» + A) \-v l - . i l 
^|exp(-2ř tr + 4 ) - 2 / t B | j J ' (HU2a,) 

y(0 = I e*p(-2„, + A) - 2„B|+[fc, + fc2 In ^ " f ^ - U l ] 
(IIU2a2) 
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falls | ]LB \ = 2 , oder 

y(t) - j exp ( - 2 / i t + A) - 2\iB |"-~ . 

exp ( — 2\it + Ä) 

\Qxp(-2џt + A) - 2 / Í Я | , [fc, sin / —— — In ( 

e x p ( - 2 / ^ + yl) Yl 
+ &2 C 0 S / „ ; 7- In -: 7 - ^ £—rr ~~W7 (IHJ2a3) 

W ß 2 4 v |exp(-2/u + ^) -2 / iß | jJ 
falls | /LB I < 2 ist. 

Ähnlicherweise ergibt sich für die Differentialgleichung (III.G2b) diese explizite 

Darstellung des allgemeinen Integrals: 

Im Falle B = 0 nehmen die Differentialgleichungen (III.G2a) und (III.G2b) 

folgende Gestalten an: 

y" = {/i2 - 16^2 • lexp (4/tt - 2Al} . y, (IIIG2as) 

bzw. 

y" = {ß2 + I6(i2 . [exp (4/ij - 2A]} . y. (III.G2bs) 

Vermöge der sukzessiven Substitutionen 

L y(t) = ^(x), wo T = exp( — 2/ii* + A),T'= — 2/IT,T" = 4/t2T, und da y'(t) = 

= - 2 / i T . n'(x), y"(t) = 4/X2T^'(T) + 4ix2x2
n"(x), 

2. u(x) — x2 . ^x) in welcher ^(x) = x~^u(x), rf(x) = — iT~2«(T) + T ~ V ( T ) , 

if(x) = | T ~ ^ / ( T ) - x~*u'(x) + T ~ V ( T ) , 

gehen die erwähnten Differentialgleichungen in die Differentialgleichungen T4W"(T) + 

+ 4M(T) mit dem allgemeinen Integral 

(, • 2 , 2 \ 
M = T I /c, . sm h /c2 . cos — I , 

V T T / 
bzw. T4W"(T) — 4W(T) = 0 mit dem allgemeinen Integral 

2 _ 2 

u = x(kx . ex + k2e
 T ) , 

über. (Siehe [2], Nr. 2.34.) 

Hiervon und mittels der inversen Substitutionen erhalten wir für die erwähnten 

Gleichungen nachstehende explizite Darstellungen des allgemeinen Integrals: 

y(t) = exp ( - -fit + — ) . [/q sin 2 exp (2f.it - A) + k2. cos 2 exp (2/ij - A)~], (IIIJ2as) 
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bzw. 

y(t) = exp (-/<t + ~J . [/c. e 2 ^ 2 * ' - ^ + /c2 . e--«*-* '-*r j . ( m j 2bs ) 

Fall 3. Betrachten wir den Koeffizienten (II.G3a) und (II.G3b) und folglich 
die Differentialgleichungen 

y" = T—Z1—-2 j>, A 4= 0, (III.G3a) 
(A/ - ß)2 

A + 0. (TII.G3b) 
(At + B) 

Vermöge der Substitution y(t) = ^(T), WO T = In | At + B |, gehen die betrachteten 
Gleichungen in die Gleichungen 

Ay(T) - Ayw + n(x) = o, 
bzw. 

Ay(T) - A2
n'(x) - ^(x) = 0 

über. Hiervon und durch inverse Substitutionen erhalten wir im Intervall (~oo, oo) 

t jp folgende expliz 

rentialgleichung (III.G3a): 

i • i / n -i/jrzu 
j;(0 = i A* + ß | 2 ( ^ \At + ß |l * Ai + k2 \ At + B | I 4 A2 ( I I T j3 a i) 

falls | A | > 2, bzw. 
I 

y(0 = | At + B 12". (Ar. + £2 In ] At + ß |), (III.J3a2) 
falls i A | = 2, bzw. 

y(t) = \At + B\z . 

A c, sin /—j - — In | A* + B | + c2 cos / — - — In | At + B \ J (III.J3a3) 

falls | A | < 2 ist. 
Für die Differentialgleichung (III.Gb) erhalten wir folgende Darstellungen des 

allgemeinen Integrals: 

y(t) = \At + B\i\kx\At + B|V4"+^ + k2 \At + ß f I ^ + ^ T ) . (IILJ3b) 

Der Fall A = 0, B +- 0 führt zu den Differentialgleichungen 

Y" = — l y, (III.G3as) 
B2 

y" = -Vy, (III.G3bs> 
ß2 



mit den allgemeinen Integralen 

y = fc. sin -—- + k2 cos -—-— (IIU3as) 
IBI \B\ 

bzw. , t 

y -kA el-Ü + fc2 e~" l-M. (IIIJ3bs) 
IV. Linearer Raum von Lösungen der Differentialgleichung (ß). 

Im vorliegenden Absatz wollen wir noch einen Weg zur Lösung unseres Problems 

darlegen. Betrachten wir wiederum die Differentialgleichung 

y" = Q(t)y, (Q) 

t ej. Da die Gleichung (ß) zu sich selbst begleitend ist, hat sie neben der Lösung 
ccu + ßu 

u auch noch die Funktion '~~f—~z ~—-- als Lösung, wobei a2 — ß2Q(t) + 0 
V| a2 - ß2Q | 

in j , ß + 0 vorausgesetzt wird. Betrachtet man nun die Abbildung A, die jeder 

Lösung u e (ß) eine Lösung — = = e (ß) zuordnet, ist es leicht einzusehen, 
V| a2 - ß2Q | 

daß A eine lineare Abbildung der Menge aller Lösungen der Differentialgleichung (ß) 
in sich ist. Suchen wir also Normallösungen u d.h. derartige nichttrivialen Lösungen u, 
für welche in der Abbildung A 

au + ßu' 

V[ a2 - H2Q | 

gilt, wo s e R eine Nichtnullkonstante ist. 

Da ß + 0 ist, legen wir —,- — ß . 

Durch Umformung bekommen wir aus (IV. 1) 

fiu + u' 

(IV. 1) 

V i / ^ - ß i 
wobei \i2 - Qit) + 0 in j ist. Hiervon 

u' -(sj\ß2 - ß | - n).u, 

(IV.2) 

"" » [s(y/\ ß2 - ß \)' + (s>/\ \i2 -Q\- n)2]. u. 
Setzt man nun in (ß) anstelle von y die Lösung u mit der Nebenbedingung (IV. l) 
ein, so erhält man 

u. [J(VI n2 - ß D' + (s Vi /i2 - ß i - /o2 - ßl = o, 

und durch Umformung 

,2 + (Vj^бiУ^Viŕ-ei s _ ^ - ^ _ 
І / ^ 2 - Ô І i ŕ - e i 
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Die Gleichung (ch) ist die charakteristische Gleichung der linearen Abbildung A. Da 

(yjZEßJLrWiZEöi. - « g - w - e i , wo s = sgn^_ß)>se. 
i M 2 - e i 2 i / / 2 - Q i ä ' ' 

hen wir, daß die Gleichheit (IV. 1) genau dann aufgelöst wird, wenn 

-«g-W-gl.e, (IV.3) 

2 l M 2 - ß l / 2 

wo c 6 R eine Konstante ist. 

A. Beachten wir zunächst, daß für c + 0 im Falle c > 0, ^ < 0 oder c < 0, 
y < 0 die Funktion _, , 

, Q = ß
z - k, 

4u2 

(wo k = + - ~ + 0) die Lösung der vorangehenden Differentialgleichung (IV.3) 
c 

für die Funktion ß ist. Vergleiche mit (II.G2). 
B. Wird ß2 — (2(0 + 0 inj vorausgesetzt, erhalten wir aus (IV.3) 

- s d Q 

2 c l д 2 - ß | 3 / 2 + 4 / x l / í 2 - ß | 
(\t. 

Wenn wir diese Gleichung mit separierten Variablen integrieren, finden wir leicht, 
daß „ 2 

ß = /,2 i-^ , 
{exp \_-2u{t + /c)] - e"c}2 

wo s" = sgn (c v I ß2 — ß 1 + 2/i) ist. Es können somit zwei Sonderfälle eintreten. 
Für ß + 0 und £ = 1 erhalten wir 

{exp[-2/t(f + fc)] - s"c} 

und desgleichen für /; + 0 und e = — 1 

4M2 

ß = /< + 
{exp[-2^(r + kj] - s"c}2 

Diese Resultaten stimmen mit den Formeln (II.G2a) bzw. (IIG2b) auf Seite 62 übe­
rein, wenn dabei 

A = -2fik + In 2, ß = —-
gewählt wird. 

C. Wird /i = 0 vorausgesetzt, erhält man für Q die Differentialgleichung 

( i - ß ! ! / 2 ) ' 
l - ß l 

und nachher durch Umformung 

-eQ' 
2 1 - ß l 3 / 1 

68 

= C 



wo £ = sgn ( — 0 , c e R eine Konstante ist. Wenn wir diese Gleichung integrieren, 

bekommen wir 

ö = — ^ - £ — • 
(et + k)2 

Dieses Resultat stimmt mit den Formeln (HG3a) bzw. (II.G3b) auf Seite 62 in Fällen 

e = l bzw. £ = — 1 überein, wenn dabei 

A = c, B = k, 

gewählt wird. 

V. Diskussion der charakteristischen Gleichung. Die charakteristische Gleichung 
(ch) hat somit unter der Bedingung (IN.3) die Forin 

s2 + es + £ = 0, (eh*) 

wobei c e R eine willkürliche Konstante, e — sgn (p2 — Q) angibt. Die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung werden durch die Formel 

Ш für c + 0, 

^1.2 = + \ / ~ e für c == 0, 
gegeben. 

Ein Blick darauf zeigt uns, dai3 die charakteristische Gleichung (ch) unter Voraus­

setzung n2 — (2(0 + 0 i n j von Null verschiedene Wurzeln liefert und dies im Falle 

c 4= 0 

a) zwei reelle verschiedene Wurzeln, falls entweder a) F. = — 1, c beliebig, 

oder b) £ = 1, [ c ! > 2 

ß) eine Doppelwurzel, falls £ = 1, | c | = 2 , 

y) zwei komplexe konjugierte Wurzeln, falls e — +1, | c \ < 2 ist; und im Falle 

c = 0, 

a') zwei reelle verschiedene Wurzeln, falls e — — 1, 

]>') zwei komplexe konjugierte Wurzeln, falls £ = 1 ist. 

VI. Explizite Darstellung von Normallösungen. 

Fall fi +- 0, c +- 0. 

Aus der Gleichheit (IV.2) 

ßU + u 

v i / * 2 - Ö l 
ergibt sich durch Integration 

„ « e - r t . + D ^ / V I ^ f l l * (v i . i ) 

lGR. 
a) Es seien .ŝ  4= J 2 zwei reelle Wurzeln der charakteristischen Gleichung. Wir 

setzen 

Uj(t)==e-f'i' + l)es^>'2~Qld\ . / = 1,2. 



Leicht berechnen wir, daß j Vi ß2 ~ Q I dt = In | 1 - ^ce2fl(t+k) | c + kt und 
_^ 

mithin e
sj/]/l,l2-Q[dt = c fc l^. | I - e"cc2"(f+fc) | c , wo e" = sgn(cV| A-2 '-0 I + 2/0, 

= — j — y + /--; — 1 ist; hieraus ergibt sich alsdann die allgemeine 

Lösung in der Form 

y = ClUl + C2u2 - e-»(t+l}. [ « V " . | 1 - eVc2"('+fc) f "̂  + 
S3-| 1 

+ C2e
kiS2 | 1 - e"cc2*('+fc) I ~ = 1 e~

2fl(t+k) - e"c ! T . 

•Ki 
exp l-2fi(t + fe)] V 4 - - ^ + 

exp[-2Aí(ř + kj] - e"c\) 

( cxp[-2л(- + fe)] _ \ - | / - i - â . " l 
VІexp[-2Kř + fc) - £ " c | j J ' 

+ c2  

worin wir cx = CVfclsl+"(*-°, c2 - CV*1*2^*""0 gesetzt haben. Das Resultat 
stimmt mit den Formeln (IIIJ2b) bzw. (111.123.) auf Seite 63 und dies für den Fall 
e = — 1 bzw. e = 1, [ c | > 2 überein, wenn dabei 

< 4 = - 2 ^ + ln2, B = iL£ 
A* 

gewählt wird, denn in den beiden Fällen wird die allgemeine Lösung durch dasselbe 
Fundamentalsystem von Lösungen gegeben. 

ß) Es sei st — s2 eine redle Doppelwurzel der charakteristischen Gleichung und 

sei mit s0 bezeichnet. Dann ist s0 = — —. Leicht kann aus (VIA) berechnet werden, 

daß eine Lösung ut in der Form 

u *u "J -\e-2fi(t+k)~e"c\1/> 
besteht. * ' ' 

Wie bekannt, die zweite unabhängige Lösung u2 ist gegeben durch die Formel 
-2ß(t + k) Ç dt f dř xџt , 

u2 — м. —— = ux I zr~r,i = ln-
J «î J j e - 2 ^ + A ) - e " c | 2/*e"c I e-2M(r+t) _ fiV | 2ne"c \e~2,l(t+k)-e"c\ ' 

wobei x — sgn (g-^»**) _ £"c). Die allgemeine Lösung ist von der Gestalt 

[ -2ß(t+k) -I 

2/ie"c |e 2Mf+ft) - e"c| J 

[ -2ß(t+k) -l 

c 1 + c 2 In , 
| e - 2 ^ + f c ) - e " c | J ' 

wo cx — Cx, c2 = gesetzt wurde. 
2/*e"c 
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Das Resultat stimmt mit der Formel (IlI.J2a2) auf Seite 64 überein, wenn dabei 

A - ~2uk + In 2, B- — 

gewählt wird, denn in den beiden Fällen wird die allgemeine Lösung durch dasselbe 

Fundamentalsystem von Lösungen gegeben. 

y) Es seien „v, + s2 zwei komplexe konjugierte Wurzeln der charakteristischen 

Gleichung. Dann ist e — l, -—• — ——- + i / — — ~—,j~ 1,2, so daß in Hinsicht 

auf (VI. 1) 

W j ( / ) = ^"(, + / ) .^ ln | ,-'w( 

4 >J 

ist. 

Die allgemeine Lösung läßt sich also nach geeigneter Umformung in der Gestalt 

''ЧWi 
-2џ(ţ + k) 

I І -т t a тготглf + 

+ c 2 c o s / — - — I Чie--г^ ľjJ 
schreiben. 

Das Resultat stimmt mit der Formel (III.J2a 3) auf Seite 64 überein, wenn dabei 

A - -2uk + In 2, J5 = — 

gewählt wird, denn in den beiden Fällen wird die allgemeine Lösung durch dasselbe 
Fundamentalsystem von Lösungen gegeben. 

Völlig analog läßt sich der Fall JX =t= 0, c — 0 betrachten, der zu Formeln (III.J2as), 
(IILJ2bs) führt. Der Fall /i = 0, c 4= 0 führt zu Formeln (Ill.JSa.), (III.J3a 2), (III.Ja 3) 
und (III.J3b). Der Fall // = 0, c — 0 führt durch Spezialisierung des vorherigen 
Falles zu Formeln (IlI.J3as), (III.J3bs). 
Durch direkte Rechnung bekommen wir die Formeln (III.J2L), (III.J2 2), (III.J2 3). 

Abschluß: Leicht durch direkte Rechnung überzeugen wir uns, daß die gefundenen 
Differentialgleichungen (1I.G2), (II.G2a), (II.G2b), (H.G3a), (II.G3b) und ihre 
Spezialfälle bei der Basis [a, ß], a 2 + ß2 > 0, zu sich selbst begleitend sind. 

Wir haben also gezeigt, daß genau die Differentialgleichungen (II.G2), (II.G3a), 
(H.G3b) sogar bei jeder Basis [a, ß], <x2 + ß2 > 0, zu sich selbst begleitend sind und 
daß genau die Differentialgleichungen (II.G2a), (Ü.G2b) bei jeder Basis [a, ß], für 

die -—• = u ist, zu sich selbst begleitend sind. 
ß 
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Shrnutí 

H O M O G E N N Í L I N E Á R N Í D I F E R E N C I Á L N Í 

R O V N I C E 2. Ř Á D U , 

K T E R É J S O U S A M Y K S O B Ě P R Ů V O D N Í 

MIROSLAV LAITOCH 

Průvodní rovnicí při bázi [a, /?], a 2 + fi2 > 0 k diferenciální rovnici 

y" = Q(t)y, (Q) 

kde koeficient Q je záporný a spojitý pro t ej nazýváme diferenciální rovnici 

~" = Ql • ~, (Qy) 

kde koeficient QA je definován rovností 

Q, - Q + ~ťQ,2W - p2Qr2 + Y^Q"^2 - ^ r l + WD- 2 - fQr1-

Je ukázáno, že diferenciální rovnice Q je sama k sobě průvodní při bázi [a, fi] 
právě v případech, když koeficient Q nabývá těchto vyjádření 

Q = fx2 - k, k 4= 0, 

Q == / (
2 - 16/i2 [exp (-2jut + A) - 2fiB]~2, 

Q = ii2 + 16/i2 [exp (-2\it + A) - 2/*BT\ 

Q = -(AI + By2, 

Q = (At + B)~2. 

Žde A, B jsou reálné konstanty, JU = --=-, /? 4= 0. 

Ve všech případech jsou odvozena explicitní vyjádření fundamentálních soustav 
řešení příslušných diferenciálních rovnic. 
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