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Katedra ické analyzy PpFir decké fakulty University Palackého v Olomouct
Vedouci katedry: Prof. RNDr. Miroslav Laitoch, CSc.

EINIGE BEMERKUNGEN UBER DIE NULLSTELLEN IM
ZWEIDIMENSIONALEN RAUM STETIGER FUNKTIONEN

STANISLAV TRAVNICEK, JITKA KOJECKA-HODINAROVA
{ Eingelangt am 22. 12. 1970.)
Gewidmet Herrn Prof. Dr. Miroslav Laitoch zum 50. Geburstag

Infolge der Bedeutung, welche die Nullstcllmscpara!ion jcder zwei linear
unabhingigen Losungen der Differentialgleichungen y”” - O(x)y in der Disper-
sionstheorie (Boruvka (1953)) einnimmt, studieren wir nun diese Frage auch
in zweidimensionalen Ridumen stetiger F unknoncn, die von K. Stach untersucht
wurden (Stach (1966, 1967, 1968, 1969)).

Unser besonderer Dank gilt Herrn RNDr. K. Stach, CSc., von der Montani-
stischen Hochschule in Ostrava, fiir seine wertvolle Ratschlige betreffend
dieser Arbeit.

S sei ein reguldrer linearer zweidimensionaler Raum stetiger Funktionen
mit dem Definitionsintervall 7. S sei dabei ein Raum vom bestimmten Typus.
Lemma 1. Jeder Punkt ¢, € 7 ist einc Nullstelle einer bestimmten Funktion y'e S.

Beweis: (u, v) sei eine Basis des Raumes S; bezeichnen wir u(zy) — ky,
o(ty) = ky. Fir die Funktion y(¢) — k(1) — kyo(t) gilt dann y € S, y(z) = 0.
Lemma 2. (u, v) sei eine Basis des Raumes S und /4(r) seine Charakteristik, z;,
1, €1, t; 7 t,. Die Funktion A(r) nimmt dann in den Punkten ¢,, 2, denselben Wer:
an oder ist gleichzeitig in den Punkten 7,, ¢, nicht definiert, und dies genau dann,
wenn 1y, t, konjugierte Punkte sind.

Beweis: Sei A(t;) = h(ty) = k. Fiir die durch die Bt‘zwhung (1) = u(t) —

ko(r) definierte Funktion y € § gilt dann y(z,) = y(z,) = 0, so daB 7,, ¢,
konjugierte Punkte sind. Ist A(z) in den Punkten 7, ,, nicht deﬁmert, S0 ist
v (1) = v(ty) = 0, d. h. 7,, £, sind wicderum konjugierte Punkte.

Seien umgekchrt 1, t, konjugierte Punkte; dann existiert eine Funktion
yeS, ¥(t) = cu(t) + exo(t), fir die y(1) = y(1,) — 0 _ist, wobei mindestens
eine der Zahlen ¢,, ¢, von Null verschieden sein mufl. Es sei zunichst ¢, # 0;
dann u(t)) ~(cofer) v(ty) (7 == 1, 2); da t; regulire Punkte sind, ist o(z;) # 0
und daraus A(y;) = u(t;)/v(1;) = —cyfcy. Tst ¢ = 0, so ist 'u(t,) =0, d. h.
h(t;) ist nicht definiert.

Satz 1. (u, v) sei eine Basis des Raumes S, t,, t, €7, 1, << 1, und «(z,) = u(z,) -
= 0. Die Funktion o(z) habe im Intervall (#,, z,) genau eine Nullstelle z, und
sei dabei in ¢, monoton. Dann besitzt jede Funktion y € S im Intervall (z;, 2,)
wenigstens eine Nullstelle.

Beweis: Betrachten wir eine beliebige Funktion ye S, y(z) = ¢,u(r) +

i c,o(t). Die Behauptung gilt offensichtlich fiir ¢, = 0 oder ¢, = 0. Es sei
femcr ¢; # 0, ¢, 7 0. In Anbetracht dessen, dafl 7, die einzige Nullstelle der
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Funktion v(z) im Intervall {f;, 2,) ist und wegen der Monotonie der Funktion
o(r) in 1, gilt sgn o(z;) — -—sgn v(z,). Folglich sgn y(;,) = sgn ¢, sgn o(t,) —

—sgn ¢, sgn o(t,) = — sgn )(t,), woraus sich behelfs des 2. Weierstraf3schen
Satzes bereits die Behauptung ergibt.

Lemma 3. (u, v) sei eine Basis des Raumes S, 7, -= z, seien konjugierte Punkte
des Intervalls ¢, wobei fiir die Funktion y € § gelte: y(z,) = y(t,) = 0. Ist h(z)
monoton in (¢, t,), so sind die Funktionen y(7), v(z) lincar abhingig.

Beweis: Wegen der Monotonie der Funktion A(z) ist nach Lemma 2 die
Funktion A(¢) in keinem der Punkte z,, 7, definiett, woraus o(z)) = v(f,) = 0
folgt. Da der Raum § regulir ist, sind die Funktionen y(z), (z) linear abhangig.

Lemma 4. (u, v) sei eine Basis des Raumes S, ¢, << 1, scien konjugierte Punkte
des Intervalls 7 und die Charakteristik A(2) sei in (t,, t,) monoton. Dann sind
1,, 1, benachbarte konjugierte Punkte.

Beweis: Es existiere ein Punkt ¢, € (1, 1,), konjugiert mit ¢, t,. Dann nach
Lemma 3 ist 9(z,) = 0, so dal /(z) im Punkte z, nicht definiert ist. Nach Satz
2, 3 (Stach (1966)) sind hm h(t), 11m h(r) unendlich. Dies wiederspricht jedoch

t
der vorausgesctzten Monotome der kunktlon h()in (1, 1,).

Satz 2. (u, v) sci cine Basis des Raumes S, t; -~ 7, seien konjugierte Punkte des
Intervalls 7 und dic Charakteristik A(z) des Raumes § in (r,, 7,) sei monoton.
Dann besitzt jede Funktion y € S im Intervall (7, 1,) genau eine Nullstelle.

Beweis: Nach Lemma 3 ist (f;) == 2(t,) = 0, nach Lemma 4 sind ¢, 22
benachbarte Nullstellen der Funktion o(z), so daf8 A7) in (z,, 1,) stetig ist. Nach
Satz 2,3 (Stach (1966)) sind hm h(t) und hm A(t) unendlich und hiermit wegen

bt
der Monotonie der Funkuon h(z) 1st notwendxg 11m h(r) : hm h(z).

Folglich bildet die Funktion A(z) das Intervall (z,, t,) schhcht auf das Imervall
(—o0, 4 o0) ab. y € § sei eine beliebig gegebene Funktion, d. h. fiir geeignete
Konstanten ¢y, ¢, gilt y(¢) = c,u(t) + c,o(¢). Fiir ¢, = 0 ist die Behauptung des
Satzes offenbar erfiillt. Fiir ¢, -4 0 besitzt nach Satz 2,1 (Stach (1966)) dic
Funktion y(z) eine Nullstelle genau in dem Punkte 7, wo A(ty) == —c¢,/c,. Diesen
Wert nimmt aber die Funktion A(z) genau in einem Punkte 7y € (7, #,) an, d. h.
(1) besitzt in diesem Intervall genau eine Nullstelle.

Satz 3. (u, v) sei eine Basis des Raumes S und A(r) seine Charakteristik; es
sei weiter (, #) <. Die Funktion A(z) ist in («, ) monoton genau dann, wenn
sie in («, f§) stetig ist und wenn jede Funktion y € S in («, #) hochstens eine
Nulistelle besitzt.

Beweis : A(z) sei stetig in («, ) und jede Funktion y € S habe in («, ) héchs-
tens eine Nullstelle. Alsdann besitzt die Funktion o(¢) im Intervall («, f) keine
Nullstelle. Die Funktion A(z) bildet das Intervall («, ) auf ein bestimmtes
Intervall (4, B) ab. Es sei k € (A4, B); nun zeigen wir, dafl A(z) den Wert £
gerade in cinem Punkte 7, € (o, ) annimmt. Die Existenz des Punktes ¢, ist
evident; 7, ist dabei die Nullstelle der Funktion y(r) = u(r) — ko(t). Laut
Voraussetzung besitzt diese Funktion in (e, #) hochstens eine Nullstelle, so daf§
die Funktion %(r) den Wert % genau in einem Punkte 7, annimmt. Hiernach ist
dic Funktion A(z) in (e, f) stetig und schlicht und hiemit monoton.

Es sei nun umgekehrt 4(z) monoton in (o, f). Ersichtlich besitzt dann die
Funktion (7) keine Nullstelle in (, £) und A(z) ist stetig in («, §). Die Funktion
h(1) bildet das Intervall («, #) schlicht auf ein bestimmtes Intervall (A4, B).
Waihlen wir eine beliebige Funktion y e S, d. h. es sei fiir geeignete Konstanten
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C & Y1) = cqu(t) + co(z). Ist ¢, ~ 0, so ist die Behauptung des Satzes erfiillt.

Es sei ¢, # 0; hieraut konnen zwei folgende Fille vorkommen:

a) (—¢cla) e (A B), dann besitzt die Funktion y(z) in («, #) genau eine Null-
stelle.

b) (= cufey) ¢(A B), dann besitzt die Funktion y(z) im Intervall («, ) keine

Nullstelle.

Definition: Ein System {1} : ... <t , <"ty <7 t; < 1, <. ... der Punkte des
Intervalls ¢ wird vollstindiges System von konjugierten Punkten genannt genau
dann, wenn eine Funktion y € S so beschaffen besteht, dafl y(z,) - 0 (% —

-1,0,1,2,...), wobei y(z) # 0 fiir simtliche 1€ (I - U {14}) ist. Daben kann

im System {7;} eine endliche oder abzihlbare Menge von Punkten, die

2ty (> 1,) sind, vorkommen, je nach dem Typus des Raumes S.

Bemerkung 1. Geméiﬁ Lemma 1 und in bezug darauf, dafl § vom bestimmten
Typus ist, besteht zu jedem ¢, €7 ein vollstindiges System von konjugierten
Punkten.

Satz 4. {1} sei ein vollstindiges System von konjugicrten Punkten eines
Definitionsbereichs i des Raumes S und die Charakteristik 4(z) des Raumes S
sei in jedem Intervall (., £x) zunehmend oder in jedem von ihnen abnehmend.
Wenn in {ti} eine kleinste Zahl ¢* oder eine grofite Zahl ** besteht und wenn
i == (a, b) ist, so mogen dic gleichen Voraussetzungen iiber h(r) auch in den
Intervallen (a, ), (1**, b) gelten. y,(1), y,(¢) mdgen nun zwei linear unabhingige
Funktionen des Raumes S sein. Dann liegt zwischen jeden zwei benachbarten
Nullstellen von y,(y,) immer genau eine Nullstelle von y,(y,) (die Nullstellen
von y, und y, separieren sich).

Beweis: a. Betrachten wir zunichst die Funktionen (1) = cu(r) -+
- ¢0(2), ¥o(1) = cv(t), wo (u, v) eine Basis von S und ¢, # 0 ist. Nach Lem-
ma 3 gilt o(z;;) = 0, d. h. y,(r;) = O fiir alle #; € {£;}. Nach Satz 2 besitzt die
Funktion y,(z) in jedem Intervall (z, 7;,,) genau eine Nullstelle z;, wobei
offenbar ;. € (1), txiy)- Es gilt somit ... < 1 <7 tg < fyyy < Lgyy < . .. fir alle
zuldssigen Werte von %.

b. Es liegen nun zwei linear unabhéngige Funktionen y;(1) = ¢;u(1) + ¢;0(2),
j = 1,2, vor, wo ¢;; — 0 und wohl

(1) detey, # 0.

Nach Satz 2 besitzt die Funktion y,(r) in (7, t,,) eine Nullstelle 7, worin
die Charakteristik die Werte A(t) = —cyf/c;; annimmt und entsprechend
besitzt die Funktion ya(t) in (ks tL.,) eine Nullstelle 7, worin die Charakte-
ristik die Werte A(z) = - ¢y/Cy annimmt. In bezug auf (1) ist A(t) # h(tr).

Wenn A(f) zunehmend und — C]Q/Eu <7~ Cgy[Cyy oder A(r) abnehmend und
cu/c11 > — sz/ﬂm ist, so ist # < 75 und fiir alle zuldssigen & gilt ... < 1 <<

T <R < gy < lllc'l < gy < -

chn h(t) zunehmend und - cu/c” > — Cgy[Cyy oder A(r) abnehmend und
- EIZ/CH - Cyplcay iSt, 50 ist 7 << ;. und fiir alle zuldssigen & gilt ... << 1, <
B A A IR AT AT

In beiden Fillen werden sich also die Nullstellen der Funktionen (), 35(0)
separieren.

Besteht eine kleinste Nullstelle t* oder eine gréfite Nullstelle ** des Systems
{t:}, so ist es moglich mittels Satz 3 cine analoge Betrachtung fiir die Intervalle
(a, *) bzw. (¢**, b) herleiten.

Satz 5. {t;} bilde ein vollstindiges System von konjugierten Punkten, welche
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die Nullstellen der Funktion (z) einer Basis (4, v) des Raumes S darstellen und
die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen Funktionen des Raumes S
mogen sich separieren. Dann ist die Charakteristik %(z) in jedem Intervall
(ks 1) (bzw. (a, t*) bzw. (**, b), wo t*, t** im Satz 4 definierte Zahlen sind)
zunehmend oder in jedem von diesen Intervallen abnehmend.

Beweis: Die Funktion A(z) ist in jedem Intervall (7, 7x.,) stetig und dabei
besitzt jede von v(r) unabhingige Funktion y € S hicr genau eine Nullstelle
(im Intervall (a, t*) bzw. (¢**, b) hochstens eine Nullstelle). Nach Satz 3 ist
also A(z) in jedem Intervall (z;, txy1) und auch in (a, t*) bzw. (t**, b) monoton.
Waihlen wir nun % und zwei beliebige Punkte 7 < 7z im Intervall (tk, t41)-
Gemifl Lemma 1 existicren die Funktionen y,(r) = c,lu(t) + (1), 7 = 1,2,
derart, dafl y,(rx) — 0, y(zx) = 0. Offenbar sind ¢;; # 0, ¢;; 0 und beide

Funktionen (o), y.z(t) sind lincar unabhingig. Es gilt (1) — — cpfcn,
h(t) = — cofCon - . o .
Wenn — ¢pp/cyy <= -~ Cag/Csy ist, s0 ist die Funktion A(z) zunehmend in (¢4, fx4,)-

Wire die Funktion A(t) im Intervall (¢, #,,) abnchmend, dann wiirde wegen
der Ungleichheit zwischen den Funktionswerten 7y < ¢/, gelten; dann
wiirde zwischen den Nullstellen [, t,“, der Funktion y,(f) keine Nullstelle
der Funktion y,(z) bestehen, was zu einem Widerspruch fiihrt. Folglich ist
h(t) auch im Intervall (z.,, #;,,) zunehmend. Durch #hnliche Uberlegung
crgibt sich, daf 4(r) zunehmend auch in (7, ;) ist, also in (#, #,,) fiir alle
zuldssigen %. Diese Uberlegung 148t sich auch auf Intervalle (a, i*), (1%, b)
anwenden.

Wenn —cyy/c;y = — cyfcy, ist, so kann man #hnlich beweisen, dafl /(r) in
jedem obbetrachteten Intervalle cine abnehmende Funktion ist.

S’atz 6' Die Funktmn 9(z) habe im Intervall 7 = (a, b) genau m Nullstellen

, und es gelte eine von den Behauptungen:
(a) dle Charaktcrnnk h(t) ist in jedem der Intervalle (a, 1), (t)52,), ...,
(tu-15 tm)s (tms b) zunehmend oder in jedem von ihnen abnehmend.
(b) Die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen Funktionen des Raumes S
separieren sich.

Dann gilt auch die zweite Behauptung und der Raum § ist vom Typus m
oder m + 1.

Beweis: Nach Satz 4 und Satz 5 sind die Behauptungen (a), (b) gleichbedeu-
tend. Jede Funktion y € S besitzt im Intervall {t,, ¢,,) gerade m — 1 Nullstellen.
In jedem der Intervalle (a, ,), {t,, b) kann die Funktion y(z) gemaf Satz 3 hoch-
stens je cine Nullstelle besitzen, d. h. sie kann hochstens m + 1 Nullstellen
haben. Da die Funktion 2(z) genau m Nullstellen besitzt, kann der Raum §
nur vom Typus m oder m | 1 sein.

Lemma 5. {t;} bilde ein vollstindiges System von konjugierten Punkten,
welche die Nullstellen der Funktion »(z) der Basis (1, v) des Raumes S darstel-
len. Dann ist die Charakteristik 4(z) in jedem Intervall (¢, #x,,) (und ebenso in
(a, t*) bzw. (¢**, b)) zunchmend [abnehmend] genau dann, wenn jede Phase
des Raumes S die zur Basis (u, v) gehort, in ¢ = (a, b) wachsend [abnehmend]
ist.

Beweis: A(z) sei zundchst in jedem der betrachteten Intervalle wachsend;
dann folgt unmittelbar aus R 2,1, R 2,2 (Stach (1966)), dal jede Phase a(t)
innerhalb dieser Intervalle wachst Ferner sehen wir, dafl im Satz 2,4 (Stach
(1966)) der Fall d auftritt, d. h. fiir 17 € (tg, ter1)s 2o € (Tiyrs Lryo) gxlt a(ty) <
< a(t;), woraus die Behauptung folgt. Fiir die abnehmenden Charakteristiken
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erhalten wir den Fall ¢ aus Satz 2,4 (Stach (1966)) und der Beweis ist analog.

Es sei nun umgekehrt die Phase () wachsend. Dann geht das Wachsen der
Charakteristik im Innern jeder der betrachteten Intervalle aus R 2,1 (Stach
(1966)) hervor. Entsprechendes gilt fiir die abnehmende Phase.

Lemma 6. Es existiere eine Phase o(z) des Raumes S, monoton im Intervall .
Dann ist jede Phase des Raumes S eine monotone Funktion in 7.

Beweis : a(?) sei eine beliebige Phase des Raumes S. Wenn sie nicht monoton
ist, dann kommt im Innern des Intervalls i wenigstens ein Extrempunkt vor,
der nach Satz 3,1 (Stach (1966)) auch Extrempunkt fiir die Phase x(r) ist,
was jedoch einen Widerspruch ergibt.

Sarz 7. Die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen Funktionen des
Raumes S separieren sich genau dann, wenn eine im ganzen Intervall i monotone
Phase «(z) des Raumes existiert.

Beweis: Die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen Funktionen des
Raumes S mogen sich separieren. Nach Satz 5 und Lemma 5 sind dann fiir die
gegebene Basis (u, v) die zugehdrigen Phasen monoton. Besteht umgekehrt
eine Phase «(r) des Raumes S, die monoton ist, dann sind nach Lemma 6 alle
Phasen monoton und nach Lemma 5 und Satz 4 sepatieren sich die Nullstellen
jeder zwei linear unabhéingigen Funktionen des Raumes S.

Satz 8. Es bestehe eine Funktion y € § derart, daf8 sie genau m Nullstellen
besitzt und eine im ganzen Intervall 7 monotone Phase «(r) des Raumes S. Dann
ist der Raum S vom Typus m oder m -+ 1.

Beweis geht aus Lemma 6 und aus Sitzen 6 & 7 hervor.

Im folgenden werden wir zwei zweidimensionale Raume stetiger Funktionen
S, mit einem Definitionsbereich 7, und S, mit einem Definitionsbereich 1,
betrachten.

Satz 9. Es sei T(z; X5 J157s)s J1 < 115 Js < 1, eine Transformation des Raumes S,
auf S, mit einer monotonen Amplitude x(z). Die Nullstellen jeder zwei linear
unabhingigen Funktionen des Raumes S, im Intervall j, werden sich sepa-
rieren genau dann, wenn sich die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen
Funktionen des Raumes S, im Intervall j, separieren.

Beweis: Die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen Funktionen des
Raumes S, mogen sich separieren. Geméf} Satz 7 existiert eine im ganzen Inter-
vall j, monotone Phase «,(r) des Raumes §,. Nach S. 4,9, S. 3,1 (Stach (1966))
sind alle Phasen des Raumes S, in j, monoton, folglich gilt die Behauptung des
Satzes 7 fir den Raum S,. Die Umkehrung dieses Satzes folgt aus der Existenz
der inversen Transformation, S. 4,7 (Stach (1966)).

Satz 10. Es bestehe eine vollstindige Transformation T(z, x) des Raumes S,
auf den Raum S,. Die Nullstellen jeder zwei linear unabhingigen Funktionen
aus S; werden sich separieren genau dann, wenn das gleiche in Raume S, gilt.

Beweis geht aus Satz 9 und D. 3,1 (Stach (1967)) hervor. (Vergleiche S. 3,4
(Stach (1969)).
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SHRNUTI

POZNAMKY O NULOVYCH BODECH V DVOJROZMERNEM
PROSTORU SPOJITYCH FUNKCI

STANISLAV TRAVNICEK, JITKA KOJECKA-HODINAROVA

Vzhledem k tomu, jaky vyznam mé oddélovani nulovych boda kazdych dvou
linearné nezavislych feseni diferencidlni rovnice y” = Q (x)y pro teorii dispersi
(Boruvka (1953)), zabyvali jsme se touto otdzkou i u dvojrozmérnych prostora
spojitych funkci studovanych K. Stachem (Stach (1966, 1967, 1968, 1969)).

Necht § je regularni lincarni dvojrozmérny prostor spojitych funkci s defi-
ni¢nim oborem i, pfi¢emz S je prostorem urcit¢ho typu. Necht /(r) je charakte-
ristika a o(7) faze prostoru S pfislu$na k bazi (u, v). Nejprve se studuje vztah mezi
oddélovanim nulovych boda a pribéhem charakteristiky (véty 1, 2, 3, 4, 5)
a souvislost s typem prostoru S (véta 6). Pro faze pak plynou tyto zavéry:

Véta 7. Nulové body kazdych dvou linedrn¢ nczavislych funkci prostoru §
se oddéluji, pravé kdyz existuje faze «(r) prostoru S monotonni v celém inter-
valu 1.

Véta 8. Necht cxistuje funkce y € S tak, Ze ma pravé m nulovych bodu a necht
existuje faze «(z) prostoru S monotonni v celém intervalu 7. Pak prostor S je
typu m nebo m -i- 1.

Dalsi véty pojednavaji a oddélovani nulovych bodu pfi transformacich prostoru
S, s defini¢nim intervalem 7#; na prostor S, s defini¢njm intervalem tz,.

Véta 9. Necht T(z; x57,5/s3)s J1< 1y, Jo<1y je transformace prostoru S,
na S, s monotonni amplitudou x(7). Nulové body kazdych dvou linedrn¢ neza-
vislych funkci prostoru S, se na j; oddéluji, pravé kdyz se oddé€luji nulové body
kazdych dvou linedrné nezévislych funkci prostoru S, na j,.

Véta 10. Necht existuje uplnd transformace 7'(z; x) prostoru S, na prostor S,.
Nulové body kazdych dvou linedrné nezavislych funkci prostoru S, se oddéluji,
pravé kdyz plati totéz o prostoru S,.
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