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ÜBER D I E M E N G E ERSTER INTEGRALE GEWISSER 
PARTIELLER D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G E N 

ERSTER O R D N U N G 

JINDŘICH PALAT 
(Eingegangen am 9. Juni 1972) 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Mengeneigenschaften der Menge erster Integrale 
der Gleichungen vom Typus (1) zu zeigen. Dabei geht man von einer bestimmten 
Transformation der Mengen erster Integrale zweier Gleichungen vom Typus (1) 
aufeinander aus. Die Transformationen dieser Art habe ich in der Arbeit [4] näher 
erörtert. Sowohl diese als auch die Arbeit [4] resultieren aus dem Bestreben gewisse 
Ergebnisse von Akademik O. Borüvka (siehe [1]) über die Transformationstheorie 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf die Differential
gleichungen vom Typus (1) zu überführen. 

In dieser Arbeit setzen wir voraus, daß die Matrizen vom Typus (n/n) A = (a ik), 
B = (b ik), ... in ihrem Dennitionsintervall stetig und regulär sind, d. h. | A \ 4= 0, 
| B | 4= 0, ... in jedem Punkt des Definitionsintervalls. Wir bezeichnen die Nullmatrix 
vom Typus (n/k) mit O(n/k), die Einheitsmatrix vom Typus (njn) mit K, die trans
ponierte Matrix A mit A', die inverse Matrix A mit A~l und 

X = 7 = 
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Ferner setzen wir voraus, daß alle betrachteten Funktionen mehrerer Veränderlichen 
in ihrem Definitionsgebiet stetige partielle Ableitungen erster Ordnung je nach den 
einzelnen Veränderlichen besitzen. Den Punkt des (n + l)-dimensionalen euklidi
schen Raums (z, xt, ..., xn), (w, y{,..., yn), ... bezeichnen wir kurz mit (z, X'), 
(w, Y'), ... und die Funktionen der (n + 1) Veränderlichen mit v(z, X'), w(w, Y'). 

Die quasilineare Gleichung 

X'A'(z)zx = V z e O j , (1) 
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betrachten wir immer im Gebiete on+1 = {z e Ot, X' e On}, n ^ 2, wo Ot ein beliebiges 
Intervall ist und On ein n-dimesionaler euklidischer Raum ohne Koordinatenursprung 
darstellt. Da verschiedene Gebiete vom Typus On + 1 sich voneinander nur durch 
Intervalle ot unterscheiden, charakterisieren wir diese Gebiete kurz mit Intervall ol 

(siehe (1)). 
Es sei noch bemerkt, daß jede Gleichung 

X'Ä(z) zx = a(z), z e o j , 

wo a(z) =1= 0 eine im Intervall ox stetige Funktion darstellt, sich in die Form (!) 
überführen läßt. 

Wie bekannt, der Gleichung (1) entspricht ein charakteristisches System, welches 
in einer Matrixgestalt 

£--«--" 

nach äquivalenter Umformung 

d Y 
^ = A(z)A' (2) 

geschrieben werden kann. 
Die Gleichung (2) genügt im Gebiete On+] den Bedingungen des Satzes über 

Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen (siehe [3]), nach dem durch jeden Punkt 
(z0, X0) e On + 1 genau eine Lösung <P'(z) = {cpx(z), ..., cpn(z)) der Gleichung (2), vom 
Rand zu Rand des Gebietes On+1, durchläuft. Wie vereinbart, nennen wir diese 
Lösung die Charakteristik der Gleichung (2) ((1)). 

Definition 1. Die Funktion der (n + 1)- Veränderlichen f(z, X'), die in ihrem Defi
nitionsgebiet On + 1 nicht identisch Null ist, nennen wir das erste Integral der Gleichung 
(2) ((1)), wenn sie längs jeder Charakteristik <P'(z) der Gleichung (2) konstant ist, d. h. 
wenn f(z, <P'(z)) = konst. für zeox. 

Bekanntlich, die Funktionf(z, X'), definiert im Gebiete On + 1 , ist das erste Integral 
der Gleichung (2) ((1)) dann und nur dann, wenn sie im Gebiete On + , der Identität 

-^- + X'A'(z)f^=0 (3) 

genügt. 
Ferner betrachten wir die Gleichung 

Y'B'(u)uY = 1, uej\, (4) 

72 



wo (u, Y')ejn + l = {uej\, Y' e On} (j\ ist ein beliebiges Intervall) und die dazuge
hörige charakteristische Gleichung 

B(u)Y9 uejx. (5) 
du 

Vereinbaren wir ein für allemal mit u = r(z) die Funktion zu bezeichnen, welche 
im Intervall ox definiert ist, daselbst eine stetige, von Null verschiedene Ableitung 
besitzt, die das Intervall ox auf das Intervall j \ und den Punkt z0 e ox auf den Punkt 
u0 ejx abbildet. Die inverse Funktion zu u = r(z) bezeichnen wir mit r_1(u). 

Nach Lemma 1 [5] existiert für die beliebige reelle numerische Matrix K0 vom 
Typus (njn) und für die erwählte Funktion u = r(z) eine einzige Lösung K(z) der 
Gleichung 

UL = A(z)K„KB{r{z))±<ll, zejl, (K) 

definiert im Intervall ox und die Anfangsbedingung K(z0) = K0 erfüllend. Laut 
Bemerkung 2 [5] ist die Lösung regulär, wenn | K0 | =# 0 und umgekehrt ist sie singu-
lär, wenn | K0 | = 0. Ist K(z) die reguläre Lösung der Gleichung (K) im Intervall ox, 
dann genügt die inverse Matrix K-1(z), z = r~l(u), u ejx der Gleichung 

^=B(u)K->-K-U(r-\u))^'±, ueh. (K"1) 

Betrachten wir einen Sonderfall der Gleichung (1) 

X'(\\z)Ezx = 1, ze (0,1), (6) 

die ihr entsprechende charakteristische Gleichung 

'' ={\jz)EX, z e ( 0 , l ) (7) 
dz 

und die dazugehörige Menge erster Integrale mv. Jedes erste Integral v e mv, genügt 
der Identität 

^~ + X'(liz)Evx=0, ze (0 , 1) 

und ist daher, wie bekant, im Gebiete On + 1 (O, = (0, 1)) eine homogene Funktion 
nulter Ordnung. 

Satz 1. Es sei K(z) im In te rva l l ox eine r egu lä re Lösung der G l e i c h u n g 
(K), wo A(z) = (1/Z) E ist, be s t immt durch die A n f a n g s b e d i n g u n g K0 und 
F u n k t i o n u = r(z). 
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Ist w(u, Y') das e r s te I n t e g r a l der G l e i c h u n g (4), d a n n 

v(z,Xf)=w(r(z),IK--(z)XI') (8) 

ist das e rs te I n t e g r a l der G l e i c h u n g (6). 
Beweis. Wählen wir eine beliebige Charakteristik $(z) der Gleichung (7). Wir 

zeigen, daß W(u) = K~-(r""-'(«)) ^(r_ 1(u)) die Charakteristik der Gleichung (5) ist. 
In der Tat, wenn wir in Betracht ziehen, daß für uejl die Matrix K~1(r~1(w)) der 
Gleichung (K"1) , wo A(z) = ( l /z)F ist und d>(z) für z e (0, 1) der Gleichung (7) 
genügt, dann 

dK-y-^Mr-'fr)) dK-1 _. . dtjr-iju)) 
d« = - ~ n r - ^ (")) + * — a " — = 

= (ß(w)iT1 - K~\\jz) E " r
d } " ) W~'(«)) + r'(l/z)Ex 

. •*(-">))-^dir-1 = *(-)--~1(-~i(«0)*(-~,(«)) = _.(«)«p(«), 

was eben beweist, daß *P(u) = K"1(r~1(u))0(r~1(u)) die Charakteristik der Glei
chung (5) darstellt. Durch Einsetzen der Charakteristik <P(z) in die Funktion (8) 
ergibt sich v(z, $'(z)) = w(r(z), [K_1(z) <P(z)Y) = w(u, W(u)) = konst, womit der Be
weis des Satzes beendet ist. 

Wird in der Gleichheit (8) z = r_1(u), X = K(r~-(u)) Y gesetzt, so ist 

w(u, Y') = v(r~-(u), [K(r-\u)) Y]'). (9) 

Hieraus folgt, daß in der Menge mwB erster Integrale der Gleichung (4) eine Unter
menge existiert, welche sich in der Form (9) erklären läßt. Den Satz, nach dem jedes 
erste Integral v(z, X') e mv gemäß (9) auf ein gewisses erstes Integral der Gleichung (4) 
transformiert wird, wollen wir hier nicht beweisen, denn der Beweis verläuft genauso 
wie im Satze 1. Aus disen zwei Sätzen folgt eine wichtige Erkenntnis, daß die allge
meine Form des ersten Integrals der Gleichung (4) durch (9) gegeben ist, wo v eine 
beliebige homogene Funktion nullter Ordnung in bezug auf die Veränderlichen 
(z, X'), z = r_1(u), X = K(r~-(ü)) Y darstellt. 

Definition 2. Zwei Gleichungen vom Typus (4) gelten dann als gleich, wenn man sie 
in demselben Gebiete betrachtet und die Matrizen B(u) in jedem Punkt des Definitions
intervalls dieselben Funktionswerte besitzen. 

Definition 3. Zwei Funktionen der (n + 1)- Veränderlichen gelten dann als gleich, 
wenn man sie in demselben Gebiete betrachtet und in jedem Punkt des Definitiosgebietes 
dieselben Funktionswerte besitzen. 

Definition 4. Führen wir an der Menge mp erster Integrale aller Gleichungen vom 
Typus (4) eine Zerlegung ^3 durch, derart, daß die zwei beliebigen ersten Integrale, fals 
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wir sie in demselben Gebiete betrachten, in dasselbe Element der Zerlegung ty eingereiht 
werden. 

In unseren weiteren Betrachtungen befassen wir uns mit der Menge erster Integrale, 
die in einem Element der Zerlegung Sß enthalten sind. Die Eigenschaften einer solcher 
Menge lassen sich an einer konkreten Menge erster Integrale demonstrieren ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit unserer Betrachtungen. Der Einfachheit halber 
wählen wir das Element pl9 welches alle ersten Integrale der im Intervall (0, 1) 
betrachteten Gleichungen (4) enthält. Für alle diesen Gleichungen können wir 
dieselbe Funktion u = r(z) wählen und dies einfachheitshalber in der Form u = z. 

Betrachten wir nun die Gleichungen 

Y'B'(u)uY = 1, ue(0, 1), (10) 

Y'Ä(u)uY = 1, ue(0, 1), (11) 

dK 

und 

dм 

d К 
dм 

= K((llu)E-A{u)), и є ( 0 , l ) (КA) 

K((ílu)E-B(u)), м є ( 0 , l ) , (К в ) 

Wir wollen nun für unsere weiteren Überlegungen vereinbaren, daß ausschließlich 
reguläre Lösungen der Gleichung vom Typus (KA) vorkommen, die beispielsweise 
durch die Anfangsbedingung K(u0) — E (u0 e (0, 1)) bestimmt werden. 

Lemma 1. Seien KÄ, KB Lösungen der zugehörigen Gleichungen (KA), (KB). 
Dann nimmt das erste Integral der Gleichung 

Y'((\lu)E-(KAKByl^*^\uY=\, M6(0,l), (12) 

eine Form von 

v{u, jKAKBYI') (13) 

an, wo v eine homogene Funktion nullter Ordnung in bezug auf die Veränderlichen 
(u, X% X = KAKBYdarstellt. 

Beweis. Da für ue(0, 1) 

2 ^ ! L - KAKB ( ( 1 / U ) E _ ( 1 / M ) E + {KjlKBy i _ ^ ; ^ i 

gilt, ist es evident, daß die Gleichung vom Typus (K) 

Ä = K ((!/„)£ _ ((1/1<)£ _ ( V j ) - ^ ^ - ) ) (KA B) 

für den Anfangswert K{u0) = E gerade K = KAKB zur Lösung hat. Wie bereits 
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vorgeführt, ist in diesem Fall die allgemeine Form des ersten Integrals der Gleichung 
(12) durch die Form (9) gegeben, woraus sich (13) ergibt. 

Nach Umformung läßt sich die Gleichung (12) folgendermassen umschreiben: 

YXB + KA
XAKB - (l/u)FX uY = 1, ue(0, 1). (12)! 

AUS A = ( l /u)F 4= B (A + ( l /u)F = B) folgt KA = F * KB (KA 4= F = KB). 
Demzufolge nimmt die Gleichung {\2)x die Form von (10) ((11)) an, und (13) stellt 
ihr erstes Integral dar. 

Ist A = ( l /u)F = B, dann KA = F = Kß, die Gleichung (12), nimmt die Form 

Y'(\lu)EuY = V ue(0, 1) (14) 

an und (13) ist ihr erstes Integral. 

Definition 5. An der Menge mp, definieren wir für beliebige Elemente wa = 
= va(u, Y'KA) e mwA, wß = vß(u, Y'KB) e mwB die Multiplikation (n) laut folgender 
Vorschrift: 

wa. wP = (va(u, Y'KBKA)y (Au , rKBK ; ) ) j , 

wofúr E 4= KB ist i = 0, j = 1, 

fur K^ + F = Kfí iSt i = V j = 0 

undfúr KA = F = KB ist i = V j = 1. 

(15) 

Aus Lemma 1 folgt, daß das Produkt wa . w^ erster Integrale, wo w a Gmw x , 
wß e mwB immer erstes Integral der Gleichung (12) ((12j)) ist. 

Satz 2. Es sei wa e mwA, wß e mwB. 
Dann ist die Menge erster Integrale der Gleichung (12) durch die Menge aller 

Produkte wa . wß bestimmt. 
Beweis. Ist A = (\ju)E 4= B oder A 4= ( l /u)F = B, bleibt nichts zu beweisen. 

In diesen Fällen ist entweder KA = E 4= Kß oder KA ^ E = KB und das Produkt 
wa . w^ gleicht entweder r^(u, Y'Kß) oder va(u, Y'KA), was das erste Integral der 
Gliechung (10) oder (11) ist. 

Sei A 4: 0/u) E 4= B und folglich K^ 4= F 4= Kß. In diesem Falle ist das Produkt 
wa . wß = i/(u, Y'K'BK'A) laut Lemma 1 das erste Integral der Gleichung (12). Sei 
v(u, Y'K'BK'A) das erste Integral der Gleichung (12). Setzen wir wa = v(u, Y'KA) e 
G mwA, wß = v(u, Y'K'B) G mwß, dann wa . w/j = v(u, Y'KBKA). 

Sei A = (\ju) E = B und folglich KA = E = KB. In diesem Falle ist das Produkt 
wa . w^ = va(u, Y') vß(u, Y') das erste Integral der Gleichung (14). Sei v(u, Y') das 
erste Integral der Gleichung (14). Aus der Definitition des Gebietes yn + l geht hervor, 
daß die Gleichung (14) wenigstens ein erstes Integral in der Form u/yi9 1 ^ i = n 
besitzt. Setzen wir wa = u\yx, wß = (yju) v(u, Y'), dann wa . wß = v(u, Y'). 

In den drei vorhergehenden Fällen haben wir vorgeführt, daß es immer gleich-
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