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DIE TRANSFORMATIONSFUNKTION *°
FUR EINE DIFFERENTIALGLEICHUNG ZWEITER ORDNUNG

» i
JIRI KOBZA !
Eingelangt am 10. Mai 1973

1. In der vorliegenden Arbeit wollen wir die Funktionen studieren, welche die
Transformation der Losungen der Differentialgleichung (weiter nur Dgl) y” =
= —n?y auf die Lésungen der Dgl der Jacobischen Polynomen P,r;a, ), n =
= 0, 1, 2, ... vermitteln. Die Definition und grundlegende Eigenschaften einer solchen
Transformationsfunktion sind in [1] eingefiihrt.

Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
f€ (a) bedeutet, dass die Funktion f die durch (@) bezeichnete Beziehung erfiillt;
f€ C¥(j) bedeutet, dass die Funktion f im Intervall j eine stetige Ableitung k-ter

Ordnung hat. ,

Im ersten Teil fithren wir notwendige Erkentnisse aus der Transformationstheorie
der Dgl y” = g(1) y ein. (@)

Satz 1. Sei f,ge C3(j); f'# 0,8 # 0 im Intervall j; wenn die Funktionen
y1 = [sinf(0)]/g(®),  y,(t) = [cos f(1)]/g(?)

linear unabhiingige Losungen der Dgl (q) im Intervall j sind, dann gilt im diesen Intervall
auch

gn)=c, |f/OF mit ¢; # 0 (konst), o 0
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Bemerkung. (2) kénnen wir auch schreiben mittels der Schwarzschen Ableitung
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in der Gestalt .
o= == _ (-1,9)

Aus der Definition ist die Giiltigkeit von {f,t} = {if, t} fiir beliebige reelle 2 # 0
leicht zu sehen.
Beweis. Unter Voraussetzung dass y;, V2 € (9) ist, dann
yi=fv,—gnlge V2= =y — gl
, Y= (=7 —g"lg + 28280 v + (f" = 2f'g'[g) v,
\ Yy =Qf'glg — My + 2878 —g'lg — £ y,.
Aus der linearen Unabhingigkeit von y;, ¥, folgt nun fiir die Wronskische Deter-

minante W(y,, y,) = W # 0 und weiter ;35 — y|y, = 0. Mittels der vorangehen-
den Beziehungen erhalten wir

0 = (2f'g'lg —f") (cos 2f)[g? (€)

Unter den Voraussetzungen von f, g kann (3) nur dann gelten, wenn 2g'/g = f"[f’,

= y3/y, die Bezichung ¢ = 2g'?/¢* — g"/g — ', und hiervon mittels g’/g =
1
= j(f"/f')' + (g'/g)? folgt die Behauptung (2).

Satz 2. Sei q(t) e C(j), fit)e C()), f(H)e(—1,q), f'(t) # O im intervall j. Dann
sind die Funktionen

yi(®) = [sin OV O, ya(0) = [eos fO]I] S/ (1) [} 6]

linear unabhdngige Losungen der Dgl (q).

Beweis. Aus Beweis von Satz 1 (oder durch direkte Berechnung) folgt, dass unter
gegebenen Voraussetzungen y,, y, € (¢) gilt.

Es geniigt also zu zeigen, dass W(y,, y,) # 0O ist. Es gilt (mit Bezeichnung g = f”)
Wi,y = =f'Vi = gvunlg —f'v: + &ywalg = —fg* = —sgnf' # 0.

Bemerkung. Aus der Definition der Funktionen y,, y, ist leicht zu sehen, dass die
Funktion f(¢) fir y,(¢) ¢ 0 die Gleichung

tg f(1) = y1()/y.(t)

erfiillt. Eine solche Funktion ist in [1] die durch Basis (yy, y,) bestimmte (erste)
Phase der Dgl (q) genannt. Hier wird auch die ausfiihrliche Phasentheorie und ihr
Zusamenhang zur Transformationstheorie der Losungen der Dgl (g) weiter ent-
wickelt.

Lemma 1. Sei a) q(t) € C(j), j = (a, b); a, b seien keine Hdiufungspunkte von Null-

- . stellen der Losungen der Dgl (q); b) u, v e (q), W(u, v) W # 0; u(t) habe mindestens

eine Nullstelle im Intervall j. Wir wollen mit Sl T s
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ti=1,2,...,pity<t,<..<t die Nullstellen von u(t),
t),i=1,2,...,r;t] <t; <..<t die Nullstellen von v(r) (soweit diese existieren)
bezeichnen und weiter sei t] = a, t,+; = b. Ferner sei die Funktion f(t)€ C(j) durch

I

arctg [u(t)[v(t)] + k(t), k(1) = ko — i.sgn Wfiirte (t;, t;x1), i = 0,1,....r
Si) = l:k0 - (—%1« + i) sgn W]n fir t=1t], ko ganzzahlig, i=1,....,r (f)

‘definiert [die erste Phase des geordneten Paares der Losungen (u, v)].
Dann gilt 1° f(t)e C3(j), f'(t) # O fir t €, f(t) e (=1, 9);

2° fiir t=1t, ist u(ty) =u, =0, w(t;) =u, #0; v(t,) =0v, #0, v'(t)) = v};
ft) = k(t)m =kn,  fl(t) = —W[oi,  ['(t;) = 2Woifoi;

3° die Funktionen

yi=GmANS | oy = CosHf P : $7)
sind die durch die Anfangsbedingungen '

yi(t) =0, yi(t) = (=1 sgn W| =W [H| v, |;
ya(ty) = (—l)k[ Uy {/I ~Wl*, ya(ty) = (—D* v} sgn Ul/l _W|*

bestimmte linear unabhingige Losungen der Dgl (q).

Beweis. Die Behauptung 1° ist in [ 1] bewiesén. Die Giiltigkeit der Behauptung 2°
konnen wir direkt durch Substitution in u, v, f verifizieren. Die Behauptung 3° folgt
mittels 2° aus Satz 2.

Aus der Definition (f) der Funktion f{¢) ist leicht zu sehen: wenn ¢; [bzw. /] die
Nullstellen der Lésung u[v] sind, so ist auch y,(¢;) = 0 [y,(t/) = 0], d. h. die Lésun-
gen u, y,[v, y,] haben gemeinsame Nullstellen und sie konnen sich voneinander nur
durch eine Multiplikationskonstante unterscheiden. Die Funktion f(¢) vermittelt die
Abbildung des linearen Raumes der Losungen der Dgl (¢) in sich; in dieser Abbildung
sind u, v die Eigenelemente der Abbildung — vgl. [1, s. 39, 158]. Da die Funktion
f(t) durch ein geordnetes Paar der Losungen (u, v) bestimmt ist, wollen wir die
Bedingungen untersuchen, worin sich die Lésungen u, v mittels den Funktion f{r)
in sich abbilden, d. h. die Bedingungen, unter welchen (x, v) zu Eigenwert eins das
zugehorige Eigenelement ist.

Satz 3. Es mogen die Voraussetzungen a), b) und Bezeichnungen von Lemma 1
gelten; weiter seien y,, y, € (y).
Dannist y, = u,y, = v mit (—1)* = sgno(t,),| W(u,v) | = 1 [k = k()] dquivalent.
Beweis. Wenn y, = u, y, = v ist, dann nach dem vorigen Lemma und der dort
benutzten Bezeichnung gilt

a) uy = (=1 sgn W[ —WlH| v |, e
b) oy = (=D g || W[t £0; - S |
) vy = (=1)v, sgnvy/| =W % L e



Ist v} = 0, so ist duch c) erfiillt; fiir v; # O die Beziehungen b), ¢) sind dquivalent

und b) kann genau dann gelten, wenn gleichzeitig | W | = 1, (—1)* = sgn v, ist. Dann
ist auch a) erfiillt, denn die Giiltigkeit der Beziehung u, = (—1)sgnv, .sgn W/
/vy sgn v, = — W/v, folgt aus der Definition W(u, v) vermdge u; = 0, v} = 0.

Es gelte umgekehrt (—1)* = sgnv,, | W(u,v)| =1 fiir 7 =¢,. Hiernach fiir
y1(t1), y2(ty), ¥1(2), ya(ty) ist yi(#;) = O, ‘

Yi(ty) = (=1 sgn W/| vy | = ) sgn WIW = u},

ya(ty) = (=D o )| =W [F = (=D vy sgn vy = vy,
Ya(ty) = =D visgnuyf| =W [ = ).

Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Dgl (g) ist so y; = u, y, = v bewiesen.

2. Gegeben sei die Funktionenfolge {q,(t)};>, mit g, e C(j), j = (a, b). Dieser
Folge lasst sich eine Folge der Dgln

V' =g,y : (q,)

zuordnen. Wir setzen voraus, dass a[b] kein Haufungspunkt der Nulistellen von
Dgln (¢,)n, = 0,1, 2, ... ist. Weiter seien ‘

u,, v, e(q,) mit W(u,,v,)=W,#0, n=20,1,2,..; .

tin <ty < ...[t], < t;, < ...<t,,] dic Folge aller Nullstellen von u,[v,] und
tow=0ay 1l 1., =b,r=r(n).

Fiir die durch die Basis (,, v,) bestimmte (erste) Phase der Dgl (g,) haben wir
nach Lemma 1 und Satz 3

Jarctg [u,(O]v (D] + k() 7, ky(t) = k,, — isgn W,

¥

fﬁr te(tl/'n’ t;+1,n): i= 0’ 15 s I

1o fit) = '
[[ka,. - (—Tl + i) sgn Wn:In fir ¢t = t,,, k,, ganzzahlig, i = 1,2,...,r;

L e COx), fit) #0 fir tej; f()e(=1,q,) (f2)
25 Fiir die Funktionen o ' ‘

N Yin = (S’nf;l)/’fll, l%’ Yon = (COSf;,)/lf; 1&

gilt y1,, Yan € (q,) und durch eine passende Wahl von u,, v, konnen wir u, = y,,,
v, = Y,, erzielen.

Die Funktionen f,(¢) sind definiert im Intervall j und bilden j auf das Intervall
J, = f,(j) ab. Die Lange des Intervalls J, hdngt von der Anzahl der Nullstellen der
Losungen u,, v, und von deren Eigenschaften in der Umgebung der Enden des
Intervalls j ab. Die Funktionen f,(t) vermitteln im Sinne der Arbeit [1] eine voll-
stindige Transformation der Losungen der Dgl y” = —y im Intervall J, in die Lo-
sungen der Dgl (¢g,) im Intervall j.
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Zum weiteren Zwecke dieser Arbeit wird es besser sein die vollstdndige Transfor-
mation zwischen den Losungen Differentialgleichungen (—m?), (g,) zu studieren;
dabei ist m = m(n) eine eindeutige Funktion von n, welche im weiteren so zu wihlen
ist, damit die Korrespondenz von Dgln desselben Charakters — vgl. [1] — erreicht
wird. Dann kénnen wir die allgemeine Transformationstheorie aus [1; 1, § 22—-25]
anwenden. Bezeichne T, = X,(¢) die Funktion, welche die Transformation der
Lésungen sin mT, cos mT € (—m?) in die Losungen der Dgl (g,) vermittelt; aus vori-
gem ergeben sich dann folgende Resultaten:

1
1° X, (1) = Wf"(t)’ wo f,(t) durch (f,) bestimmt ist,
2° X, e COj), X» # O fiir tej,

—{X,, 1} — m*X;2 = g,(1); (—m?, q,)
3° die Funktionen

V1ia = (sin an)/l mX, P’ Yan = (cos an)/' mX,;]* ' (7w)
geniigen der Dgl (q,) und es gilt W(y1,, y2,) = —sgn Xp;
4° vy, = U,, Y2u = U, genau dann, wenn auch
(=D = sgnoy(ty,), | W, 0) | =1 [k = ky(1,,)] ist.

Die Nullstellen der Losungen u,, v, und sin mT,, cos mT, bilden sich fir T, =
= X,(t) e (—m?, q,) miteinander ab.

Im weiterem zeigen wir ein konkretes Beispiel einer Folge {g,}, wo j, u,, v, sich
so wihlen lasst, dass das Intervall J, = X,(j) ein und dasselbe fiir alle n ist, d. h. es
gilt J, = Jfirallen = 0, 1, 2, .... Man bekommt dann eine Folge der vollstindigen
Transformationen, welche die im Intervall J definierten Losungen sin mT,,, cos mT, €
e (—m?) auf u,, v, € (g,), die im Intervall j definiert sind, transformieren. Da in den
Intervallen j, J der Charakter der Dgln (g,), (—m?) derselbe sein muss, kann man
das Studium nur auf gewisse Folge der Dgln (g,) mit bekannten Eigenschaften der
Losungen und Nullstellen beschrianken.

3.1 Die Differentialgleichung der Jacobischen Polynomen P,(t; a, f)
A-tHu" +[f-a—(@+p+2)t]w +na+pf+n+1Du=0, (P)

| w,f> -1, j=(=1,1) —vgl. [4] — geht durch die Substitution
y = (1 = (1 + )Py in die Dgl .
- o Y= =1y SR A
tiber, wo :

= (1 - ﬁ)”[nw R L] R X URE D A

R Jr%(l—ﬁz)(lff‘)—2



ist. Die linear unabhingigen Losungen der Dgl (—1,) mit Parametern «, § sind die
Funktionen

pn(t; o, B) = (1 - t)*“hz)(l + t)%(1+ﬁ) . Pn(t; a, .B)
a2 B) = (1 = )2 (L + 0P 0 (150, )

wo P,(t;a, f) das Jacobische Polynom vom Grad n und Q,(t; «, f) € (P,) mit
W(P,, Q,) # 0 ist. Die Funktionen P,, Q, haben folgende Eigenschaften — siche
[3], [4]:

1° fiir « 20, B = 0 hat P,[Q,] in j genau n[n + 1] Nullstellen;

2° fir —1 <a,p<0, «+ B = —1 hat P,[Q,] in j genau n[n — 1] Nullstellen
3° weiter gilt P,(—1;a, B) = (1" (’ P B) P(l; o B) = (" +°‘>,

n
fiir a 20, 8 = 0ist lim |Q(t a,ﬁ)l—llm]Qn(f o« B)| = +oo,

t—=—14

fiir =1 <a,p<0,a+f = —1gibt es eine Q,(t; a, ) € (P,)
mit lim Q,(t; a, B) = 11m Q,,(r o, B) =0.

t=>— 14

3.2 Gegeben sei das Intervall j = (—1, 1) und die Folge der Dgin (=1, n =
=0,1,2,.... Wenn wir J = (0, n) wihlen, dann miissen wir fiir die vollstindige
Transformation der Lésungen von (—m?) in die Lésungen von (—1,) die Funktion
m = m(n) in folgender Weise wihlen:

3.2.1 Fira = 0, f = 0 wahlen wir m = n + 1. Die Dgin (—(n + 1)?), (=1, sind
in den Intervallen J, j desselben Charakters, denn wie sin (n + 1) T so auch p,(t; «,
p) = u, haben n Nullstellen, wiahrend cos (n + 1) T bzw. q,(t; o, f) = v, genau n + 1
Nullstellen in J bzw. j besitzen. Das beliebige Integral der Dgln (—(n + 1)?), (=1,)
besitzt hochstens n + 1 Nullstellen in den Intervallen J bzw. j. Wenn wir q,(¢; «, )
so wahlen, dass die Bedingungen von Satz 3 erfiillt sind, dann gilt fiir die Funktion

X,(1) = —n—%ﬁ,(t), wo f,(t) durch (f,) bestimmt ist:

1° X, e COj), Xi(t) # 0 fiir tej;

2° X,e(—(n+ 1)%, —1);

3° X,(j)=J=0,n); °

4° pt; 0, B) = [sin (n + 1) X,(1)]/| (n + l)X(t) %,
gu(t; 0, f) = [cos (n + 1) X,()]/| (n + 1) X(1) |5

5° W(u,, v,) = W(p,, 4,) = —sgn X,,.

Die Behauptungen 1°, 2°, 4°, 5° sind nur Spezialfille voriger allgemeiner Behaup- -
tungen; die Richtigkeit der Behauptung 3° folgt aus der Konstruktion der Funktionen
X, und aus der Eigenschaft 3° der Polynomen P,(¢; «, ) in 3.1. Die Behauptung 5°
lasst sich auch durch direkte Berechnung iiberpriifen.

322 Wenn —1 <o, <0, «a + f = —1 ist, so wihlen wir m = n. Die Dgln
(—n%), (—1I,) sind in diesem Falle desselben Charakters in den Intervallen J = (0, )



bzw. j = (=1, 1), denn sin T und g,(t; a, f) = u, haben genau n — 1 Nullstellen
wihrend cos nT und p,(t; o, B) = v, genau n Nullstellen besitzen; g,(; «, f) kann
man so wihlen (siehe 3.1, 3°), dass lim wu,/v, = lim ¢,/p, = 0 fiir t > —1, und

t— +1_gilt.

1 .
Die Funktion X,(1) = Tf"(t)’ wo f,(t) durch (f;) bestimmt ist, hat dann folgende

Eigenschaften

1° X, e COj), Xi(t # 0 fiir te;
2° Xn € (—n27 _In))

15

5\\
6.

12

09

o

06

03

05
Tab. 1
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3° X,(j) = J; .
4° po(ts o, B) = [cos nX,(D]/| nXn %

a,(t; o, B) = [sin nX,(0]/| nXa [*;
5° W(pn’ qn) = —sgn X,,-

3.3 Beispiel. Fir « = = 0 stellt die Dgl (P,) die Dgl der Legendreschen Poly-
nomen P,(t;0,0) = Pn(t) = (Z"n!)_l(d"/dt") [(12 _ 1)":] dar: ahnlich schreiben wir
0,(t;0,0) = Q,(1). Die zugehorige Dgl (—1,) hat dann linear unabhingige Losungen

p(t) = (1 — t2)¥P,(1) mit n Nullstellen 1, im Intervall j = (-1, 1),
g,(1) = (1 — 13)*0,(1) mit n + 1 Nullstellen ¢, in j.

oA

Um die Funktion ¢,(¢) mit Wp,,q,) =1 zu bestimmen, muss

Mo=hmfp2) fur o s ) = [P0

gelten. . ‘
Fiir die entsprechende Funktion Q,(t) € (P,) bekommen' wir

gm=mmjaf§ﬁ%5 fir 141, 0t,) = [(1 — 2P ()"

Bekanntlich (vgl. [4]) sind alle Wurzeln #;, der Polynomen P,(7) reell und liegen

n

im Intervall j = (—1,1); man kann dann P,t) = a,[[ (¢ — t,,) schreiben. Nach
» i=1

Integration mittels Partialbruchzerlegung bekommen wir fiir Q,(t)

0.(1) = P,(1) [%m i f ;] _ii 1 1 i V) (@)

—ty PR(t,,) Tl

Die Funktionen P,(t), Q,(t) sind z. B. in [2] tabelliert. Wenn wir mit {¢;,} bzw.
{t;,} die wachsenden Folgen der Nullstellen von P,(t) bzw. Q,(¢) bezeichnen, dann ist
0.(t1,) = (=1 (vgl. [2]). Fiir die Transformationsfunktion X,(¢) gilt

arctg [Py(0)]Qu(1)] + k(1) 7, ky(t) = ko, — isgn W,
fir 1€ty tiv1.n) i=0,1,...,n+ I;

1
X, () = ———
" —1
n+1 |:k0n - (—2— + i) sgn W,,:ln fir t =1,
: o ko, ganzzahlig. i=1,...,n+1;

X/(t) = — 1 W(pn’ qn) _ 1 1
" n+1 ;2 2
Pyt q,

THEL (APt ol

was mit 1 = W, = W(p,, q,) = —sgn X, iibereinstimmt.
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Um die Bedingungen von Satz 3 und Forderungen X,(j) = (0, n), X, € C(j) zu
erfillen, geniigt es im unseren Beispiel den ganzzahligen Parameter k,(t) folgender-
weise zu wahlen: k(1) = k = n — i + 1 im Intervall (¢{,, t{,,,,),i=0,1,...,n+ 1;

’

ton = _17 tr:+2.n =.1'

Die Richtigkeit der Beziehungen

pa(t) = [sin (n + DX,(0]/]
q.(t) = [cos (n + l)X(t)]/[ (n+ D)X |?

kann man durch direkte Berechnung folgenderweise verifizieren: fiir alle reelle X ist
sin (arctg x) = x/(1 + x?)¥, cos (arctg x) = 1/(1 + x?)* und fiir beliebige t e gilt
daher

sin[arctg (P,/Q) + kn] _ _(~1fsenQ, p _( _popp )
| (arctg (P,/Q,) + kn)'|* |P,Q, — PO, |*

denn (— D)sgn Q, = 1, W(P,, 0,) = 1/(1 — t?). Ahnlich haben wir

" .
cos [arctg (P,/Q,) + k?t] . (, 1) sgn Q,n 0, =(1-10, =q,
| (arctg (P,/Q,) + kn)'[* | P,Q, — PO, |*

Die Graphe der Funktionen X,(¢) sind fiir n = 2, 3, ..., 7 in Abbildung | auf-
gezeichnet; wegen der Zentralsymmetrie mit dem Zentrum [O, 1/2 7] wurde nur
ein dem Intervall < 0,1) entsprechender Teil des Graphes aufgegeben (die Symme-
trie ist festgestellt durch die Beziehung P,(—1)/Q.(—t) = —P,(1)/0.(1)).

4. Im Spezialfalle « = 8 = 0 der Jacobischen Polynomen erinnert uns der Verlauf
der Funktionen X,(¢) an den der Funktion X(¢) = arccos ¢. Wir wollen folgendes
Problem studieren: existiert fiir irgendwelche Werte von Parametern o, f§ eine Funk-
tion X,(t) = X(¢; o, B) unabhingig vom Parameter n (d. h. fiir ganze Folge der Dgin
(1), n=0, 1, 2,... eine gemeinsame Transformationsfunktion X(t;-a, B)? Wir
wissen aus Vorangehendem (Sitze 1, 2; die Eigenschaft 2° der Funktionen X,), dass
X,e(—m? q,), X, # O fiir t€j genau dann gilt, wenn fiir y1,, Y2, € (¥,) auch y,,,
Yon €(qn)s W(¥in, Y2n) = —sgn X, ist. Zur Existenz einer fiir die ganze Folge der
Dgln (—1,) gemeinsamer Transformationsfunktion X, = X(t; a, f) ist notwendig
und hinreichend, dass eine Beziehung m = m(n) besteht, wobei die Dgl (—m?, ~1I,)

den Parameter n nicht enthalt. \

Satz 4. Funktion X,(t; o, B) € (—m?, —1I,), m = m(n) ist vom Parameter n unab-

hinging genau fiir die Werte o, § = —;—, —%, d. h. fiir die Paare (o, f) = (L _L)’

2°72
1o 1y 1 1y 1 1
, 20 2) 22 ) 2° 2
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A

Beweis. Nehmen wir an, dass die Dgl (—m?, —1I,) eine von n unabhingige Losung
X, = X(t; a, B) besitzt, d. h. es gilt

» (X, 1} —m?X"? = —-[n(a +B+n+1)+ %(m + 1)(B + 1)](1 - 1)~

1—a? 1-p8

- 4(1 —1)? a1 + 1)

Dies kann genau dann gelten, wenn auch
m? = [C + n(e + B + n + 1)]/X’*(1 — ¢*) mit C konstant ist.

Daraus X'? = K2?/(1 — t?), d. h. X = K arccos 1, K konstant; ohne Verlust der
Allgemeinheit kénnen wir wéahlen K = 1.
Folglich soll

1 2 1 '
m2=n(a+/3+n+1)+C=[n+—2—(a+/3+l)] +C--‘—1-(a+ﬁ+1)2 (m)
gelten. ‘ '

Die Funktion X(#) = arccos ¢ geniigt der Beziehung {X, t} = (2 + t%)/4(1 — *)%

Fiir die Giiltigkeit der Beziehung arccos t € (—m?, —1I,), m e (m) ist es notwendig,
dass

T _%(a—kl)(ﬁ-}-l)——c |- 1—p?

= +
4(1 — 1*)? 1 -1 41— 1) 41 +1)?

gilt. Nach einiger Umformungen und nach Koeffizientenvergleich bekommen wir
fiir a, f, C die Gleichungen
T—ACH+ 2@+ DB+ - = p2=0
—a? + B2 =0
4C -2+ DB+ 1) —a? - p>=—1.
Dieses Gleichungssystem hat genau die im Satz 4 angegebene («, f) — Lésungen

und C = %(a + B + 1)2. Fiir diese Werte (a, f) ist

m=n+%(a+ﬂ+1), d. h.
r'e 1 ‘
m=n ‘fiiroc=ﬂ=—7,

(o=

m=n+1 fﬁrasﬂ:—z—,
\ = ! fiir —~,B—+—1—
\ : m—‘.n+? | ur o = —_'_"_2'



Umgekehrt ist fiir diese Paare («, ) und die Funktion X(¢) = arccos ¢
m’X? =[n@+p+n+1)+Cli1—-1), C= ‘17(“ + B+ 1),
1 ’ o
7(<x+ nB+1-c

X, t} =
{x,1} vt

1 —a? 1-p
+ 2 + 2 .
41 —1) 41+ 1) .

weshalb auch —{X,t} — m*X'? = —I,,d. h. Xe(—m? —1I,). Die Behauptung
des Satzes 4 ist in Ubereinstimmung mit den Beziehungen

T(1) =P, (t; —%, —-%) = cos (n arccos t),

U(t) =P, <t; %, %—) = (1 —t*)"*sin[(n + 1) arccos ]

(Tschebyschevsche Polynome erster und zweiter Art);

1 1 1
P D - — ""1‘ P .
"(t, 5 2) 2(1 + 1) cos[(n + 2)arccos t],
{11 N 1
Pt =, -5)= 20 =) *sinf{n + 5 arccost |.
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Shrnuti

O TRANSFORMACNI FUNKCI PRO JISTOU
DIFERENCIALNI ROVNICI DRUHEHO RADU

. JIRI KOBZA

V pfedloZzené praci jsou odvozeny nékteré poznatky z teorie transformaci dif.
rovnic tvaru (¢q). Studuje se posloupnost takovych transformaci mezi feSenimi dvou
posloupnosti dif. rovnic; podrobny rozbor je proveden pro rovnice funkci sin m7T,
cos mT a Jacobiho polynomit P,(t; a, ). Pro specilni pfipad Legendreovych poly-
nomi jsou transformaéni funkce nakresleny na obr. 1. V zavéru je studovéna existence
transformaéni funkce, spolecné pro celou posloupnost rovnic (—1,).



Pesiove

O ®YHKI MU IMTPEOBPA3ZOBAHUA JJIs1 HEKOTOPOI'O
ANOPEPEHIIMAJIBHOI'O YPABHEHUA BTOPOI'O IMTOPAAKA

HUPXU KOB3A

B pabote usy4aercs npeobpa3oBaHue pelueHHi audpdepeHIHaIbHOrO ypaBHEHHUS
y" = — m?y Ha pewenns nud. ypaBHeHUs 10MHOMOB Sko6u. ITokasaHo cyiecTso-
BaHUE €IMHCTBEHHOMN (QyHKUHM NpeoOpa3oBaHMsl AJIs [OCIELOBATE]bHOCTEN ypaBHe-

Hﬂﬁ, COOTBETCTBYIOILIUX HEKOTOPBIM 3HAYCHUAM NapaMeTpoOB «, B

IR 8

Cegaootie
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