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0. In Anlehnung an die Theorie von O. Boriivka iiber die Transformationen der
Losungen linearer zweidimensionaler Differentialgleichungen 2. Ordnung studierte K.
Stach in seinen Arbeiten (1966, 1967) das Problem linearer zweidimensionaler Raume
von stetigen Funktionen. In der vorliegenden Arbeit werden die Grundeigenschaften
linearer zweidimensionaler Raume von stetigen Funktionen mit stetiger erster Ablei-
tung einer Untersuchung unterzogen. Ausser auf die schon zitierten Veroffentli-
chungen von K. Stach wird auch auf die Arbeit von S. Travni¢ek und J. Kojecka
(1972) zurtickgegriffen und die in dieser Veroffentlichung erzielten Ergebnisse sollen
auch weiterhin zur Anwendung kommen. :

Im Grunde genommen befassen wir uns in der gesamten Arbeit mit den Funk-
tionen von C,(i). Falls namlich u, v € C,(i) sind und (v, v) die Basis eines im Intervall i
definicrten linearen zweidimensionalen Raumes S darstellt, ergibt sich offensichtlich
S < C,(i). Die Menge der Ableitungen aller Funktionen von S begeichnen wir mit S”;
folglich ergibt sich " = Cy(i).

= Lemma 0.1. Es seien y,, y, € C,(i) abhédngig. Demzufolge sind ihre Ableitungen
Y1, ¥5 ebenfalls abhingig.

~ Der Beweis hierfiir geht aus der Abhangigkeitsdefinition und aus der Ableitung
der Gleichheit ay, + by, = 0 in i hervor. -

Bemerkung0.1.Sind y, y, € C,(i) unabhingig, ergeben sich fiir ihre Ableitungen
»1, ¥, drei mogliche Fille:
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1. v}, », sind weder abhéngig, noch unabhéngig; z. B.
1, fiir te €0, 1), B {t -1 fiir 10, 1),
_ —_1)3 27 Asin(t -1 fir te(1, 2),
M (t 31L 1, G te(l, 2 sin (¢ — 1), ir re(1, 2)

2. ¥}, ¥, sind unabhéngig; z. B.

y, =sint, y, =cost, flir te(—o0, + o).

»
3. ¥}, y, sind abhingig; z. B.
y1=t2, Y, =35, fir te(—o0, + o).

Fall 1 soll nicht weiter in Betracht gezogen werden. Als Hinweis seien nur zwei
Satze angefiihrt, deren Beweis dhnlich wie bei den Satzen 1.1 und 1.2 gefiihrt wer-
den konnte.

Satz0.1. Seien die Ableitungen der Funktionen von der Basis (1, v) des Raumes .S
weder abhéngig noch unabhingig. Es folgt, dass die Ableitungen jeglicher zwei
unabhdngiger Funktionen des Raumes S weder abhingig noch unabhéngig sind.

Satz 0.2. Die Ableitungen jeglicher zwei unabhiangiger Funktionen des Raumes S
sind genau dann weder abhédngig noch unabhiangig, wenn das Intervall j < i (j # i)
und die Funktion y € S (¥ # const). existieren, vorausgesetzt, dass y in j eine von

“Null verschiedene Konstante darstellt.

Der zweite Fall aus Bemerkung 0.1 wird im Absatz 1 und der dritte im Absatz

2 behandelt.

1. Ridume von Funktionen, deren Ableitungen einen linearen zweidimensionalen
Raum stetiger Funktionen bilden.

Satz 1.1. Die Ableitungen von Funktionen der Basis (x, v) des Raumes S mogen
unabhingig sein. Folglich sind die Ableitungen jeglicher zwei unabhangiger Funk-
tionen des Raumes S ebenfalls unabhingig.

Beweis: Es seien y; = ¢ ,u + ¢;,0 und y, = ¢,,u + ¢,,v unabhingige Funk-
tionen des Raumes S. Es seien des weiteren ¢, d beliebige reelle Zahlen, sodass
¢? + d*? # 0 ist. Aus der Unabhingigkeit der Funktionen »’ und v’ in i ergibt sich
eyy + dyy = cleg U + ¢;0") + d(c, i’ + ¢p50") £0 in jedem j < i, denn das ‘
System ‘ ’ ‘

ccyy +dcy; =0
ccy, +dcy; =0

hat wegen der Unabhéngigkeit der Funktionen y,, y, lediglich eine triviale Losung.

Satz 1.2. Die Ableitungen jeglicher zwei unabhidngiger Funktionen des Raumes S
sind unabhéngig genau dann, wenn keine Funktion y € S in keinem Intervall j < i
einer von Null verschiedenen Konstante gleich ist.
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Beweis: I. Es seien die Ableitungen der Funktionen der Basis (&, v) unabhingig
und y = cqu + c,v (¢l + c%_;é 0). Folglich ist y" = cu’ + ¢,v" % 0 hinsichtlich der
Unabhingigkeit der Funktionen #’ und v’ in jedem j < i, woraus sich der erste Teil
der Behauptung ergibt.

II. Es sei nun umgekehrt keine Funktion y e S in keinem Intervall j = i einer
von Null verschiedenen Konstante gleich. Dann gilt fiir jede zwei Zahlen ¢, , ¢, (c] +
+ ¢% # 0) in jedem Intervall j = i 0 %y’ = c,u’ + c,v’, hinsichtlich des Satzes 1.1
ergibt sich hieraus der zweite Teil der Behauptung.

Satz 1.3. Es sei S ein Raum, dessen jegliche zwei unabhangigen Funktionen
unabhingige Ableitungen haben und (u, v) ist seine Basis. Dann ist S ein linearer
zweidimensionaler Raum stetiger Funktionen mit der Basis (u', v').

Beweis: Jede Funktion y’ e S’ stellt eine Ableitung einer gewissen Funktion
y€eS,y = cu+ cyvdar. Somit ist ' = c;u’ + c,v" und da u’, v" unabhéngig sind,
ist S’ die Menge aller linearen Kombinationen c,u’ + c,v’. S’ ist dann nach der
Definition 1.2 (Stach 1966), ein linearer zweidimensionaler Raum und (', v") seine
Basis.

Vereinbarung 1.1. In diesem Abschnitt werden lediglich zweidimensionale
Raume von Funktionen betrachtet, deren Ableitungen einen zweidimensionalen
Raum bilden.

Lemma 1.1. Es sei ye S und y' e S’ scine Ableitung. Hierbei ist y dic einzige
primitive Funktion zur Funktion )’, die in S’ liegt.

Beweis: Seien y € S und y € S zwei primitive Funktionen zur Funktion y’. Dann
ist y — y = ce S, wobei ¢ eine Konstante darstellt. Das ist jedoch nach Satz 1.2
nur fiir ¢ = 0 moglich, folglich ist y = y.

d . .
Satz 1.4. Die durch den Operator D = dar (=") definierte Transformation von S

auf S’ stellt einen Isomorphismus von S auf S’ dar.

Beweis: Nach der Definition S’ ist DS = S’. Nach Lemma 1.1 ist diese Transfor-
mation schlicht und der Rest der Behauptung folgt aus den Regeln fiir die Ableitung
‘der Summe von Funktionen und des konstanten Produkts der Funktion.

Definition 1.1. Es sei y;, y, € C,(i) ein geordnetes Funktionenpaar. Die im
Intervall i durch die Vorschrift

w=‘y,l V2

: — y v ’
SR Y2 — Va2l

definierte Funktion w nennen wir die Wronskische Determinante der Funktionen
Vi,V

Satz 1.5. (iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Cauchyschen
Problems). Es sei ¢, € i und fiir die Wronskische Determinante der Funktionen der
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Basis (u, v) gelte w(ty) # 0. Es seien weiter Yo, ¥o beliebige Zahlen. Dann gibt es
genau eine Funktion y € S, wobei y(#;) = y, und y'(¢,) = y’, ist.
Beweis: Das System der Gleichungen

It

Yo = cyqu(ty) + cyu(lo)

Yo = U (ty) + ¢ v (1)
hat unter der Voraussetzung w(fp) # 0 genau eine Losung ¢, , ¢,. Dieses Zahlenpaar
¢y, ¢, bestimmt genau eine Funktion y = c,u + c,v, fiir welche y € S, y(t5) = yo,

Y'(tg) = yo gilt.

Satz 1.6. Die Funktionen )y, ¥, € S sind abhingig genau dann, wenn fiir ihre
Wronskische Determinante w die Beziehung w = 0 gilt.

Beweis: I. Esseien y,, y, € S abhingige Funktionen. Ist y, = 0, so ist die Behaup-
tung offensichtlich erfiillt. Ist y, % 0, gibt es eine reelle Zahl ¢ derart, dass y, = cy,
ist, folglich auch y; = ¢y3,d. h.w=0.

II. Gilt fiir die Funktionen y;, y, € S die Beziehung w =0, so konnen zwei Fille
eintreten:

a) y; = 0 oder y, = 0, woraus die Behauptung folgt.

b) ¥, £ 0 und y, = 0. Wegen ihren Stetigkeit gibt es ein Intervall j = i derart,
dass y; % 0 und y, # 0 in j ist, woraus sich y,/y, = yi/y, in j ergibt. Es gibt also
eine Zahl ¢ # 0 mit y, = ¢y, inj und mithin auch in i.

Folgerung. Gilt fiir die Wronskische Determinante der Funktionen y;, y, €S
die Bezichung w = O inj < 7, so ist w = O in i.

Lemma 1.2. Sei tyei und fir die Wronskische Determinante der Funktionen
der Basis (u, v) des Raumes S gelte w(#y) = 0. Dann ist die Wronskische Determi-
nante jeglicher zwei Funktionen des Raumes S im Punkt 7, gleich Null.

Beweis: Isty, = ¢, u + ¢;,0, ¥, = ¢4 + ¢,v und w die Wronskische Determi-
nante der Funktionen y,, y,, so ist offensichtlich w(ty) = (¢;,¢,; — €(1€22) W(to),
woraus sich die Behauptung ergibt.

Satz 1.7. Sei tyei. Die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen
des Raumes S ist im Punkt ¢, gleich Null genau dann, wenn eine Funktion ye S
(y % 0) existiert, wobei y(z,) = 0 und y’(z5)- = 0O ist.

Beweis: Sei w die Wronskische Determinante der Funktionen der Basis (u, v)
des Raumes S.

1. Es sei die Wronskische Determinante jeglicher zwei Funktionen (also auch der -
Funktionen der Basis) des Raumes S im Punkt ¢, gleich Null. Aus der Gleichheit
u(ty) v'(ty) — u'(ty) v(2y) = 0 ergeben sich folgende Moglichkeiten:

a) u(ty) = u'(ty) = 0 (v(ty) = v'(¢,) = 0) was die Behauptung darstellt.

b) u(ty) = v(ty) = 0 (U'(t,) = v'(¢,) = 0) was besagt, dass f, ein singuldrer Punkt

V-
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des Raumes S(S’) ist. Nach Lemma [ (Travnitek, Kojecka 1972) erhilt man die
Behauptung.

c) Keine der Zahlen u(ty), v(ty), u'(ty), v'(t,) ist gleich Null. Fiir die Funktion
y(t) = u(ty) v(t) — v(ty) u(r) gilt dann y € S, y % 0, y(1y) = 0 und y'(¢,) = 0.

II. Es gebe nun eine Funktion y(‘= ciu + cv)e S, y £ 0, wobei im Punkt ¢,
y(to) = Ound y'(t;) = 0 sind. Das besagt, dass das System von Gleichungen

cu(ty) + cyu(ty) =0
ci'(fo) + c0'(1g) = 0

eine nichttriviale Losung ¢, , ¢, und somit eine Null-Determinante des Systems besitzt,
d. h. w(ty) = 0. Nach Lemma 1.2 ist der zweite Teil des Satzes bewiesen.

Satz 1.8. Es sei S’ ein Raum eines bestimmten Typus. Hiernach ist S auch ein
Raum eines bestimmten Typus. Insbesondere: ist S* vom Typus k, so ist S hochstens
vom Typus k + 1, ist $" vom Typus + oo, so ist S vom Typus + oo oder vom endli-
chen Typus, ist S’ vom Typus — o0, s0 ist S vom Typus — oo oder vom endlichen
Typus.

Beweis: Es sei t* €/ ein Haufungspunkt von Nullstellen irgend einer Funktion
y€ S, y £ 0. Es gibt also eine monotone Folge {,} von Nullstellen der Funktion y,
t,— t*, 1, # t*. Ist z. B. {t,} wachsend (&hnlich fir fallende Folgen), so betrachten
wir die Intervalle <#, #,,,>. Nach dem Rolleschen Satz besteht im Innern cincs
jeden Intervalls ein Punkt @, derart, dass y'(©,) = 0. Da t, < O, < 1, ist, folgt
nach dem Drei-Grenzwertsatz ©, — t* und ¢* ist ein Haufungspunkt von Nulistellen
der Funktion y’e S’. Da S’ im Innern des Intervalls i keine Haufungspunkte von
Nullstellen hat, besitzt diese auch S nicht und ist somit vom bestimmten Typus. Auf
analogem Wege erhalten wir auch sdmtliche speziellen Behauptungen.

Bevmerkung 1.1. Der vorstehende Satz lasst sich nicht umkehren, d. h. wenn S
vom bestimmten Typus ist, so ist dies nicht notwendig der Fall fiir S’. Es seien

beispielsweise a < — 1;, b > % reelle Zahlen und man betrachte in (a, b) die
Funktion
(. L i
tsin—|, fir te(a, b), t+0, *
C =1 r (a, b)
0, fiir t =0.

Es sei 7, € (@, b). Die Funktion u(t) wird in (a, b) durch die Beziehung
. -
u(t) = ff(x) dx
to

definiert. Diese Funktion ist stetig in (a, b), u'(¢) = f(¢) fir alle f € (a, b) und folglich _
w'(t) 2 0 in (a, b). Offensichtlich ist u(f) wachsend und besitzt in (a, b) genau eine '
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Nullstelle (t = o). Ferner werde dic Funktion v(t) in (a, b) durch v(t) = tu(t) definiert.
Es wird gezeigt, dass u(¢) und v(¢) in (a, b) unabhingig sind, genau wie ihre Ablei-
tungen u'(¢) und v'(¢). Foglich kann (u, v) als Basis des zweidimensionalen Raumes
der Funktionen S, angesehen werden, deren Ableitungen einen zweidimensionalen
Raum S bilden. Die Funktion v(¢) besitzt in (a, b) héchstens zwei Nullstellen (¢ = 0,
t = t,) und jede von u sowie von v unabhingige Funktion y = c,u + ¢,v des Raumes
S, besitzt in (a, b) auch hochstens zwei Nullstellen (¢ = ¢, und t = —c¢,/c,, falls
(—c,/cy) € (a, b)). Der Raum S ist also vom bestimmten Typus. Die Funktion ()

besitzt in (a, b) unendlich viele Nullstellen £ = 0 und ¢, = %ﬂ— k= +1, +2, +£3,..)

mit ¢+ = 0 als deren Haufungspunkt. Der Raum S ist also nicht vom bestimmten
Typus.

Falls S, S’ vom bestimmten Typus sind, so gilt offensichtlich: ist S vom Typus &,
so ist S’ mindestens vom Typus k — | (entweder vom endlichen oder irgendeinem
unendlichen Typus), ist S vom Typus + o (—0), so ist S’ vom Typus + oo (— c0)
oder + 0.

Bemerkung 1.2. Die Riume S, S’ kénnen beide regulir oder beide singuldr
sein oder einer von ihnen ist reguldr und der andere singuldr.

a) Ist (', t?) eine Basis von Sund i = (— o0, + o0), so sind S und S’ regular.

b) Ist (3, t?) eine Basis von S und i = (— o0, +0), so sind S und S’ singulir.

c) Ist (e, t?) eine Basis von S und i = (—o0, + ), so ist S regulidr und S’
singular.

d) Ist (In ¢,-(¢ — 1)?) eine Basis von S und i/ = (0, +o0), so ist S singular und §’
reguldr.

Satz 1.9. Fir die Wronskische Determinante w der Funktionen der Basis (u, v)
von S gelte w # 0in /. Dann sind die Rdume S und S’ reguldr und S vom bestimmten
Typus. .

Beweis: Aus der Definition w folgt, dass in den singuldren Punkten von S und S’
die Beziehung w = 0 gilt, sodass aus der Voraussetzung w 3 0 die Regularitit beider
Raume folgt. Die Funktion y € S besitze einen Haufungspunkt ¢* von Nullstellen,
t* e i. Folglich ergibt sich eine Nullstellenfolge {t,} der Funktion y mit ¢, - t*,
t, # t*. Wegen der Stetigkeit der Funktionen y, y’ folgt :

y(*) = lim y(#,) = 0,
k= o

M) = o)

t, — t*

y'(t*) = lim

k—=m

Nach dem Satz 1.5 ist y = 0. Es gibt also keine Funktion y € S, y £ 0, mit eihem
Haufungspunkt ihrer Nullstellen innerhalb von i.

Definition 1.2. S und S’ seien reguldre Raume eines bestimmten Typus, (1, v)
sei die Basis des Raumes S. Die Charakteristik # [g] der Basis (u, v) [/, v')] nennt
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