Acta Universitatis Palackianae Olomucensis. Facultas Rerum
Naturalium. Mathematica

FrantiSek Machala

Konstruktionen einiger endlicher modularer Inzidenzstrukturen

Acta Universitatis Palackianae Olomucensis. Facultas Rerum Naturalium. Mathematica, Vol. 30 (1991), No.
1, 235--255

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120261

Terms of use:

© Palacky University Olomouc, Faculty of Science, 1991

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/120261
http://project.dml.cz

ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM
1991 MATHEMATICA XXX VOL. 100

Katedra algebry a geometrie
pifirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
Vedouci katedry: Doc.RNDr.Jifi Rachidnek, CSc.

KONSTRUKTIONEN EINIGER ENDLICHER
MODULARER INZIDENZSTRUKTUREN

FRANTISEK MACHALA

(Vorgelegt am 26.Marz, 1990)

Abstract: All modular incidence structures containing a
point with three or four, respectively, incident lines and
dual incidence structures are found here.

Key words: Ordered sets, modular ordered sets, finite in-

cidence structures.

M7, Classification: Primary 50A10, 50B99, Secondary 06A1l0

In [1] wurden modulare angeordnete Mengen als eine Verall-
gemeinerung modularer Verbande definiert. Jede Inzidenzstruktur
kann als eine angeordnete Menge verstanden werden. Solche Inzi-
denzstruktur, die gleichzeitig eine modulare angeordnete Menge
ist, wird modular gennant. In der vorliegenden Arbeit werden
zundchst einige Beispiele modularer Inzidenzstrukturen angefuhrt.
Dann werden hier alle (eigentlichen) endlichen modularen Inzidenz-
strukturen gefunden, die solche Punkte enthalten, durch die drei
bzw. vier Geraden gehen. Es werden auch duale modulare Inzidenz-
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strukturen untersucht, in denen es solche Geraden gibt, die ge-

nau drei bzw. vier Punkte enthalten.

Eine Inzidenzstruktur ¥ ist ein Tripel (6', X, 1), wo P
eine Punktmenge, Y eine Geradenmenge und I ¢ f x ¥ eine Inzi-
denzrelation sind, wobei #N X = @ gilt. Statt (a,m) e I
schreibt man a I m, im Gegenteil a ¥ m. Es wird dabei die ubli-

che geometrische Bezeichnung verwendet: Ein Punkt liegt auf
einer  Geraden, eine Gerade geht durch einen Punkt usw.

Eine Abbildung U von Inzidenzstrukturen ¥ = (f#, X, 1),
Y = (P ,%, I) heiBt Isomorphismus, wenn sie eine bijektive
Abbildung der Menge WUX auf die Menge P v X ist mit wf’ = 6",
(fy = ¥ undalme>Pal ¥nfir beliebige ae’, me X .
Ist ein Isomorphismus der Inzidenzstruktur Y aut /.'f', kurz
2 ¥ — %, dann gibt es eine inverse Abbildung ¢! : ¥ oY,
die ebenfalls ein Isomorphismus ist. '

Eine Abbildung ¥ von Inzidenzstrukturen heiBt dual, wenn
sie eine bijektive Abbildung der Menge fu & aut die Menge
0 u X istmit kF =X, kX =P undalImeAmI Xa
fur beliebige ae ®, me & . Eine Inzidenzstruktur J ist selbst-
dual, wenn es eine duale Abbildung von J auf sich gibt.

(1) 1Ist eine Inzidenzstruktur ¥ selbstdual, dann ist
selbstdual auch jede Inzidenzstruktur, die zu b isomorph ist: .
Es seien J , f7 Inzidenzstrukturen, X : 7-——-»:7 eine duale Abbil-
dung und ¥Y:J— J  ein Isomorphismus. Dann ist Y% l/-lz Y=
eine duale Abbildung.

(2) Eine Inzidenzstruktur J ist selbstdual, wenn jede zu
Y duale Inzidenzstruktur zugleich zu y isomorph ist: Sind
%:J— %f:Y— 7 duale Abbildungen, dann ist fx:l— I

ein Isomorphismus. Sind umgekehrt X : '.'! — Y eine duale Abbildung

und U 37——> y ein Isomorphismus, dann ist V'l A Y% eine

duale Abbildung.

Eine Inzidenzstruktur ¥ = (f, &, I) heiBt endlich, wenn @
und £ endliche Mengen sind. Ferner werden nur endliche modulare
Inzidenzstrukturen untersucht. Diese Inzidenzstrukturen werden
wir durch Inzidenztabeller darstellen. In der ersten Zeile
schreiben wir alle Punkte, in der ersten Spalte alle Geraden
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ein und die Inzidenz bezeichnen wir mit Strich (siehe z.B. die
Figur 1, wo a, I1I my, ag ¥ My usw.). Inzidenztabellen bezeich-
nen wir manchmal auch kurz mit dem Symbol (ai,mj), wo die Buch-
staben ay Punkte und m. Geraden bedeuten. Die Indizes i,j laufen
gewisse Indizesmengen |, J durch.

Es seien 7, Y Inzidenzstrukturen und (ai,mj), (bk’nl) zu
ihnen gehorige Inzidenztabellen. Die Indizesmengen bezeichnen
wir schrittweise mit /, J, K, L . Die Inzidenzstrukturen ﬁ, ¢
sind genau dann isomorph, wenn es bijektive Abbildungen % : [ -k,
v :Jd - L mit a; T m, <=> b I n,csy oibt.

7(i) v(3

(3) 1Ist eine Inzidenzstruktur ¥ durch eine Inzidenztabelle
gegeben, dann erhalten wir Inzidenztabellen aller zu v isomorp-
hen Inzidenzstrukturen durch Permutationen der Zeilen und der
Spalten in der ursprunglichen Inzidenztabelle.

Es seien Inzidenzstrukturen ¥ y " durch die Inzidenztabe-
llen (ai,mj), (b,,ny) mit den Indizesmengen ,Jd, K, L dar-
gestellt. Dann sind J, %  dual genau dann, wenn es bijektive

: o 2 e
Abbildungen & :/ —L, v :J — K nmit a; I m, &=> by(j)I N3(i)
gibt. Die zustadndige duale Abbildung ist durch die Beziehungen
Xai = (i)Yo x"ﬁ = bv(j) bestimmt.

N

(4) Es sei die Inzidenzstruktur . durch solche Inzidenz-
tabelle (ai,mi) dargestellt, die nach der Hauptdiagonale sym-
metrisch ist, was gleichbedeutend mit a I mj e aj I ms ist.
Dann ist ¥ selbstdual: In den vorigen Beziehungen Jtai = Ng(iyo
Xlnj = bv(j) setzen wir a. = bi’ m. = nj und @ ,v betrachten

1 J
wir als identische Abbildungen.

Eine Inzidenzstruktur J = (0,(¥, I) heiBt modular, wenn
folgende vier Bedingungen (Al) - (A4) gelten:

(A1) Durch je zwei Punkte geht mindestens eine Gerade.

(A2) Je zwei Geraden haben mindestens einen Punkt gemein-
sam.

(A3) Wir nehmen an, daB alle durch die Punkte a,b gehenden
Geraden noch einen weiteren Punkt x # a gemeinsam
haben. Dann geht jede Gerade, die durch die Punkte
a,x geht, auch durch b.
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(A4) Nehmen wir an, daB durch alle gemeinsamen Punkte der
Geraden b,c noch eine Gerade x # c geht. Dann geht
durch jeden gemeinsamen Punkt der Geraden c,x auch
die Gerade b.

(5) Aus der vorangehenden Definition folgt, daB jede Inzi-
denzstruktur, die zu einer modularen Inzidenzstruktur isomorph

bzw. dual ist, wieder modular ist.

Wir fuhren einige Modelle der modularen Inzidenzstrukturer
an: Fur eine gegebene naturliche Zahl n setzen wir 6’r{ai|i €

€ {l,...,n}}, L = imiliéil’”"ni} und definieren die Inzi-

denz durch folgende Forderungen:

M 1. Es sei n > 4 und 1 sei eine naturliche Zahl mit 2 ¢

£ 1 < n-2. Auf jeder Geraden m.
a), a, az a, ag 3, J
mit je {1,...,1} liegen alle Punkte

m - - 07 von { auBerdem a.. Auf jeder Gera-
My = - - - = - den m,_ mit ke{l+1,...,n} liegen
ms - - -7 die Punkte a;,...,a; und 'a . Auf
Mgy = - - - Figur 1 ist die Tabelle dieser mo-
Ms - - - - dularen Inzidenzstruktur fur n=6
Mg =~ =~ - und 1 =3 dargestellt.
Fig. 1
M 2. Es sei n>4 und 1 sei eine naturliche Zahl mit 2<1 ¢
P . )
a. a. a. a. a. a. a £ n/2. Wir setzen a. I my Vie
L7z 7 ™ 76 77 ¢ {1 nf und a a a_ I
. i R ey 1417 3142008,
m1 ) o I MyseeesMys 81,0053y I Mygpreeomy
2 Auf Figur 2 ist die Tabelle dieser
m3 - modularen Inzidenzstruktur fur
My = = - - n=7und 1 = 3 dargestellt.
m _ - -
5
mg - - - - i
m, - - - -

Die in M 1 und M 2 beschriebenen modularen Inzidenzstruktu-
ren sind nach (4) autodual, weil ihre Tabellen nach den Haupt-
diagonalen symmetrisch sind. Keine zwei verschiedenen Inzidenz-
strukturen von M 1 und M 2 sind isomorph.
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Ferner nehmen wir stets an, daB die Inzidenzstruktur ¥ -

(7,0, 1) modular ist. Dabei setzen wir a = {me ¥|a I m b

= {ae® alInm} fir beliebige ac ’, med

3| n

Lemma 1. Wir nehmen an, daB jede Gerade der modularen In-
zidenzstruktur J = (07,K, 1) mindestens zwei Punkte enthalt.
Gibt es zwei Punkte a,b mit a i b, dann gilt ¢ i d fur beliebi-
ge verschiedene Punkte c,d.

Beweis. Es seien die ausgesprochenen Voraussetzungen er-
fullt. Dann gibt es eine Gerade m, die durch a geht und b nicht
enthidlt. Dabei nehmen wir an, daB ¢ q; d fur verschiedene
Punkte gilt.

1. Es sei cNa # dNa. In diesem Falle gibt es eine Ge-
rade n ¢ a, die durch d geht und ¢ nicht enth#lt. Daraus folgt
a # c.

a) Es sei d # a. Wegen © ¢ d gehen alle die Punkte a,c ent-
haltenden Geraden auch durch d. Die Gerade n enthdlt die Punkte
a,d unc nach (A3) geht sie auch durch c, was ein Widerspruch ist.

b) Es sei d = a, also ¢ ¢ a. Zuerst nehmen wir an, daB die
Gerade m durch ¢ geht. Aus b ¥ m folgt b # c. Jede Gerade, die
durch b,c geht, geht auch durch c. Die Gerade m geht durch a,c
und nach (A3) geht sie auch durch b, was ein Widerspruch ist.

Es sei angenommen, daB die Gerade m den Punkt c nicht enthadlt.
Nach unserer Voraussetzung enthdlt m noch einen Punkt e # a mit
e # c. Jede Gerade, die durch c,e geht, geht nach ¢ c a auch
durch a. Nach (A3) geht m auch durch c, was ebenfalls zum Wider-
spruch fuhrt.

2. Es sei cMNa =d Na. Jede Gerade aus a enthdlt c genau
dann, wenn sie d enth&dlt.

a) Es sei a = c. Dann gilt E‘g d und wegen E‘¢'E ist b # d.
Die Gerade m € a geht durch d und jede Gerade, die durch a,b
geht, geht auch durch d. Nach (A3) enthdlt m auch b, was ein
Widerspruch ist.

b) Es sei a # c.

A) Es sei a = d. Dann gilt c ¢ a und wegen cMNa =dNa
ist ¢ = a. Jede Gerade, die durch a,b geht, geht auch durch c.
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Die Gerade m enthdlt den Punkt c und nach (A3) enthalt sie auch
b, was wieder ein Widerspruch ist.

/3) Es sei a # d. Dabei nehmen wir an, daB es eine Gerade
p & a gibt, die c,d enthdlt. Nach unserer Voraussetzung ergibt
sich, daB jede Gerade, die durch a,c geht, auch durch d geht.
Laut (A3) geht p durch a, was aber ein Widerspruch ist. Daraus
folgt, daB solche Gerade, die a nicht enthdlt, auch c,d nicht
enthilt. Wegen ¢ ¢ d bedeutet dies ¢ € a.

Zuerst nehmen wir ¢ I m an. Offensichtlich ist b # c. Jede
Gerade, die durch b,c geht, geht wegen c < a auch durch a. Nach
(A3) enthilt m auch b, was zum Widerspruch fuhrt.

Es sei ¢ £ m. Zuerst nehmen wir an, daB es eine Gerade
geg amitb I qundc * g gibt. Dann ist b # c. Jede Gerade,
die durch b,c geht, enthdlt auch a. Nach (A3) geht g durch c,
was ein Widerspruch ist. Jede Gerade aus a enthidlt also b genau
dann, wenn sie c enthalt. Daraus folgt c,d ¥ m. Nach unserer
Voraussetzung enthdlt m einen weiteren Punkt e # a. Alle Geraden
die durch c,e gehen, enthalten auch a. Nach (A3) geht dann m

durch c, was ein Widerspruch ist.

Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Es gilt auch eine dual Abdnderung von Lemma 1:

Lemma 2. Wir nehmen an, daB durch jeden Punkt der modula-
ren Inzidenzstruktur J mindestens zwei Geraden gehen. Gibt es
Geraden m,n aus J mit m ¢ n, dann gilt p 4 q fur beliebige ver-
schiedene Geraden p,qQq.

Durch eine Modifikation von Axiomen (A3), (A4) erhalten wir
folgende gegenseitig duale Behauptungen (6), (7), die wir oft
verwenden werden.

(6) Es seien a,b,c; b # c drei Punkte derart, daB eine Ge-

rade aus a genau dann durch b geht, wenn sie c enthdlt. Ist g
eine Gerade mit g € a, so geht sie nicht durch beide Punkte b,c.

(7) Es seien m,n,p; n # p drei Geraden derart, daB ein
Punkt aus m genau dann auf n liegt, wenn er auf p liegt. Ist d
ein Punkt mit d € m, so liegt er nicht auf beiden Geraden m,p.
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Eine modulare Inzidenzstruktur heiBt eigentlich, wenn fol-
gende Forderungen gelten:

(V1) Je zwei Geraden haben mindestens zwei Punkte gemeinsam.
(v2) Durch je zwei Punkte gehen mindestens zwei Geraden.
(V3) Es gibt Punkte a,b und Geraden m,n mit 5#5, Ei n.

Nach [2], Sdtze 5 und & lassen sich (V1) und (V2) in schwd-
cherer Form aussprechen. Nach Lemma 1 und Lemma 2 gilt in jeder
eigentlichen modularen Inzidenzstruktur c i d und B'é.a fur be-
liebige vgrébbiedene Punkte c,d und Geraden p,q.

(8) Auf jeder Geraden einer eigentlichen modularen Inzidenz-
struktur liegen mindestens drei verschiedene Punkte und durch je-
den Punkt gehen mindestens drei Geraden: Gehen z.B. durch einen
Punkt a genau zwei Geraden, dann haben sie nach (V2) noch einen
Punkt x gemeinsam, woraus a < x folgt, was ein Widerspruch ist.

Im weiteren werden die Konstruktionen aller endlichen eigen-
tlichen modularen Inzidenzstrukturen angefuhrt, die einen Punkt
enthalten, durch den genau drei bzw. vier Geraden gehen. Zugleich
wird auch der duale Fall gelost.

Wir nehmen an, daB eine endliche eigentliche modulare Inzi-
denzstruktur ¥ = (0,&, I) gegeben ist.

I. Zuerst untersuchen wir solche Inzidenzstrukturen J s
die einen Punkt a enthalten, durch den genau drei Geraden my5My,Mmg
gehen. Wir bezeichnen mit N1 die Menge solcher Punkte, die von a
verschieden sind und die auf den Geraden msm, liegen. Weil

my,m, mindestens zwei Punkte gemeinsam haben, ist die Menge N1
nichtleer. Ahnlicherweise bezeichnen wir mit N2 bzw. N3 die Men-
ge solcher Punkte, die mit a verschieden sind und auf den Geraden
myams bzw. my,Ms liegen. Auch die Menge N2,N3 sind nichtleer. Die
Geraden mysmy,ms haben nur den Punkt a gemeinsam, was aus a i X
fur beliebigen Punkt x # a folgt. Daher erhalt man F - {a{LINlu
U N2 U NB‘ )

1. Wir nehmen an, daB zwei Mengen von Nl'NZ’N3 mindestens
zwel Punkte enthalten; es sei z.B. b
(Fig. 3).

l,bzs Nl und C1:Cp € N2
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Nach (8) und (6) enthalt jede

N Ny Ny o
in a nicht liegende Gerade genau
a b, b, €y Gy . )

einen Punkt aus jeder Menge Nl’
My =7 7 e T T e e N2,N3. Weil durch bl,c1 minde-
may - - - stens zwei Geraden gehen, gibt
My = - - - es auBerhalb m; noch eine Gera-
n - - de n; 4 a mit by,c; I ny. Ahnli-
na = - cherweise gibt es auch eine Ge-

Fig. 3 rade n, % a mit by,c, I n,.

Die Geraden nysNy haben hochstens einen Punkt gemeinsam, der in
N} liegt. Dies ist aber ein Widerspruch. Die Inzidenzstruktur
kann nicht unsere Voraussetzungen erfullen.

2. Wir nehmen an, daB mindestens zwei Mengen Nl’NZ’NB
einelementig sind. Es sei N2 = {c}, N3 = fdf(Fig. 4). Jede in a
nicht liegende Gerade enthdlt die Punkte c,d und genau einen

Punkt aus N,. (In Fig. 4 sind Ge-

1
Ny raden nj,n, & a dargestellt, die
a b, b, cd by,b, € N} enthalten.) Vertauschen
my - - - - wir die Spalten in Fig. 4 und be-
m, - - - - trachten wir ihre neue Reihenfolge
ms - - - d,c,a,bl,bz,..., so erhalten wir
n - - - die Tabelle aus M1 fur 1 = 2. Nach e
n, - - - (3), (5) ist J eine modulare Inzi-
Fig. & denzstruktur.

I°. Wir nehmen an, daB in Y eine Gerade existiert, die

genau drei Punkte enth#lt. In diesem Falle fiuhren wir die dualen
Betrachtungen durch - wir vertauschen Punkte unc Geraden bzw.
Axiome (A3) und (A4) miteinander. Im Falle 2 erhalten wir eine
zu J duale Inzidenzstruktur ¥', die nach (5) auch modular ist.

¥ 148t sich durch eine nach der Hauptdiagonale symmetrische Ta-
belle ausdricken. Deshalb ist ¥ nach (4) selbstdual und nach (2)
sind ¥, ¥ isomorph.

II. Wir nehmen an, daB ein Punkt a € @ existiert, durch den
genau vier Geraden mysMy,Mmg,m, gehen. Nach I konnen wir nur sol-
che modulare Inzidenzstrukturen Y untersuchen, in denen auf je-
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der Geraden mindestens vier Punkte liegen und durch jeder Punkt
mindestens vier Geraden gehen. Jeder Punkt ¢ # a liegt nach (8)
mindestens auf zwei Geraden aus a und nach Lemma 1 gehen durch c
weniger als vier Geraden von a.

1. Wir nebmen an, daB jeder von a verschiedene Punkt auf
genau zwei Geraden aus a liegt. Bezeichnen wir mit Nl""’Ne
Punktmengen (immer ohne a), die schrittweise auf den Geraden
my,m, bzw. mg,m, bzw. my,ms bzw. P bzw mym, bzw. my,ms ent-
halten sind (Fig. 5). Weil jeweils zwei Geraden mindestens zwei
Punkte gemeinsam haben, sind alle angefuhrten Mengen nichtleer

Nl N2 N

n - - - -

ny - - -

Fig. 5

und es gilt @ = fajuN U... UN,. Wir bezeichnen mit M, =

= (Nj Ny, %'2 = (N3, N,), ﬂ; = (Ng,Ng) zugehorige Mengenpaare.
Liegen zwei Punkte in verschiedenen #engen desselben Mengen-
paares, dann geht jede Gerade aus a durch genau einen gegebenen
ﬁunkt. Liegen zwei Punkte b,c in den Mengen, die zu verschiedenen
Mengenpaaren gehoren, dann gibt es genau eine durch b,c gehende
Gerade aus a (Fig. 5).

(9) Jede Gerade n, € a3 hat mit vier Mengen von NysooosNg

solche Punkte gemeinsam, die in zwei Mengenpaaren von Ql’ %2’ %3
liegen: Da ny mindestens vier Punkte enthdlt, soll sie zwei
Punkte b,c von beiden Mengen eines Mengenpaares %i enthalten.
(Nach (6) enthidlt ny hochstens einen Punkt aus jeder Menge Nj')
Darum hat n mit jeder Geraden von My,e..,my entweder b oder c
gemeinsam und folglich hat sie mit jeder von diesen Geraden noch
einen Punkt gemeinsam. Dies ist aber nur in solchem Falle er-

fullt, wenn n, mit beiden Mengen aus einem Mengenpaar mj # %i
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einen Punkt gemeinsam hat. (Auf Fig. 5 ist z.B. b e Nl’ c e N2
gewahlt.) Liegen auf ny z.B. zwei Punkte x « N3, y & NS’ dann
haben my,Ny NUL einen Punkt gemeinsam, was ein Widerspruch zu
(V1) ist.

(10) Haben zwei verschiedene, in a nicht enthaltende Ge-
raden zwei Punkte gemeinsam, die in den Mengen aus einem Mengen-
paar mi liegen, so haben sie keinen weiteren Punkt gemeinsam:

Es seien ny»n, ¢ a Geraden, die gemeinsame Punkte b€ Nl’ ce th

mit Ny, Ny, € %il fir i€ {1,2,3} haben. Dabei nehmen wir an,

daB diese Geraden einen weiteren Punkt x € Nk mit Nk € ﬁi.’
2

il # 12 gemeinsam haben. Da npsny verschieden sind, gibt es nach
(V3) und Lemma 1 einen Punkt y, der auf genau einer Geraden von
nysny liegt. Es sei y I nysy f n,. Zuerst nehmen wir an, dall y

in einer Menge aus 4. mit M. # #. , M. enthalten ist (auf
i iy i i,
Fig.5 sind 1 =1, k = 3 und y € N5 gewahlt.) Dann gibt es eine

Gerade LIS a, die durch x,y geht (in Fig. 5 ist j = 1). Auf der
Geraden m. liegt genau ein Punkt von b,c; es sei b I mj. Die
Geraden mj,n1 haben genau zwei Punkte b,x gemeinsam, die auch

auf der Geraden n, liegen. Wegen y I a0y gilt nach (A4) y I Ny,
was ein Widerspruch ist. Jetzt nehmen wir an, daB y in einer
Menge aus %12 liegt, die von Nk verschieden ist. Wegen y % n,

hat n, nach (9) mit beiden in 411 enthaltenden Mengen die
3

2
Punkte d,e gemeinsam. Aus d,e I n; folgt EZ c Hl’ was ein Wider-
spruch ist. Deshalb gilt entweder d ¥ n oder e ¥ ny, was wieder

zum Widerspruch fuhrt.

a) Wir nehmen an, daB auf einer Geraden n € a genau vier
Punkte b,c,d,e liegen. Nach (9) lassen sich diese Punkte in zwei
Paare verteilen, die .in verschiedenen Mehgenpaaren %i’ Mj ent-
halten sind. Wir setzen z.B. b e Nl’ c e Nz, d e N}, e e NA'

X) Es seien die Mengen Nl’NZ’NB’Na einelementig. Durch b,c
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geht noch eine Gerade n # n. Nach
5 6 (10) enthdlt " keinen Punkt von d,e
und deshalb enthdlt sie Punkte aus

3
1
!
|
|

1 N5’N6’ die wird mit x,y bezeichnen
my, - - - - (Fig. 6). Zugleich geht durch d,e

my - - - - eine weitere Gerade n, und nach (10)
m, - - - - liegt auf n, kein Punkt von b,c.

n - - - - Weil nysn, zwel Punkte gemeinsam

ny - - - - haben, gilt x,y I n,. ¥ stellt also
n, - - - - eine modulare Inzidenzstruktur mit

Flg.6 ”’={3yb,0,d,8,xy)’}; X={m1,m2,m3,
ma,n,nl,nzi dar. In den Mengen Ng,
N6 liegen keine weiteren Punkte.

A) Wir nehmen an, daB mindestens eine Menge von Nl""’N4
mehr als ein Element enthdlt. Es sei z.B. ble N1 mit bl # b.
Npo Np Ny Ng o Ny
ab bl o] d e g
my T T
m, - - - - -
ms - - - -
m, - - - -
n - - - -
ny - - - -
n, - -
Fig. 7
Zuerst nehmen wir an, daB Punkte dl€ N3, e, € N4 mit dl #d,
e # e existieren. Durch diese Punkte gehen zwei verschiedene
Geraden n , n . Weil jede Gerade von n', n” " mit n mindestens
zwei Punkte gemeinsam hat, gilt b,c I n',n", was ein Widerspruch

zu (10) ist. Mindestens eine Menge von N}’NA ist also einelemen-
tig. Es sei N, = {e} (Fig. 7). Durch b;,c gehen zwei Geraden ny,n;.
Nach (10) liegen beide Punkte d,e nicht auf n;. Da n,m mindes-
tens zwei Punkte gemeinsam haben, liegt auf n, genau ein Punkt
von d,e. Es sei d I ny- Wegen e ¥ ny hat ny mit den Mengen N3,NA
genau einen Punkt d gemeinsam und nach (9) hat sie mit jeder
Menge von N5’N6 einen Punkt gemeinsam. Es sei ge N6’ gl ny

(Fig. 7). Der Punkt g liegt auch auf my,Mg und n,msy haben genau
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zwei Punkte c,d gemeinsam. Durch diese Punkte geht auch ny- Die
Geraden m3, N, haben g gemeinsam und nach (A4) gilt g I n, was
ein Widerspruch ist. Dann ist d % n und nach unserer Voraus-
setzung gilt e I n. Zuerst nehmen wir an, da@ ny mit N} keinen
Punkt gemeinsam hat. Dann hat sie mit den Mengen N5,N6 zwei
Punkte gemeinsam. Die Geraden my N haben genau zwei Punkte c,e
gemeinsam, die auch auf " liegen. Selbstverstandlich haben LA
einen Punkt in N5 gemeinsam, durch den nach (A4) auch n geht,
was zum Widerspruch fuhrt. Wir nehmen also an, da@ " mit N3
einen Punkt d1 # d gemeinsam hat. Die Gerade n, enth3dlt nach
(10) keinen Punkt von dl,e. Sie soll den Punkt d enthdlt, weil
n,n, zwei Punkte gemeinsam haben. Nach (9) enthdlt n, Punkte von
beiden Mengen NS’Né' Durch Anwendung von ms,n,n, erhalten wir
nach (A4) wieder einen Widerspruch. Die Inzidenzstruktur N

kann nicht die vorgeschriebenen Voraussetzungen erfullen.

b) Wir nehmen an, daB auf jeder in a nicht enthaltenden
Geraden mindestens funf Punkte liegen.

«) Es sei mindestens eine Menge von Nl""’N6 einelementig.
Es sei z.B. N, = {c{. Punkte von N ,Ng,...,N, bezeichnen wir
schrittweise mit bl,bz,...;dl,dz,...;el,ez,...;fl,fz,...;91,92,...
(Fig. 8). Wir betrachten eine Gerade nis die bl,c enthdalt. Dann
gilt n; € a und nach unserer Voraussetzung liegen auf n, min-
destens drei weitere Punkte. Zwei von ihnen liegen entweder in
QZ oder in %3. Es sei z.B. dl,el,fl I n - Durch bl,c geht noch

N Ny N, Ng Ng
1 92 € & £ 1 9, 9

Fig. 8
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eine Gerade n,. Auf ny liegen wieder noch drei Punkte, die nach
(10) von dl’el’fl verschieden sind. Es sei z.B. 02,82,92 I ny
(weiter zeigen wir auf, daB auf n, Punkte aller Mengen N3,...,N
liegen). Punkte dl,e1 sind in den Mengen N3,Nae 412 enthalten,
durch dl,e1 geht deshalb keine Gerade von Myseeesmy,. Es gibt
noch eine Gerade ni # Ny die dl,e1 enthdlt. Wegen bl,c x ny
gilt nach (10) by,c % ni. Die Geraden nz,ni haben zwei Punkte
gemeinsam, woraus 9, I ni folgt. Diese Geraden sollen noch einen
Punkt f2 € NS gemeinsam haben. Durch d2,e2 geht noch eine Gerade
né £ n,. Ahnlich wie im Falle der Geraden ni 148t sich by,c I né
zeigen. Die Geraden n Ny haben zwei in NS’NG enthaltende

Punkte gemeinsam, woraus fl I né folgt. Sie haben jedoch noch
einen Punkt g, € N6 gemeinsam. Die Geraden nysn, haben in den

6

Mengen NJ""’Ns keinen Punkt gemeinsam, sie enthalten nicht c
und haben folglich zwei Punkte in Nl gemeinsam, was ein Wider-
spruch zu (6) ist. Die Inzidenzstruktur Y erfiilit nicht unsere
Vorsussetzungen.

£) Wir nehmen an, daB alle Mengen Nl""’N6 mindestens
zwei Elemente enthalten. Es sei bl,bze Nl’ Cy1,Cp € NZ' Durch
b;,c, gehen mindestens zwei Geraden nj,n, & a. Auf n, liegen
weitere drei Punkte. In jeder Menge von N3”"’N6 liegt dabei
nach (6) hochstens ein von ihnen. Es sei dy,eq,f; I onp omit
dy€ N3, e ¢ N, und f;e& Ng (Fig. 9). Ebenfalls auf n, liegen

2 616 dydy e ff, g0

Fig. 9
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weitere drei Punkte, die nach (10) von dl'el’fl verschieden sind.
Es s€i 62’f2’92 I ny mit eze'NA, f2€ NS’ g9, € N6‘ (Ferner wird
gezeigt, daB n, auch einen Punkt von N3 hat.) Wir widhlen eine
weitere Gerade ns, die durch b2,02 geht. Die Geraden nys>ng haben
mindestens zwei Punkte gemeinsam; es sei z.B. dl’el I ny. Die
Gerade ns hat aber zwei Punkte auch mit n, gemeinsam. Nach (6)
liegen diese in NS’Né und daraus folgt f2,92 I ns. Burch bz,c2

geht noch eine Gerade n die mit ns keinen weiteren Punkt, je-

4
doch mit jeder Geraden von ni»n, mindestens zwei Punkte gemein-
sam hat. Daraus erhalten wir 82f1 I N, und ny,n, bzw. Nyyny
haben noch einen Punkt 9; # 9, mit Né bzw. d2 # d1 mit N3 ge-

meinsam.

Wir betrachten eine durch b1,02 gehende Gerade Ng und nehmen
dabei an, daB auf Ng ein Punkt liegt, der von dl’d2’el’e2’fl’f2’
91,9, verschieden ist. Es sei z.B. f3 I Ng, f3 € NS mit f3 # fl’
f,. Der Punkt f; liegt auf my,m,,ms und nach (6) liegt er auf

keiner der Geraden n SNy Durch f3 geht noch eine Gerade n

’

10ee-
die nach (6) £,,f, nicht enthalt (auf Fig. 9 ist n nicht darge-

stellt). Wir nehmen an, daB n hochstens einen Punkt von by,bg,
C1,Cy enthdlt. Es sei z.B. bl I n. Dann hat n mit UETLIA in den
Mengen Nl’NZ keinen Punkt gemeinsam. Darum hat sie mit ns und

N, zwei Punkte in den Mengen NB""’NG gemeinsam, was aber ein
Widerspruch zu fl,f2 I n ist. Die Gerade n enthdlt also genau

einen Punkt von bl’bZ bzw. Cy:Cp- Es sei zuerst bl,cl I n. Nach
(10) hat n in den Mengen N3""’N6 mit NNy keinen Punkt gemeinsam.
Andererseits hat sie aber mit jeder Geraden von ns,n, zwel

Punkte von NB""’Ns gemeinsam, was abermals ein Widerspruch

ist. Ganz d@hnlich 1a8t sich zeigen, daB auf n auch b2,02 nicht
liegen. Auf n sind auch b1,02 nicht enthalten, weil dies wegen

f3 I Ng,
My sMy Mg verschiedene Gerade enthdlt also b2’cl' Nach (10) gibt

n zum Widerspruch fuhrt. Jede f3 enthaltende und von

es keine weitere von n verschiedene Gerade von dieser Eigenschaft.
Durch f;,gl gehen mindestens zwei Geraden; wegen 9; P4 my,m, ist
also g; I ng,n. Nach (6) geht dann durch f3,9, keine Gerade,
was ein Widerspruch ist. Damit ist bewiesen, daB auf Ng nur
Punkte von dl’dZ’el’EZ’fl’fZ’gl’QZ liegen.

Durch bl,cz geht noch eine Gerade ng und durch bz,c1 gehen

mindestens zwei Geraden ny,ng* Ganz #hnlich wie fur die Gerade

- 248 -



Ng 148t sich beweisen, daB auf n6’”7’”8 nur Punkte von dl’dZ’
e;,e,,f,,f,,8,,9, und auf jeder Geraden von Ng,Ng,Ny,Ng genau
sechs Punkte liegen. Jede Gerade ygn Ng,Ng,Ny,ng hat mit jeder
Geraden von NysNy,Ng,Ny, in den Mengen Nl,N2 genau einen Punkt
gemeinsam. Wir wollen zeigen, dal diese Gerade mit jeder Geraden
von ny,ny,ng,n, in Ng,...,N, genau zwei Punkte gemeinsam hat:
Wir betrachten z.B. die Geraden Ny,Ng und nehmen an, daB sie
genau einen Punkt 9, gemeinsam haben. Dann ist d2’82’f2’91 1 N .
Da auf ng sechs Punkte liegen, gilt dy,ep,f I ng. Die Geraden
m,,n; haben Punkte b,,d,,f; gemeinsam, durch die auch die Ge-
rade ng geht. Die Geraden n),ng gehen auch durch den Punkt e,
der nach (A4) auf m; liegt, was ein Widerspruch ist. Die Gerade
ng hat also mit n, in NB""’N6 mindestens zwei Punkte gemein-
sam und nach (10) hat sie mit diesen Mengen genau zwei Punkte
gemeinsam. Diese Punkte liegen weder in den Mengen N3,N4 noch
in Ng,N . Aus den verschiedenen Moglichkeiten wdhlen wir z.B. d
82’f2’gl I Ng (andere Moglichkeiten fuhren zu isomorphen Inzi-
denzstrukturen). Dann hat Ng auch mit anderen Geraden ny,N3,Ny,

1’

in N}""’Né genau zwei Punkte gemeinsam. Die Gerade Ng hat nach
(10) mit Ng in den Mengen N}""’NG keinen Punkt gemeinsam und

deshalb gilt d2’el’
ng in N}""’NG zwei Punkte gemeinsam. Es gilt z.B. dl’EZ’f

fl,g2 I Ng- Die Geraden ny,ng haben mit Ng,

1’
9, I ny und d2,el,f2,g1 I ng- Wir haben eine modulare Inzidenz-
struktur bekommen.

2. Wir nehmen an, daB ein Punkt b1 # a existiert, der auf
drei Geraden aus a liegt, es sei z.B. b1 I LI PLES Wir bezeich-
nen mit N1 eine Menge solcher Punkte, die von a verschieden sind
und auf allen Geraden mysmy,ms liegen. Offensichtlich ist
bl € Nl‘

a) Wir nehmen an, daB jeder von a verschiedene und in Nl
nicht enthaltende Punkt auf genau zwei Geraden von a liegt. Wir
bezeichnen mit N2 bzw. N3 bzw. Na die Mengen solcher Punkte,
die auf den Geraden my,m, bzw. m,,m, bzw. mysm, liegen.

(11) Alle Mengen Nl’NZ’NB’NA sind nichtleer und es gilt
ﬁ = {a }UN1 V] N2 UN3 [V} N4: Jeder Punkt aus I liegt mindestens
auf zwei Geraden von a. Wir nehmen an, daB ein Punkt c # a in

keiner Menge von Nl""’N4 liegt. Dann gilt c I my,m, bzw.
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c I my,ms bzw. ¢ I moy,Ms und nach unserer Voraussetzung liegt c
nicht auf einer weiteren Geraden von a. Es sei z.B. ¢ I my,m,.
Durch a,c gehen dann genau die Geraden LIPS die aber noch bl
enthalten. Die Gerade ms geht durch a,b und nach (A3) geht sie
auch durch c, was ein Widerspruch ist. Der Punkt c liegt also

in einer Menge von Nl""’NA' Alle Mengen NZ,N3,N4 sind nichtleer:

Aus N3 =@ z.B. folgt, daB m,,M, NUr a gemeinsam haben, was ein
Widerspruch ist.

(12) Eine in a nicht liegende Gerade hat mit jeder Menge
von Nl,...,N4 genau einen Punkt gemeinsam: Nach (6) hat jede in
a nicht liegende Gerade mit jeder Menge von NpseoosNy, hochstens
einen Punkt gemeinsam. Weil diese Gerade aber mindestens vier
Punkte enthdlt, hat sie mit jeder Menge von Nl""’Nd genau
einen Punkt gemeinsam.

(13) Haben zwei verschiedene in a nicht liegende Geraden
einen Punkt in N1 gemeinsam, so haben sie in den Mengen NZ’NB’
N4 hochstens einem Punkt gemeinsam. Nehmen wir an, daB die Ge-
raden n ,n, € a einen Punkt b; € N; und auBerdem die Punkte
c, € N2, e, & N4 gemeinsam haben. In diesem Falle haben ny,my
genau die Punkte bl,e1 gemeinsam. Durch diese Punkte geht eine
Gerade Ny Weil nysNy den Punkt cy enthalten, gilt nach (A4)
CL€ my, was ein Widerspruch ist.

A) Es sei die Menge Nl einelementig; wir setzen Nl =
={p1} .
(i) Wir nehmen an, daB mindestens eine Menge von Ny, N3, Ny,

einelementig ist. Es sei N2 = {cli . Nach (12) geht jede in a
nicht liegende Gerade durch die Punkte bl’cl‘ Nach (13) haben

N N dann zwei in a nicht liegende

Geraden keinen weiteren Punkt
ab,c,d e
1 -1 "1 1 - . .. .

gemeinsam. Wir wdhlen eine Gera-
my -7 - de nl¢ a, die einen Punkt
L - d, € N3 enthdlt (Fig. 10). Durch
my - - den Punkt d; geht keine weitere
My = -7 - in a nich liegenede Gerade und
n - - -

1

daher enthdlt El genau drei Ge-
Fig. 10 raden Mo,My,ny . Dies ist aber
ein Widerspruch zu der Voraus-
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setzung, daB durch jeden Punkt mindestens vier Geraden gehen.
Es gibt keine modulare Inzidenzstruktur, die &), (i) erfullen.

(ii) Wir nehmen an, daB alle Menge NZ,N3,N4 mindestens

zwei Elemente enthalten. Es sei Cy1:Cp € N2 und dl’dZ € NB' Nach

(12) liegt b1 auf allen in a nicht liegenden Geraden. Es gibt

eine Gerade n; # my, die durch c;,d; geht. Nach (12) enthalt n;
einen Punkt e, € N, (Fig. 11). Ferner gibt es eine durch c,,d
gehende Gerade n, # m,, die nach (12), (13) noch einen Punkt

2

N, Ny N, e? « Né’ e, f ey ejthélt.
a bl ¢, ¢, dl dz e e, Wir wdhlen eine weitere
durch c2’dl gehende Gera-
™M - -7 de. Da n,,n; zwei Punkte
M2 = - -7 gemeinsam haben, gilt
M3 - - - - e, I ns. Es sei schlieB-
My = 7 - - - - lich n, eine die Punkte
" -7 - - c,,d, enthaltende Gerade.
n2 -7 - - Dann ist e; I n,, weil
N3 - - - - n,,n, zwei Punkte gemein-
g - - - - sam haben. Wir erhalten
Fig. 11 eine modulare Inzidenz-

struktur mit ¢ ={a,b1,c
Cpsdy,dy,€q,85 0 S = {ml,mz,m3,m4,n1,n2,n3,n4§.

1)

/£) Wir nehmen an, daB Nl mindestens zwei Elemente ent-
halt, es sei z.B. by,by, € N;.

2 1
(i) Es seien alle Mengen N,,N5,N, einelementig. Wir setzen
N Ny ={cf, Ny = {d{ und N, = f{e} . Jede

1

. b2 cde in a nicht liegende Gerade enthdlt die

Punkte c,d,e und einen Punkt von Nl'

m -7 - Zwei verschiedene in a nicht liegende
m2 - - Geraden haben in N, keinen Punkt ge-
my - - - - meinsam, weil ihre Punktmengen nicht
My - -7 zusammenflieBen konnen. In Fig. 12
" - -7 sind solche Geraden n,,n, dargestellt,
N2 - -7 die b;,b, enthalten. Vertauschen wir
Fig. 12 die Spalten in Tabelle 12 zur Reihen-
folge e,d,c,a,b }bz,..., so erhalten
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wir die Tabelle von M2 fur 1 = 3 und n = |N1| + 4, wo [Nll die
Anzahl der Elemente von N1 bedeutet. Damit ist # eine modulare
Inzidenzstruktur.

(ii) Wir nehmen an, daB mindestens eine Menge von N2,N3,N4
zweielementig ist. Es sei Cy,Cy & NZ‘ AuBer ms geht durch bl,cl
noch eine Gerade n; ¢ a. Ahnlicherweise gibt es eine Gérade nz«;a,

Fig. 13

n, # my, die durch bl,c2 geht (Fig. 13). Die Geraden npsny haben
mindestens zwei Punkte gemeinsam und nach (13) haben sie auBer
bl noch genau einen Punkt gemeinsam. Es sei e, € N4 dieser

Punkt. Dann haben ny,n, in N3 zwei verschiedene Punkte dl,d2
gemeinsam. Durch b2,01 geht noch eine Gerade ns # ms. Weil Ny,Ny
mindestens zwei Punkte gemeinsam haben, gilt dz,e1 I ns. Die
Geraden ny,Ns haben genau zwei Punkte Cis€y gemeinsam. Durch
cy.8 geht auch die Gerade my, Die Geraden m, Ny haben d1 ge-
meinsam und durch dl geht nach (A4) auch die Gerade ng, was ein
Widerspruch ist. Die Inzidenzstruktur J kann nicht modular sein.

b) Wir nehmen an, daB es einen Punkt cy # a, cy & Nl gibt,
der auf drei Geraden aus a liegt; es sei cy I Mo,y . Dann
gilt cy £ m . Wir bezeichnen mit N2 die Mgnge aller Punkte, die
auf Mo sMg, M, liegen.

(14) Jeder von a verschiedene Punkt liegt auf genau drei
Geraden aus a: Wir betrachten einen Punkt d # a, der auf genau
zwei Geraden aus a liegt. Es sei d ¥ my . Dann enthalten alle Ge-
raden aus a, die durch d gehen, auch bl' Durch bl,a geht aller-
dings noch eine dritte Gerade, die nach (A3) auch durch d geht,
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was ein Widerspruch ist. Durch d gehen also drei Geraden aus a
und wegen d % m, gilt deshalb d e Nl' Ist d 4 my s
ganz ahnlich, nur auBer bl verwenden wir Cy- Daraus wird d e« N2

verfahren wir

bewiesen. Es bleibt nur der Fall d I my,m, zu uberprufen. Wir
bezeichnen mit N die Menge aller Punkte, durch die genau zwei
Geraden m;,m, aus a gehen. Dabei nehmen wir an, daB ein Punkt e
mit e € Nl,Nz,N' existiert. Dann gilt e I m;,m, und wegen

e € N" geht durch e noch eine dritte Gerade aus a; es sei z.B.

e I m,. Durch a,d gehen genau zwei Geraden mysm die auch

,
durch e gehen. Durch a,e geht noch die Gerade mz und nach (A3)
geht my auch durch d, was ein Widerspruch ist. Alle Punkte von

# sind also in N1 8] N2 U N’ enthalten was aber unmoglich ist.
Durch by,d geht namlich auBer m; noch eine Gerade n & a. Nach
(6) hat sie mit jeder Menge von Nl,Nz,N' hochstens einen Punkt
gemeinsam und sie enthdlt hochstens drei Punkte, was ein Wider-
spruch ist. Wir haben also bewiesen, daB durch d noch eine drit-
te Gerade geht.

Wir bezeichnen mit N3 bzw. Na die Menge solcher Punkte,
die gleichzeitig auf den Geraden mysMmy,m, bzw. mysmg,m, liegen.

(15) Jede in a nicht liegende Gerade hat mit jeder Menge
von Nl,...,N4 genau einen Punkt gemeinsam und es gilt f -
= {a} uNl v N2 (9] N3 U NA: Die angefuhrte Behauptung folgt aus
(14) und (6).

(16) Zwei verschiedene Geraden, die zu a nicht gehoren,
haben genau drei Punkte gemeinsam: Wir nehmen an, dal zwei ver-
schiedene Geraden nysno 4 a genau zwei Punkte gemeinsam haben.
Es sei z.B. bl,dl I nysny mit bl € Nl und dls N3. Durch bl’dl
geht auch die Gerade m - Nach (15) liegt ein Punkt e, € N4 auf
n . Die Geraden NysNo haben genau die Punkte bl,dl gemeinsam.
Durch bl,dl geht auch m . Die Geraden my Ny haben den Punkt ey
gemeinsam. Durch e; geht nach (A4) auch die Gerade n,, was ein
Widerspruch ist. Die Geraden ny,n, haben also mindestens drei
Punkte gemeinsam. Wegen El # HZ konnen sie nicht vier Punkte
gemeinsam haben.

«) Wir nehmen an, daB drei Mengen von Nl""’Na einele-
mentig sind. Es sei z.B. N, = iclf, Ny = {dlz, N, = {elf. Fur
eine beliebige Gerade n & a gilt cl’dl’el I ny und ny enthalt
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Nl genau einen Pgnkt von Nl' Zwel ver-
a bl ¢, dl e, schiedene in a nicht liegende Geraden
enthalten nach (6) verschiedene Punkte
™o - von N;. In Fig. 14 ist noch eine Ge-
My = - -7 rade n, dargestellt. Vertauschen wir
ms - - - - die Spalten und schreiben sie in der
My - -0 T Reihenfolge c;,e;,d;,a,b;,..., dann
™ - -0 T erhalten wir die Tabelle von M1 fur
N2 .0 T 7 1 =3und n = INII +4. Die Inzidenz-
struktur J ist modular.
Fig. 14
A) Wir nehmen an, daB zwei Mengen von Ny,...,N, midestens
zweielementig sind. Es sei bl,b2 « N1 und C1,Cy & N2. Es gibt Ge-
N, N, Ny N, raden nl,n2¢ a, die durch
a bl b2 ¢, c, blfcl bzw. 92,02 gehen
(Fig. 15). Diese Geraden
M - - - - haben aber nach (15) hoch-
My = - -~ - - stens zwei Punkte gemein-
My = - - - - sam, was ein Widerspruch zu
My - - - - (16) ist. Die Inzidenzstruk-
" - B tur ¥ erfillt nicht die
N2 - - vorgeschriebenen Voraus-
Fig. 15 setzungen.

In Absatz II haben wir alle (eigentlichen) endlichen modu-
laren Inzidenzstrukturen konstruiert, in denen ein Punkt exis-
tiert, durch den genau vier Geraden gehen. In den Fdllen 2a (i)
und 2bK haben wir die in Beispielen M1, M2 angefihrten Inzidenz-
strukturen bekommen. AuBerdem gibt es aber noch modulare Inzi-
denzstrukturen aus den Fallen laX , 1bf8 und 2a (ii). Ver-
tauschen wir in la®X die Spalten der Tabelle auf Figur 6 und
schreiben diese Spalten in der Reihenfolge a,b,d,x,y,e,c ein,
dann ist die zugehorige Tabelle nach der Hauptdiagonale symmet-
risch. Ahnlicherweise 1#8t sich auch Inzidenzstruktur aus
2a o (ii) so ausdrucken, daB die zugehorige Tabelle nach der
Hauptdiagonale symmetrisch ist. (Die Spalten schreiben wir in
der Reihenfolge a,ez,el,bl,cl,dl,dz,ez.) Wenn wir aus der In-
zidenzstruktur von 1b/4 den Punkt a mit den zugehorigen Inziden-

zen nehmen, so erhalten wir wieder eine modulare Inzidenzstruk-
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tur y; welche 12 Punkte und 12 Geraden enth&dlt. Auf jeder Geraden
liegen dabei 6 Punkte und durch jeden Punkt gehen 6 Geraden.
Lassen wir in der Tabelle in Fig. 9 die erste Spalte aus, dann
erhalten wir die Tabelle der beschriebenen Inzidenzstruktur und
diese Tabelle ist nach der Hauptdiagonale symmetrisch.

II° Wir nehmen an, daB in Y eine genau vier Punkte ent-
haltende Gerade existiert und andere Geraden mindestens vier
Punkte enthalten. Dieser Fall ist dual zu II und daher erhalten
wir in II~ modulare Inzidenzstrukturen, die zu den in II konst-
ruierten Inzidenzstrukturen dual sind. Nach (4) sind die Inzi-
denzstrukturen aus 2a (i), 2b«L, lad, 2aX(ii) selbstdual und
sie sind nach (2) isomorph zu dualen Inzidenzstrukturen. Im
Falle 1b 8 erhalten wir eine neue modulare Inzidenzstruktur,
indem wir zur Tabelle der Inzidenzstruktur ¥  eine weitere vier
Punkte enthaltende Gerade hinzufugen. Dabei erginzen wir die

Inzidenz in geegneter Weise.
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