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CTYle IMAGINARNIMI BODY POLOZITI KquLosséKu
‘ PODOBNOU DANE.

Ing. Dr JOSEF LANGR.

Konstrukei provedeme uZitfm thlové inverse v trojihelnfku- &li
isogondlni kon]ugaci podobné jako pfi danych bodech redlnych, kte: -
rouZto ulohu jsem probral v roéniku 74. tohoto.asopisu, str. D 73 a%
D 80. Pii danych redlnych bodech byly zvoleny tti z nich za vrcholy
zdkladnfho trojtihelnika A BC a ku spojnicim étvrtého bodu D s vrcholy
A, B, C byly stanoveny pfimky s nimi soumérng sdruiené dle pffslusnych
os yhla. Tyto piimky jdou spoleénym bodem, jen% je 1sogoné1nim obra-
zem D, bodu D. Timto obrazem prochézi pifmka k,, jakoZto isog. obraz
kuzeloseéky k. Kolmice ku k, ze stfedu O kruinice ! opsané ziklad.
trojihelniku protiné kruZnici v bodech M, N a k, v P. Pfitom jest

PM : PN = a? : b%. Ponévadi ‘pomér poloos Zédané kuzeloseéky a:b=v
je zndm, lze urditi délku OP. Vedems tedy obraz k, bodem D, tak, aby

se dotykal kruZnice /* o stiedu O a polomeru OP. Protoze viak v nafem
piipadé dané body jsou imagindrni, je tfeba postup pfizpasobiti a uZiti
nékterych pomocnych konstrukef a vlastnostf, jeZ pfedem probereme.

1. Krufnice d jdouct dvéma vrcholy zdkladniho trojihelnika ABC
(na pF. AB) md za isogondl. obraz opét krufnici d, jdouct vrcholy A, B
(viz obr. 1). Stiedy S84, Sy¢-obou kruZnic oddéluji harmonicky pruseéiky
M, N osy strany AB s kruZnicf ! opsanou trojihelniku 4 BC.

V obr. 1 je zvolen na kruZnicid o sttedu ¢ bod D, p¥i ¢em% < DAB=
= &y, { DBA = B,; a L ADB = §. V z4kl. trojthelniku 4BC. jsou -
thly «, B, y. Sestrojme obvyklym zptisobem obraz D,. Dle toho bude
X CADy= o, L ABDy=n—f + /3, Pro thel 3, = < AD,B mime
z trojthelnika ABDy vysledek 61 =g —(xy—oa)—(—p+ B) =

= § — y. Volime-li kterykoliv jiny bod na kruZnici d, ihel § se neméni-
a je tudiZ i vihel 4, stdly a bod D se tedy pohybuje po kruZnici do o stfedu °
8,9, kters je obrazem kruznice d, &m# je dukaz podén - Déle je zfejmé,

%e NB je kolmo k MB. Ponévadt je el SiBA="_ a X MBA = Z '
]est @: SdBM =5 6 + 'y - a Jeito Je X8 "BM %: S2BA —‘.
) —{MBA-—-—&I é-————6+ ,]esté:S"BM <I:S’0"BMa,]e

proto (MNS, :S’") =1 :
"' Z uvedeného ditkazu také vysvité te, otoéi-h 86 bod.D na d o Jlstj
tihel, otodf se Dy na dy o ty% thel, aviak ve smyslu opadném. .

- 2. Otdéi-li se vrchol adkladutho trojihelnika A BC po opsané kruidnici l,
opisuje i-obraz Dy bodu D kiunics. dy, pis.dem¥ shly otolent. vroholu i bodu
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D, jsou stejné a smysl otdadent souhlasny. V obr. 2 je nakreslen trojihelnik
ABC s opsanou kruZnici ! a bod D i jeho obraz D,. Necht bod C se po-
« . hybuje po kruZnici I. Jeho poloha po otodeni bud C’. VySetfeme pro
zménény trojihelnik ABC’ obraz bodu D. Ugditime proto <x DAC' =
= X BADy a & DBA = n— < C'BD’,, &im% ziskame bod Do’. Dle
odst. 1 jest < ADy'B = 6 — y = §,. JelikoZ whly v, § se neméni, zistal
X ADyB = X ADyB = 6;, t.j. bod Dy’ lezi opét na krunici d, jako
pﬁvodni D,. Souhlasny smysl vysvité z obrazu.

Obr. 1.

3. Majice tento vysledek pfikroéme k vySetfeni pohybu obrazu
kuZelosedky pfi otddejicim se zdkladnim vrcholu. Bud déna kuZelosedka k
body ABCDE, zékladni trojihelnik bud ABC. K bodim D, E sestrojme
jejich isog. obra.zy Dy, E,. Spojnice ky = D,E, je isog. obrazem kuZelo-
sedky jdouci danymi péti body. Otoéi-li se vrchol C na kruinici I, opsané
- trojthelniku 4BC, do polohy C', etodf se dle odst. 2 bod D, na kruZnici
do o stfedu 'S¢ do polohy Dy v tém¥e smyslu a o stejny thel. TotéZ plati
ipro bod E,, ktery se otodi na kruZnici e, 0 stfedu Sy¢ do bodu E,’'. Spojnice
DyEy = k, jeisogondlnim obrazem kuZelosedky &’ jdouci body 4 BC'DE, *
kde oviem zékladnim trojthelnikem je ted trojihelnik 4 BC". Pti dalsfm
otéddeni vrcholu C po ! méni obraz %, svoji polohu a obaluje pii tom, jak
znédmo, kuZelosetku. Jeji jedna osa lezf v stfedné S2Sy°. KuZelosedky této -
.dalo by se Uit p¥i na¥i konstrukei; k cfli vede véak i Jmé, jednodussf cesta
‘bez pouitf obdlky. Plati totif tato vta. Pohybuji-li se body Dy, E,
po krunicich dy, e (0 stfedech Sy, 8,°) stejnou tdhlovou rychlostt a v sou-
-5 Mlasném smyslu, opisuje libovolny bod F, 8pojnice DoE,, pro kiery pomér
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DFy: F By = = p zistdvd stdly, kruinici fo o stfedu Syf leZicim na S LAAR

Pii tom jest DyFy : Folly = 8,28y : Sy/Sy¢ = u. K dikazu vedme (obr. 3)
bodem D, rovnobézku s Sy¢Ey, jez protne Sy’F, v bodé G. Jest proto

GF,: FSy¢ = D,F,: Fo ki, = ,u,tudliéf F;Eo = 8,38, : 8//8,* a proto
je 8y¢@ rovnob&zno s 8, F,. Také jest GD,: S¢E, = y Je-li S@D,=r,,

Obr. 3

SytEy = ry a8 L SHS? = &, mdme z trojihelnika S?D,G dle Carnotovy
véty )
' (8%G)% = 1y + pPre? 4 2uryr, cose
a také
- 89G : 8y'Fy = 838, : So'So = (5628 + 8¢8y/) : 8'Se* = (u + 1) : L.

1
Jeli S)F,=rs, jest lSodG =rypu+1) ar?= m)e( 2 ot 4+

+ 2ur,rqy cose). Otddi-li se body Dy, E, po svych kruZnicich, neméni se
pi‘i tom ry, ry, U, €, na kterych r, zdvisf a proto je hodnoty stélé. Bod F,
opisuje tedy téZ kruZnici, jak bylo dokdzati. Pfi tom zhstdvaji dhly, -
které svird Sy'Fy s Sy?H nebo 8 Sp¢H beze zmény.

4. Ma-li byti pfimka D,E, isog. obrazem kuzeloseéky, jejiz délky
o8 jsou v daném poméru v, musi se dotykati kruZnice I’ soustfedné s I
o poloméru odpovidajicimu piisluinym zpisobem poméru ». Body
Dy, Ey musf se tedy na kruZnicich dy, e, o stfedech S, Sp¢ pootoditi
o tolik, aby nastal dotyk spojnice Dok, s krusnici I’, jejit stfed O, le#i
v st¥edu kruZnice [ na Sy2Sy¢. Stanovme na D E, (obr. 4) bod F, tak, aby
DyEy: EyFy == 828, : 8,0. Dle odst. 3 vime, e F, opisuje kruZnici
soustfednou s. I’ majfci polomér 7, Sestrojme tedy piimku D,EF,
odpovidajicf uréité poloze pohyblivého vrcholu C na I (kruZnice ! neni
v obr. 4 vyrysovéna) a vedme z F, tetnu ¢ k I s dotyk. bodem 7';.
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Uhel < T1F00 B bude pHmka DoE,F, ve své vysledni poloze svirati
8 F0. Aviak i thel ¢ poloméra D,S¢ a F,0 se neméni.-Proto zriéme
i tfetf thel « trogﬁhelnika D'HF, (D' je prisetik tetny t, s.pfimkou .
DoSod), jelikoz je « 4+ f. + e=n. Vedme tedy bodem D, pfmku ¢
svirajici 8 Sy@D, thel «, t. j. rovnobs&tku s ¢, a opifme z 8,¢ kruznici k,

dotykajici se ¢. Této kruZnice se musi D,EF, ve své vysledni poloze
taktéZ dotykati. Jest tedy DB F, ve své Zddané poloze spole¢nou teénou
kruznic l’ a k Oznaéime li tuto polohu Do 'EFy (spoleéné, vnéjsf teéna,_

krufnio %, a ¥), musf byti dhly < Dy'SyD,, < BySy¢E, a X F/OF,
o navzé]em si rovné. Tato poloha odpovidéd vrcholu O’ ha I, pt éemzv
' je < C'OC roven takté} témto tfem ¢hlim. — Dle uvedeného moZno
tedy sestroptz kuZeloseéku o daném poméru os jdouci redlnymi body
4, B, D, E vedle zptisobu popsaného-v prvém &lénku. (str. D 78, ro¥nik
74) té% takto Sestrojime libovolnou kruZnici ? jdoucf body A4, B; sestrojme
‘ddle kruZnice d, e,, o stfedech S8, S a‘urdeme na D, bod F,. Oviem,

. 3. %6 jsmek tomu zvolili na I vrchol C a sestrojili soustfednou krunici I* s 1.

/ F, vedme tetnu k I/, s nf rovnobszku -bodem D,, a jej{ dotydnou

» .. krudnici k,. Spoletné tetns Dy EF, krufnic k,, I’ je obrazem: %idané

' kZelosedky. Uréme thel ototeni DySy3Dy’ a v témze smyslu o tg# Ghel
" otodime O do ', Ku¥elosetka je tak déna body 4, B, C", D, E. Ke kru.

x 'ij f nicfm k; I* jo moZna.jeltd druhé vndji spoletnd tedna s prvou dle stfedné

)
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symetrickd. Tato druhd tedna, jak lze jednoduchou dvahou dokdzati,
je obrazem téZe kuZelosetky jako prvé. — Budit jedtd podotknuto,
ze ke kruZnicim k,, I lze vésti téZ vnitini tednu, tato vSak nevyhovije.
Uhly otééeni na kruZnicich nejsou stejné, délici pomér bod& D,, E,, F,

se zménil a zjistime, %e nelze z potdtedni polohy DoE,F, dociliti polohy
takové, aby byla vnitini tednou kruZnic.

Koneéné pfipomenme, %e z bodu Fo lze ku I’ vésti je§té druhou
‘tednu £, z niZz obdobnym zptsobem obdrzime kruinici k, o stfedu Sy2.
V tomto p¥ipadé vyhovuje vnitini tedna kruZnic ks, I’ (obr 4) Aby,

feSeni bylo redlné, je nutné, aby polomér r” < OF

5. Uvedme jesté zndmé konstrukce vztahujici se na imagindrni
body, jichZz budeme v dalsim potfebovati.

Bud déna na pfimce a bodové involuce eliptickd svym stfedem A4*
a parem sdruZenych bodd A4,, B, soumérnych dle A* (obr. 5). Chceme
sestrojiti kruZnici, je% protind @ v imag. samodruinych bodech 4;, B;
této‘eliptické involuce. Opisme nad primérem A,B; kruZnici ¥'; te¢na
k ni, dotykajici se ji v libovolném bodé T, protne kolmicid o(vA*kua
yztydenou) v bodé S. Zé,dané ‘kruZnice mé stfed v bods 8, ST je jeji .
polomér a mé s a spolééné body A4;, B;. V8echny takovéto kruinice,
které protinaji p¥imku a v bodech A;, B;, tvofi svazek. Hleddme-li
v tomto svazku kruZnici I, jez jde danym bodem C, vztyéime v 4,

kolmici a, ku a, kterou pfetneme osou usetky 4,C. Prisetik je stifedem
pomocné kruznice, je% se dotyks a v A4, a jde bodem C. Kolmice z tohoto
prasetiku k A*C protne o ve sttedu O zédané kruZnice ! prochézejici
body 4;, B;; C. — Pova%ujme trojihelnik 4;B;C za zédkladni a uka?me
jekts, jak se dle n&ho urd{ isog. obraz D, bodu D. Jsou-li M, N prisesiky
kolmice o s kruZnicf 1, ]sou CM, CN osami tGhlu zdkladnfho trojihelnika
pti C. Le#i proto D, na piimce d’ soumérné sdruzené s CD dle osy CM.
Stanovme na o stfed 8% kruZnice d jdouci body D, 4;, B;. Jeji obraz
je kruZnice d, o stfedu S? na o,pfi demz je (MNS?S,?) = — 1. Polomér
kruZnice d, je roven délce tedny z Sod ku %' vedené. KruZnice dy protind
d’ ve dvou bodech, z nich? ]eden je obrazem D,. Abychom 7]151;1]1 ktery

z nich to je, volme na d bod D diametralny k D a ku piimce DC sestrojme
soumérnou d’ dle CM. Pi¥imka d’ protne d, té% ve dvou bodech. Jeden
z prisetikl na d’ a druhy na d musf leZeti k sobé na d, diametrélnd
a to jsou tedy obrazy Dy a D,. -

6. Ptistupme k vlastnim dlohdm a feSme nejprve pi'ipad kdy dany
7sou dva imagindrnt body A;, B;, dva redlné D, E a pomér os v. Body 4;B;
jsou urdeny na pfimce a stfedem el. involuce A* a pérem sdruZenych
‘symetr. bodi j) . Proni zpiisob. Povaiujme ‘A;B;D za zékladnf
trojihelnik a opléme mu kru¥nici I, Hdice se pokyny pfedeélého odstavce.
Souéasné opidme i soustfednou kru#nici . K bodit £ naleznéme E,. Tedny
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'z E., k I’ vedené k,, k,, jsou isog. obrazy dvou vyslednych kuzelosedek.

'K tib&nému bodu U, obrazu k, sestrojme na [ bod U. Mame tak 3 redlné

" body kuieloseéky, smér os (viz str.,D 77, ro¢nik 74), jejich pomér
~a mﬁieme ji tedy sestroptl .

, Druhy zpusob Sestrojime kruz-

0Obr. 5. nici ¢ jdoucf body 4;, B; a s ni sou-

o . stfednou I*. Na ! zvolime bod C

jako tieti vrchol zdk]. trojuhelnfka

potfebny thel tak, Ze spojnice Do,
se dotkne I” (odst. 4). O tento tihel
" oto¥ime i C ve stejném styslu g ob-
drzime C’ na l jako tfeti redlny bod
© kuZelosedky.

Teti zptisob. Vedme body D, E
libovolnou kruZnici I a soustfednou
s ni I*. Zvolme na [ bod C. Na pfim-
ce a volme v dané involuci dva piry

ka DEC obrazy 14,, 1B,, 24,, 2B,.
Tyto obrazy le#i na kuZelosedce ay,
kterd je isog. obrazem pHmky a, a

_ tvoH na nf kiivou ‘involuci. Priise-
¢k Z, pfimek 14y'B,, 24,*B; lei
", uvnitt kuZelosetky, prisetik X , pH-

" mek 24,'B,, 1A02§B lez{ vné a jejich

~ 2. spojnice X,Y, -je poldrou bodu -Z,

A:B;C a k bodim D, E stanovime -
Je]wh obrazy D,, E,, jezlezi na kruz-
nicich dg, eg. Bady D, E, otoéme o.

. sdruenych bodé 14,1B a 24,2B a
sestrojme k nim dle zdkl. trojdhelni-

mek 14,24, BB, a priisetik ¥, pH-

* vzhledem k a, a soudasné i obrazem -

. kuieloseéky uréené body A4;; B,, (,D,E. K snadnéjiimu pochopeni,

A uvaiu)me piipad s hyperbol. mvoluci v niZ body 4, B jsou jejimi
. samodrusnymi body. Tu le#i prisedik Z, vn¢ ay a X,, Y, protina ji v bo-
T dech Ay, By, v dotykovych. to bodech teden vedenych ze Z, k a,. Aviak
" A4B, je obrazem kuZelosetky ABCDE a proto body X, Y, je jejf obraz
... také urden. Body X,, Y, lex{ na kruZnicich x,, y,, je% prochdzejf body D,
-, B, Treba nynf body X,, Y, ototiti na nich tak, aby XoY, byla te¢nou
S _kruZnice I*. O tento tihel otoéi se i vrchol C do C' ktery je. bodem ié,dané
% - kuZelosegky.: S

41)4, E( mlagmdml o
-;Body A By budte dény s pﬁmce a ehptxckou involuct uréenou

F

4»,

i

.

N B’estrmeul kuielosec!ky 0 daném ) 7aou h véeclmy 4 body A., B,, '

:ptfedem A"‘ 8 pdrem sdru!eny'ch symetnckjch ‘bodt 4;, B; body Dy, ;'
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" na p¥mce d involucf o stfedw D* a péru sdru¥. symetrickych hodd D;, E;.
Sestrojme kruZnici ! jdouci body 4i, B;, jak bylo ukdzdno v~ odst. 5
a soustfednou kruZnici . Na d zvolme dva péry sdruZenych bod#
1D,1E a %D, *E a na l vrchol C. Sestrojme dle zékladntho trowhelnika. »
A;B;C obrazy 1D, *E,, 2Dy, *E,. Jako ve 3. zptisobu predeslé tlohy i zde -
mé.mq prisetik X, pfimek 1E2E,, 2D,'D, a prisedik’ ¥, piimek 1E:32D,,
2B 1Dy, které uréuji obraz kuZelosedky 4;B;CD;E;. Tyto prﬁseéiky tfeba
pootoditi na pfisludnych kruinicich zj, y, tak, aby jejich spo;mce se
dotkla kruZnice I*. O stejny thel otodime v tém¥e smyslu i C do C',*"
ktery je prvnim redlnym bodem Zédané kuZelosetky. K tib&Znému bbdu .
U, poototeni pimky X, Y, vyhledé,me snadno na ! bod U jako druhy .

bod kuZelosetky. Dismetrélny bod U m4 svij obraz U, v-dotytném bodd
poototené X ¥, s I’ a vyhleddme zpiisobem d¥ive popsanym U. Mime tak
primér UU a uréime stied kuZelosedky. Smér os stanovime té% dle

. diivéjsiho, éimz je kuZelosedka redlnymi prvky doszsateéné urdena. -

' o - ;
Construction dela cohiquepass'a'nt par quatre points imaginaires et sem- .

blable a une conique donnée. Suite d’un autre article, publié dans ce journal, 74
(1949), pp. D 73—D 80. Les points imaginaires 4;, B;; D;, E; sont donnés pardeux -

involutions elliptiques sur deux droites. On ?)ngtruxt le cercle l quelconque qui passe
par les points A4, B; et on choisit convenablement un.point C sur le cercle I. Ce point

C forme avec les pomts 4, B, le triangle fondamental de la conjugation isogonale.

A I'aide de cette transfbrma,txon quadratique, qui fait correspondre & la conique
eherchée une droite, l’auteur construit cette conique. )

s

o KONSTRUKCI PARABOLY jSOU LI DANY jEji TECNY
A NORMALA.,

BORIVOJ KEPR Praha

Diive neih phstoupime k feSent ulohy uvedené v nadpxse provedme
‘tuto pHpravnou Gvahu:

Budtez dény teény tl, ty, 13, t,,, uréu;ici 0snovu o(t,t,t,tA) kuzelosedek.
Ze Sesti prisediki, -je pqskytu]i tyto pﬁmky, vytknéme body A;,g= "
= (ty8y), A1,3== (tit3), 41,5 = (t,ts), Ag3 = (til5). Svazek pifmek v bod¥
Ay,g, Tesp. 4,,, oznadime pro struénost také 4,,,, resp. Ay, Gvolme nynf "
tkeba na teind t, bod M) Ay, kde Agg= (tit,), 1.=1,2,3. Bod M °
“budiZ Vrcholem 'svazku pi‘imek oznaéeného také (pro struénost) M
(viz obr. 1). :

Platf nyni véta; Geometnckym m{stem bodﬁ dotyku kuieloseéek
osnovy ®(t;) na jednotlivych paprscieh ‘(jakofto tedndch) svazku M )e‘
. kuzélosetka F, prochdze]ici body Al,,,Al,s,A,,,,M a dotjka;ici se
teénynvbodéM , . ‘ Gee
P

e Tl !
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