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O zpracovani vysledkii fysikalnich mé&Feni.
Ptednasel v JCMF dne 17. a 31. bfezna 1927 V. Ldska.

L

Cim to jest, Ze pfirodni zakony, které lidsky duch abstrahuje
z pfirody, novymi zkuSenostmi se potvrzuji, anebo pro¢ vypodet,
ktery ne fakty, nybrZz myslicim duchem byl proveden, nakonec od-
povida faktim, to jest hadanka, ba ta nejvétsi hadanka, kterou
fecka filosofie si rozfesila heslem:

nGel 0 Jeog yewuéroa”

uznavaijicim matematiku za nejvy3s3i formulaci svéta, hadanka, kterou
i nejnovéjdi véda nedovede jinak Fe$iti neZ Leibnize m po prvé
- zdiraznénou prestabilisovanou harmonii, t. j. odvékym souhlasem
svéta mimo nas se svétem v nas samych.

»Astronom najde vZdy hvézdu tam, kde podle vypo&tu byti ma,
a byl by nejvySe pfekvapen, kdyby nebyla na svém misté.

Te&mito slovy charakterisoval Lipps (Naturwiss. und Welt-
ansicht 1906) velice pfipadné jeden z nejzajimavéjSich problémi
nové doby, problém definice pfirodnitho zakona, kterému chci véno-
vati n&kolik slov.

- K matematické formulaci pfirodnicty zdkonii dospivame v onom
stadiu vyvoje exaktnich vé&d, v kterém metodou indukce tvofime
typy jevii. Matematickd formulace pf¥irodnich zikonfi jest nutna,
abychom se mohli objektivng pfesvédgiti, zdali jejif matematické di-
sledky odpovidaji skutednosti, jak to Zdda postulit Hertzdv.

Otazku definice pfirodniho zdkona miiZeme tudiZ poloZiti takto:
Jest zjistiti,, zdali dani matematicka formulace,
odvozena induktivng z vysledkid experimental-
nichpokusd, jestvyrazemzidkonaanebo jeninter-
polaénim vzorcem.

K tomu tdelu jest nejprve definovati nékteré zakladni pojmy.
MgjmeZ Fadu Ciselnych dvojic plynoucich z pozorovéani

kll 2 3...n
Ia‘a,a,..
b|b, b b, . b

Vyhovuiji-l veékeré pary. (ax, bx) Dodmince
by — f(ay) =0,
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kde 7(a) jest funk&nim symbolem, pravime, Ze je mezi veli¢inami
ar a by funké&ni vztah.

Je-li .
bk — f(ax) = di,

kde 4 jsou veli¢inmy, které mozino nazvati p¥ipustnymi chybami,
obdrZime tak zvanou »korelacic.

Odpovida-li nadto kolektivum hodnot <k urdité statistické mé-
Fitellnosti, to znac¢i, ma-li stabilni k¥ivku frekvenci, pak pfedstavuje
uvaZovani formulace »statistickou zadkonitost« Stati-
stickou zakonitost mame p¥ed sebou, kdyZ na pf. kolektivum hodnot
Jy vede ke Gaussové kfivce frekvenci

Ca)= ——’l_- e—heas
Y~

ZkuSenost ukazuje, Ze statistickd zakonitost jest nutnou
podminkou existence pfirodniho zdkona. Nutnou,
viak ne dostatetnou, ponévadZ ocividné neplati opak

Své itvahy objasnime pfikladem: Vé&ta, Ze soulet tfi dhld -
v trojuhelniku rovinném se rovna 180° jest pfirodni zakon, nebot
vice nez 100leta zkuSenost ukazuje, Ze kolektivum rozdili

at+pf+r—180"=4

pfi spravném méfeni vede vidy ke Gaussové kfivce frekvenci.
Dals§i podminku existence pfirodnitho zikona lze formulovati
takto:
M4a-li vztah
N b—fa =4

byti formulacifysikdlnihozdkona, musinezbytné
fysikdlni dimense funkce f(a) byti tdz jako di-
mense veliiny b, nebot jinak nebyla by tato rov-
nice fysikadalné mozZna,

Z toho néasleduje, Ze:

Kfivka frekvenci hodnot 4 musi miti tentyZ
charakter, ijaky ma k¥ivka frekvenci hodnot b.

DiileZita jest té2 podminka konvergence, kterou lze
vysloviti takto: Vysledky docilené zpracovanim ob-
§irmné&jSiho a dokonalej§iho materidlu musi byti
zdroveii i lep8i aproximaci formulovaného zéa-
koma. KaZzdy zikon jest totiZ evidentn& neodvisly od poltu pozo-
rovani. Proto také nesmi se zv&t§ovanim poc&tu a pfes-
nosti pozorovani méniti kolektivni povaha hod-
net 4, €ili coZ jest totéZ, geometricky charakter
kfivky frekvenci.

Z uvaZovaného plyne sama sebou nezbytnost kfivek frekvencf -
pro-zpracovani védeckych pozorovani. Dosud uvaZovali jsme mate-
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matické postulity formulace pfirodnich zakonid. K nim pfistupuji
jesté logické, o kterych zde nemfiZeme uvaZovati.

Pojem zakona, jehoZ definice zde byla podana analytlcky, Ize
vyjadfiti i synteticky vymérem, Ze pfirodni zdkon jest formu-
lacizdvislosti mezi kolektivnimi invariantami
jevi. Z toho plyne viak, Ze dosavadni zpusob matematického
zpracovam vysledkit pozorovacich neni ve vSech pfipadech spravny
a’ musi byti nahrazen metodou plynouci z pfedchézejici formulace
pfirodntho zakona, Jelii vychodiskem jest kfivka frekvenci.

Dosavadni postup byl zésadng takovy, Ze z vysledkii pozoro-
vani se vyhledal aritmeticky primér a nejvyse jesté urdila se jeho
pravdépodobna chyba podle pfedpistt metody nejmensich &tvercii. To
jest v3ak jen v tom pfipadu pfipustno a spravno, kdyZ kolektivum .
chyb 4 vede k normalni Gaussovské kfivce. Proto také Zada se vidy
je§té zkouska a posteriori, ktera vSak jest malo pfesvédciva, nebot
tim, Ze povaZujeme aritmeticky primé&r za hodnotu pravdénejpo-
dobng&jsi, vhucujeme uvaZovanému kolektivu charakter, ktery jemu
vidy nepfislusi. U kfivek asymetrickych nemd na pf. prim&rna hod-
nota oCividné vyznamu hodnoty nejCastéji se objevuiici, ktera je-
din& pfi stejné hodnovérnosti v§ech pozorovani, miiZe byti povazo-
vana za nejlep3i aproximaci hledané veliiny, nebof pravda jest,
cemu svédéinejvétsi poCet stejné hodnovernych
svédki

Proto také rozhoduje v experimentalnich vysledcich nejcastgiji
se objevujici hodnota a nasledkem toho aritmeticky primér jen
tehdy, je-li zaroveii hodnotou v daném kolektivu nejcastéji se obje-

“vujici. Ze metoda nejmenSich Ctvercii byla povaZovana za samo-
spasitelnou, nemiiZe nis pFekvapiti. Jeii pfiru¢ky jsou dodnes psany
vyhradné s hlediska geodesie a na zakladé zkuSenosti geodetickych
a v geodesii ovladd metoda nejmenSich Ctvercii opravnéné pole.

' V dne3ni své pfednaSce chci pfedevs§im podati nékolik kritic-
- kych a dileZitych poznamek k spravnemu pouZiti metody nejmen-

Sich &tvercii. PiSeme-li rovnici

Ve = aXg, k=12,...n
takto: .
1 . .
L —b—yk = Xg, I. Ve =Xk,

zistavd patm@ vZdy algebraicky spravnid. Metoda nejmensich
Ctvercit vede viak k nésledujicim normdlnim: rovnicim

*[yﬂ*[xy], L Iyl =a[x],

tudii ke dvema rozdilngm hodnotam a jez ob& Jsou spravné odvo-
zeny podle metody nejmensSich &tvercil.

 Poné&vad alé nemohou byti stejn& pravdépodobny, jest otdzka,

kterd z mch jest nejpravdépodobn&jsi?
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Abychom na tuto otdzku mohli spravné odpoveédéti, uvaZujeme
novy problém,
I. BudiZ dan vztah
yk = QXy,

kde yk, a Xx, jsou dané veli€iny, a hledanou hodnotou. Zde dluzno, -
podle toho, z jaké statistické tabulatury ma byti odvozena hledana
hodnota a, rozeznavati tfi pfipady, jeZ jsou znazorné€ny graficky
na obr. 1—3. ‘
V I pfipadu jsou hodmoty yx volenymi argumenty a rovnice
ma prakticky tvar ,
I. .. .yk:a(xk+4k), ' .

nebof méfena po pfipadé pokus_em aneb s&itanim, stanovena byla
vlastné jen hodnota Xk -

, . ,
L /
A | /

X 0o 7 2 3 ¢ X 0 x
" Obr. 1. . Obr. 2. Obr. 3.

V 1I. pfipadu bylo tomu opacné a uvaZovand rovaice mé broto
vlastné tvar :

IL ‘ . . yk+ Ak"i aXg.
V III. pfipadu méfime Xx a Y takZe musime psati
Il . yk+dk'=a(xk+dk).

V pfipadu 1. Zada princip metody nejmensich &tvercdi, aby
. [(lg—‘ — Xk)2] = [4?] = min.
V II. zase, aby =
I, [(k — axk)?] = [4«'?]) = min.

v 1. jest koneZng& ' ’

Yk — axx = ady — Ay
_ a proto podle algoritmu metody nejmenSich Ctverci

(Y — axi)? = a* dy2 + 4.
Hodnoty 4dx a 4k’ souvisi vSak mezi sebou rovnici
4 _dy y

::————:———::a,

Ay dx X
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takZe obdriime
. xk2 (y _— axk)2 —_— 2yk2 dk2

w | X2 (¥ — axx)? .
11 48 I:-—_—Z]—)kz—k_] = [Ak!] = mimn.

Podle metody nejmenSich &tvercii mdme tudiZ nasledujici
spravna Feleni: :

a proto

Obr. 4. a 5.
- l »

P, Ti [ykzl — [Xkyk] = 0,
1. [xeye] — a[x?] = 0,
. [3‘-53] —a ["—"‘] =@

. yk yki

Z uvedenych pfikladii jest patrno, Ze metoda nejmensich &tvercit
musi byti vidy uZivana s rozmyslem a sice tak, jak to odpovidd
principu [4?] = min. Réaznost vzorcd I”, 11, 11", nem4 na $tésti
vainého vyznamu pro hrubou praxi, nebot hodnoty z nich. vypoctené
mohou se pfirozeng od sebe jen mdlo lisiti. Tam viak, kde vysledky -
experimentii ‘maji byti ditkazem, jest to v&c velké dileZitosti.

Jak _jsou realisovdny jednotlivé pfipady, ukdZi ptiklady.
Dejme tomu, e méfime prodlouZeni (y) dratné spirdly pomoci
pfesnych zévazi (obr. 4), pak olividng& méme experiment odpovi-
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dajici statistice typu II. Pokus typu IIl. obdrZime pfi stanoveni
zavislosti objemu plynu na teplotg. Zde ode¢itime jak teplotu
(x=1), tak i objem (y =v) na stupnici (obr. 5).

Rozhodnouti pfi kazdém jednotlivém pokusu, o ktery pf¥ipad se
jednd, lze evidentnd velmi snadno. UvaZované rovmce Ize vSe-
obecné psati takto:

f(x,y,0)=0

Z toho obdrZime po vynechani indexi
f(x-l-d,y-{-d', a)=_0,
coZ rozvinuto v fadu da f 5
. — 4% ¥ _
f(x; y’,a)*dax"‘—d ay_o.

Jest tudiz - .

a4 f

4 d¥x ¥y
a dale :

of Afdf (bf)
; J— 2 2

f(x,y,a) A( )+244 ayax+d 2y +.

Sumaci obdrzime, pfihliZejice k postuldtu metody nejmenSich
Ctverch

[44] =0
podminku A )
X,y a2 R
z—a_fT = [4?] = min.
()
a zni : .y
o, E__“ _
v, ... [faTz'(ax) ]_0

Ze vypodet timto zpfisobem provedeny odpovidd skutecnosti,
ukazuje ndasledujici pfiklad. Jest stanoviti konstantu a méfenim
délek x a y danych na grafu p¥fedstavujicim pfesn& hyperbolu

a=xy.

Uginime-li pfi m&feni délky x chybu 4, bude (obr. 6) oélvxdné
chyba 4’ v méfeni y dana rovnici;

= Atg @.
Jest v8ak d
ay__ Jy.
. dx~  x 34
a proto bez ohledu na znameni
A4"'= y A.
X

Casopls pro pistovani matematiky a fysiky. Rodnik LVI. 19
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Zikladni rovnice zni tudi .
a4 — (i + Ak)(yk + %‘Ak)zo
Eili

: a— XgYk = 2yk.dk.
ObdrZime tak pro , A

‘2
[4:2] = ”0__—2;::}’1:) ] = min
k
podmineénou rovnici:

Tafae] _Ja—xpe 17
- TR

2 da-

y

a z té kone¥ng )
| =[5 L5
Vel Ly
co odpovida pfesné vzorci 1V, dosadime-li v ném
- t=a—xy.

Jenom tenkrate, kdyZ postupujeme podle uvedeneho zpusobu,
miZeme ocCekavati, Ze kolektivum chyb

. a — XxYx =
povede k symetrické kfivce Gaussove,

IL

Vychodiskem naSich dal$ich dvah, které maji ukéazati, jak naleZi
- postupovati pfi zpracovini{ experimentéinich vysledkdi v pfipadu,
kdyZ nemfiZeme pFedpokladati aplikabilitu principu metody nejmen-
- 8ich &tvercti, jest svrchu uveden4 definice pfirodntho zékona, podle
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které pfirodnf zakon formuluje zavislosti mezi kolektiv-
nimi invariantami jevi.

Maji-li vysledky pozorovani vésti k invariantdm, musi by ti
vidy dan takovy poCet pozorovani, aby 1. mohla
byti zaji§téna stabilita kfivky frekven&ni Dile
jest zapotfebi, aby 2. kaZzda frekvendni kfivka
meéla co moZno ostré maximum, jeZ by dovolovalo co
mozno pfesné urCeni jeho tiseCky, konedn&€ 3. musi veskeré, pfi
opétovanych pokusech obdrZené kfivky seskupeni hodnot
byti téhoZ druhu.

“r

Obr. 7.

Abychom pojem stability bliZe urcili, sestrojme si frekven&ni
kfivku pro logaritmy homogenisovanych rocénich sriZek Prahy z let
1805—1924, jeZ se pohybuji mezi 2:48—2-88 a rozmistuji jak podava
tab. I. ’

Tab. I.
mezi | 1805—1844 [ 1845—1924 | 1805—1924

246 — 250 0 1 1
251 — 255 2 1 -3
2'56 — 260 4 7 11
261 — 265 5 . . 14 19
266 — 270 7 . 12 31
2771 — 275 13 . 18 20
276 — 280 4 16 15
281 — 285 5 - 10 1
2:86 — 200 0 1

PovaZujeme-li stfedy intervalét za useCky a obsaZeny v nich
podet logaritmfi ro¢nich sraZkovych hodnot za pofadnice, obdrZime
frekvenénfi kfivku logaritmfi ro®nich priméri sriZek.

19*
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Kfivka jest stabilni, nebot frekvenini k¥ivky 'z obdobi
1805—1844 (40leté), 1845—1924 (B0leté) a 1805—1844 (120leté) kon-
verguji k jedné a geometricky té samé kfivce.

Kfivka frekvenci stava se tim tvarovou invariantou.

Jak obr. 7 ukazuje, nejsou grafy jednotlivych obdobi syme-
trické. Stfedni hodnota logaritmit obdobi 1805—1924 jest 2:70, Hod-
nota nejvétsi frekvence jest vSak néco vétsi a sice 2773, Primé&ma
hodnota ro¢nich sraZek jest proto 506 mm, kdeZto neipravdépodob-
néjsi 533 mm.

Majfce tak pojem stability frekvencnich kfivek naleZité defino-
. vany, miiZeme nyni pfistoupiti ke zpracovani vysledkii pozorovani.

MéEjmeZ Ffadu s stejné pfesnych a stejn& obsaZnych tabulatur
typu II, plynoucich z s-krat za stejnych fysikalnich podminek vy-
konaného pokusu téhoZ druhu:

x|y x|y ... x|y
a,|b, a b, a, | bys
qz by, ‘fz b.n a.z' b-as
an | bp, dn b.ne ... On bns

Sestrojme si z b hodnot argumentu ax t. j. z hodnot
bk], bkz' ey bks

frekvenéni kf¥ivky. Pak musi veskeré tyto kfivky vyhovovati svrchu
uvedenym tfem podminkam. Kdyby frekvenéni kfivka né&kterého
argumentu @x vykazovala odliSny tvar, jest to znamenim, Ze hod-
noty dotyéného argumentu nejsou spravné.

UvaZovanym postupem kontrolujeme tudiZ zaroveii spravmost
vysledkii pozorovéni.

Je-li uvaZovanym podminkidm vyhovéno, miZeme nahraditi
veSkeré svrchu uvedené tabulatury jednou jedinou.

x|y

a | b
a, | b,

dﬂ 'bll)

kde b. jsou tise®ky maximalni frekvence, plynouci z frekvendnich
k¥ivek hodnot bxs. Tak sestrojeni tabulatura nesmi se jiZ zasadng
méniti novym opakovanim pokusii, maji-li vysledky z ni odvozené
byti skutednd invariantnimi.

. Mére-l takto pFipraveny material, prlstupuleme k vyhxledani‘
statistické zakonitosti mezi ax a bx, kteri jest nutnou podmtinkou
pro existenci pl‘xrodniho zékona.
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To jest v8ak kapitola, o které jednid s potfebnou obsirnosti
III. svazek pfirucky uZité matematiky, kterou pisi spole¢né s ko-
legou Hruskou.

Metoda frekvenénich kfivek m4 proti obvyklé metodg stfednich
hodnot to, Ze plyne nutné a pfirozen& z definice pfirodniho zikona
a ma tu neocenitelnou vlastnost, Ze zajiSfuje zarovei homogenitu
experimentalnich fad.

®

Sur le traitement des mesures physiques.
(Extrait de l'article précédent.)

Le point de départ du mémoire est la définition de la loi natu-
relle, d’aprés laquelle une loi naturelle est une formulation de la dé-
pendance mutuelle des invariants collectifs des phénoménes natu-
relles. La courbe de répartition devient ainsi la base des traitements
des phénomeénes naturelles. De ce point de vue il faut considérer
aussi la méthode des moindres carrés, car elle n'est applicable que
dans le cas.oit la courbe de répartition est symmétrique et a la
forme de Gauss.
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