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s a t prochizeti bodem P a jejich priméty bodem P,. Tim jest
pro kruZnici dokdzdna véta Brianchonova, jez zni:

,»V Sestitihelniku kruZnici opsaném prochézeji spojnice pro-
t8j8ich vrchold jedinym bodem.“

Piimky a, b, ¢, d, e a f lze také jinak seskupiti. Prolo-
" zime jimi roviny y = (a, b), ¥ = (0, ¢), t = (¢, d), x=(d, ¢),
A= (e, f) & p = (f, a). Prisetnice z rovin y a = prochézi pri-
seliky X pfimek a a d a Y piimek b a e, priisetnice » = (9.
1) prasetiky Y = (b, ¢) a Z piimek ¢ a f a priseénice y =
(¢, p) prisetiky Z = (c, f) a X = (a, d). Tyto t¥i prisetnice
tvoti tedy trojihelnik XYZ a stopy jejich 7, R a S musi le-
Zeti na stop& p roviny tohoto trojahelnika. Ve stopich téch
protinaji se stopy rovin, jez se v priseénicich », = a y proti-
naji, totiz 7 = (p{; n%, R=®?% p* a §S=(py, pl”’),
kdeZ jsou stopy rovin ddny spojnicemi stop piimek roviny uréu-
jicimi: p,» = AB, p,* = BC, p= CD,p,*== DE, p = EF
a p,» = FA. Tim jest dokdzéna véta Pascalova pro kruZnici:

,»V Sestihelnfku do kruZnice vepsaném protinaji se pro-
téj&i strany v bodech ptimky.“

Ponévadz mizeme kazdou kuZelosetku povazovati za cen-
trélni primét kruznice (Pithardt-Seifert, VI. a VII. R. str. 37,
VI. Rg. str. 58.) a ponévadz se priisetiky pfimek a spojnice
bodd opét promitaji v priselfky a spojnice pfislu§nych primétd,
plati obé& véty pro kazdou kuzeloselku:

V Sestivihelniku kuzeloseice opsaném prochdzeji spojnice
protéjsich vrcholié jedinym hodem. (Véta Brianchonova.)

V Sestiihelniku kuZeloseéce vepsaném protinajgi se protéjsi
strany na jedné primce. (Véta Pascalova.)

Rozmanitosti mathematicke.
Pod4va studujicim 8kolni rada Vaclav Hiibner na Kral. Vinohradech.

L

Budiz dén thel oac = «; spojnici oc zvolme za osu z-ovou.
a rameno ao | oc za 08u y-ovou. Sestrojme svazek paprskd o
stbedu @ a na kazdy paprsek nanesme od priselfku jeho s osou
z Gsetky stdlé délky a = 2ac.
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Geometrické misto koncovych bodé nanesenych tsetek jest
kfivka zvand konchoida Nikomedeova (konchoida p#imky) .
lasturnice.

Rovnice konchoidy.

Soufadnice lib. bodu f budtez x = oc, y = ¢f, uselky
oa =b, df = a =2ac, ad = n, od = m. Z podobnosti A oad
a /\ de¢f plyne:

of :df =oa:ad... y:a="=:n. (1)
¢f:dec=oa:0d...y:(x—m)=20:m. 2)

|

Obr. 1.

Z A\ oad jest
0d® = ad® — oa®... m? = n? — b". (3)

Uréime-li z rovnice (1), (2) m a » a dosadime-li do rov-
nice (3), obdriime

A Y
' Bty yr
nebo
z%y?
Gt TYED
nebo

¥+ 2by° + (22 + 8 — a? y* — 2a%y — a%? = 0.
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Délime-li tuto rovnici y2, jest

2 252
24 B gt 2y 4y — 20 ¥
Y Y
a
20"+ — ¥ (y + b)°
= pr ey
tudiz

o= 2 PRI (Ve

K¥ivka jest tudiz soumérnd dle osy y.

Vysetfime-li —% pro hofej$i znaménko, obdrzime:
do __ b\Na?—y* b4y ¥t a¥%’
dy — Y Vot — g~ y*Var—y?

a
dy __ y*Na’—g
dx y* + a%?’

t. j. smérnice tetny v libovolném bodé kiivky.

Disledky: 1. Je-li z =0, pak y =—a (bod m). Smérnice
tecny jest % =0, t. j. tetna vbodé m sestrojena jest || s osou X
(nejvyssf bod — vrchol). -

2. Je-i y =0, pak x == a smérnice telny jest opét
=0, t. j. bod lezi na ose X voo a osa X jest tudiz asymptotou
krivky.

Ptipomenutf. JeZto moZno nanddeti stilou délku a = Zac
ob&ma smysly od prisetfku kazdého paprsku, m4 konchoida dvé
nekoneéné vétve na riiznych strandch osy X.

Rozdéleni thlu « na tFi stejné &dsti.

Sestrojme ¢f | oc (f jest na konchoidé), spojme f s vrcho-
lem @ Ghlu «, pak jest <t oaf = 3. -

Spojime-li bod e (stfed Gsetky df) 8 bodem ¢, jestz /\ pravo-
ihlého def : de__ef = ec_(poloméry opsané kruznice); jeZto
df = 2ac, jest de = ef = ec = ac a /\ ace jest rovnoramenny,
tudiz < caf = <I aec. -

Uhel aec jest viak vné&jsfm thlem ,\ rovnoramenného-cef,
protez <I aec=2 <t afe, Cili <X caf = 2 < afeci jeizto < «
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= < oaf + < fac a < afc=< oaf jest < e=— < afc + <X fac
= < afc + 2afc = = 3 < afc, proez < afc = < oaf = ia.

Nikomedes, matematik alexandrinsky, ukdzal, Ze konchoidou
fesiti 1ze rozdéleni dhlu na tfi rovné E4sti.

IL

Jestlize se kruZnice K, o poloméru r vali bez posouvdni
po pevné kruznici K (téhoZz poloméru », vné se ji dotykajicf), vy-
tvofi bod kruznice K, epicykloidu, kterd vzhledem k tvaru srdcovi-
tému sluje kardioida.

Rovnice kfivky.

Jsou-li sonfadnice bodu  :x = op, y = pm, soutadnice
sttedu o, valicf kruznice os, so,, jest x = op = os + sp

ay=mp=1s=0,s —ot :

Pii valeni kruZnice K, po pevné kruZnici K plati, Ze
arc ab — arc bm, t. j. 1577 ¢ = ji;r o, Eli « = ' (Ghly «,
' jsou piislusné stfedové Ghly obloukd ad a bm).

Z obrazce jest patrno, Ze

05 = 00, €08 & = 2r €OS @, SP = tm = o,m . Sin Mo, ¢ =7 8in mo, ¢;
<L mot = — (90 — &) = — [90 — (¢ + &')] = — (90 — 20),

tudiz sp = —rcos2a¢ a a=—2rcosa—rcos2a... (1)
Déle jest
0,5 = 00, sin & = 2 sin &, 0,t = o,m c0s mo,t = r sin 2a,
procez
y = 2rsin ¢ — rsin 2e . .. (2).
Posineme-li potitek soustavy soufadnic o do bodu a, jsou
nyni soutadnice bodu m ... ' —ap ==z —r a y' =mp=—y.
Z rovnice (1) plyne
rx=z'+r=2rcosa—r(2cos?a—1)=—2r cosc — 2r cos® e -+ »
a 2'=2rcose(l—cosa)
Z rovnice (2) vyplyvd pak .
y' = 2r 8in « — 2r sin « cos & = 2r sin « (1 — co8 ).
Setteme-li zdvojmocnéné posledni dvé rovnice, obdriime

x? 4 y?=4r*(1 — cose)?... (3),
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délime-li pak posledni dvé rewmice, dostaneme

vy
pr =tg .

Jeito

1
cos? ¢ — 1 =

jest

CO8 @@ —— ———————.
Va' 4y

HEH
yt e Y ?
obdrzfme z rovnice (3)

Piseme-li misto
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nebo téz
Vat + gt = 2r. va\:/————-';i“——‘ -;_ m1
x Y
nebo -
xt fyt=2r Va:" + y* — 2rz,
anebo téz

r\a* + y* =2+ y* + 2ra.
Zdvojmocnime-li tuto rovnici, nabudeme tvaru
4rtx® + 4ry? = (2 + y®)* 4 drz (2 + y?) + 4r2x?,

(% + ¥?)* + 4rz (a* + y*) — 42y =0,
rovnice hledané kiivky je-li politek v bodé a.
Polarni rovnice kfivky. Je-li um = ¢, < pam = g, jest

£ .

ap — x = ¢ c08 ¢, pm — y = o #in ¢,

a
@*(cos® @ sin®¢)? + 4ro>cos @ (cos? @ 4 sin? ) —4r2o®sin® ¢ =0
¢ili

024 4ro cos o — 4r?sin? ¢ =0
a o= —2rco8q =+ \/4r%cos* g + 4r*sin* p—=—2rcos ¢ 4 2r,
Lo jest kladné) t. j.

0 =2r (1L — cos ¢) = 4r sin® }g,
poldrni rovnice kardioidy.

Prodlouzime-li privodi¢ um na opaénou stranu, vznikne
bod m‘; i jest

am =9 = 2r (1 —cos g), am' = ¢'=2r [1 — cos (180 + )]
=2r (1 + cos @).
Z pravotihlého A\ avc plyne

‘av = ac €08 vac = 2r cos (1)

a jezto

vm = va + am = 2r cos ¢ + 2r (1 — cos ¢) = 2r
a om' = am’ — av = 2r (1 + c08 p) — 2r cos ¢ = 2r,
jost téZ

v vm = vm' = 2r, '
kterdzto rovnice poddvd ndm jednoduehy zpidisob sestrojeni
kardioidy.
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Vritime-li se opsét k plvodni soustavé o poldtku o, jest
psiti « misto z — » a rovnice pfejde ve tvar
[(@—7)+y*P +4r (z—n[(@—r)+y*]*— 4%*=0;
zjednodugenim obdrzime |
(z® + y»)?% — 6r® (2 + y?) + 8r¥x — 3rt =0,
rovnici kardioidy (kfivky stupné éEtvrtého), je-li potdtek ve

stfedu pevné kruZnice K.
7 této rovnice obdrZime

gy =+ V3rt — 2> + 2r V32 — 27

Disledky :

1. Jedi z=r, jest y= + \[2v2 + 22, tudiz »,, = O
(bod dvratu a) y; = 2r, y, = — 2r.

2. 7 rovnice o politku a plyne, je-li ¥y =0 (osa X),
z* + 4rz® =0, ¢ili 2° =0, a £ == — 4r, nebo v pivodnf sou-
stavé (poldtek o), (x —r)* =0, z=r a (x—r) =— 4r,
x = — 3r.

3. Pro x > 3r, jest y imagindrni a rovndz pii vétsi hod-
not& zdporné nez 3r, jest y imaginirni.

4. Vy3etfime-li smérnici teny, shleddme, %e teéna v bodé
(— 3r, 0) jest kolmd k ose X, tetny v bodech (r, 4 2r) sviraji

s osou x thly 135° 45° tetny v bodech (37, 4 lr\/3) spolu
splyvaji a jsou kolmé k ose X.
111

Prisetiky parabol y? — 2az, z® = ay maji soufadnice

{m:O, m:a\?ﬁ},_

y =0, y:‘a\/:i

3
tisetka & = a /2 zna¥f hranu krychle, kteri se obsahem svym
rovnd dvojndsobné krychli o hrané a (dloha delickd, jiz starym
Rekéim zndmé).
Téz prisetik paraboly 2% = ay s hyperbolou ry — 2a®

3_ 3
mé sonfadnice z = a /2, y = a \4.
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Timto zpisobem feSil alohu delickou Menaichmos, pry
uéitel Alexandra Velikého.

3
Jiny zpiisob, jenz slouzi k sestrojenf vyrazu a\/2, jest
nasledujici: OpiSme ze stiedu (@, 3a) kruZnici, kter4 prochdzf
vrcholem paraboly y? — 2ax a vySetime priisetiky dvou kfivek ;
rovnice kruznice jest (z — a)% + (y — 3a)% = a® + ia%, &ili
x* 4 42 — 2ax — ay = 0. Re¥enim obou rovnic dostaneme

37'
gt K
/' P - PLay
s B
s ¢
/ . T \
O‘K'—” i} 0o . d Y2 X
s /./.7’?
\\ ’J?“'Z’
“’é
Obr. 3.
y* 3
ype) — ay =0, nebo y (y> — 4a%) =0, z tehoz y = 0, y —a\/4

azx=0,2—a \2

Zpiisob tohoto sestrojeni pochdzi od francouzského mathe-
matika Descartesa.

Pomoci této konstrukce lze FeSiti na pf. dlohy: zdvojndso-
biti danou kouli (%nz® = $~r%), proméniti vilec anebo kuzel
v kouli, proméniti pfimy jehlan s podstavou &tvercovou v krychli
aj. v,

Utitime oa = 2a, ob —a, vedme kterjmkoli smérem
body b, a paprsky'P, || P,, pak mm | P,, sestrojme podobnym
zplisobem nékolik bodi i obdrZime spojenim jich kiivku K (ku-
bickd parabola).

16
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Rovnice kiivky. \
Rovnice paprsku P, jdouci bodem 5 (o, — a), jest

y+a=4xz ... (1)
Rovnice paprsku P, jdouci bodem a (— 2a, 0), jest
y=Ax+ 2a)... (2
Priseéfk » paprsku P, s osou x mé souiadnice (ﬁ—, o\);

rovnice piimky zm kolmé ku P,, jest

1

Spojenfm rovnice (2) a (3) nabudeme
; a(x+ 2 1
y2:—(x+2a)(x—— _(_,juj___a_))’ A:z—_i'_léz,
¢ili
y3 = (z+ 2a) (2a% + ax — xy).
Jelli y =0, jest z == —2a (bod a jest bodem kfivky).

Je-li :c.__O jest y3—4a3 y_.a\4 (bod ¢ mé tedy sou-

tadnice (0, a\/4)
Je-li z = oo, jest y — oo.
Spojme nyni prisetik ¢ s bodem a, sestrojme cd | ac

i jest od = a \/2. (bd || ac).

Smérnice tsetky ac jest ———

3_.
V4 _V4
5
Smérnice, tsetky cd | ZE jest — 31_3 tudiz rovnice isetky
V4
e 3-—
cd, jest y — a\d = — %x a jeji prisetik d s osou X (y = 0),
Vi
s 8 __
mé 2 = od = 3a\/16 = a\/2 (jin¥ zpiisob Fegeni tlohy delicks).
+ * Pihlédnéme k obdélniku acde, v némz jest cb | ad,
oa = 2a, ob = a, 0d = x oc = y. Z pravoihlého A acd plyne
oc®=oa .0d, t. j. y*=2ax. Z pravothlého ,\ bed plyne
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0d® ='0b . oc, t. j. * = ay. Tyto paraboly uréuji, jak na po-
3

¢4tku odst. IIL bylo sd8leno, viraz y — a2

IV.

Podminka, aby pfimka y — max 4 » byla tednou paraboly
y? = — 2pz, plyne z diskriminantu rovnice

(mz + n)* + 2z = 0;

i jest
m2x® + 22 (mn + p) + 0 =0
a
— 2 (mn 4 p) &= V4 (mn 4 p)* — dm?n®

Ty = ‘ oOm?> ’

tudiz
(mn + p)* = m®n?,

nebo

2mn +p=0...(1).
Rovnice p¥imky, jdouci poédtkem kolmo na teénu
y=mz +n...(2),

zni
1
y=— T 3);
urtime-li m, n z rovnic (2), (3)
z z?
"m=— 7,“: n=y + 7

a dosadime-li je do rovnice (1), obdrzime

2 2
NP ol o Ry
Y
anebo
g 28
¥y = p—2z°
(Dokonéeni.)

16*
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